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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предмет «Механика» есть наука, изучающая законы механи
ческого движения и механического взаимодействия тел в различ
ных состояниях: твердом, жидком и газообразном.

М е х а н и ч е с к и м  д в и ж е н и е м  называется один из видов 
движения материи, выражающийся в изменении с течением вре
мени взаимных положений тел или частей тела. Таким образом, 
механическое движение является частным случаем движения ма
терии вообще, поскольку под движением понимают любые изме
нения, происходящие в материи при химических, тепловых, элек
тромагнитных и других процессах.

М е х а н и ч е с к и м  в з а и м о д е й с т в и е м  называется один 
из видов взаимодействия материи, вызывающий изменение взаим
ного положения тел или частей тела или препятствующий тако
вому изменению.

Механика базируется на общих законах Ньютона и использует 
математический аппарат для анализа наблюдений, опытов, кото
рые и являются ее основой.

При анализе из любого явления приходится извлекать основ
ное, отделять главное от второстепенного, т. е. создавать модель 
изучаемого явления, как говорят, пользоваться м е т о д о м  а б 
с т р а к ц и й .  Так, например, при изучении равновесия пользуются 
моделью абсолютно твердого тела, при изучении деформации 
полагают, что тело обладает сплошностью, т. е. не учитывают 
его молекулярного строения.

К числу моделей относится м а т е р и а л ь н а я  т о ч к а  — 
абстрактный образ твердого тела или его части, размеры которого 
в условиях данной задачи можно не учитывать. Так, напри
мер, положение подводной лодки на море задают долготой и ши
ротой— координатами, определяющими положение геометрической 
точки на поверхности Земли.

Материальная точка отличается от геометрической тем, что в ней 
предполагается сосредоточенным некоторое количество вещества.

Для определения положения материальной точки или тела в 
пространстве вводят понятие с и с т е м ы  о т с ч е т а .

Системой отсчета называется реальное или условное твердое 
тело, по отношению к которому определяется положение других 
тел.
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Мысленно выделенная определенная совокупность материальных 
частиц или тел, взаимодействующих друг с другом, называется 
м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м о й  или просто системой.

Если положение точек механической системы в выбранной си
стеме отсчета не изменяется со временем, то такое состояние меха
нической системы называется о т н о с и т е л ь н ы м  п о к о е  м. От
носительный покой системы, рассматриваемой в связи с действую
щими на нее силами, называется о т н о с и т е л ь н ы м  р а в н о в е 
с и е м  или просто равновесием системы.

Курс механики является одним из важнейших общетехнических 
предметов. Ее законы, методы исследований и выводы широко ис
пользуются в ряде специальных дисциплин, связанных с движе
нием управляемых и неуправляемых летательных аппаратов, дви
жением тел в жидкости, работой приборов, механизмов и машин 
различного назначения.

При этом механика использует два способа исследования: от 
общих положений осуществляется переход к изучению частных 
случаев и от частных случаев — к обобщениям. Критерием истин
ности законов, выводов, обобщений являются эксперимент и прак
тика.

В соответствии с тремя состояниями тел существует механика 
твердого тела, механика жидкого тела (гидромеханика) и меха
ника газообразного тела (аэромеханика, газовая динамика). 
В свою очередь механика твердого тела имеет два направления: 
механика абсолютно твердого тела и механика деформируемого 
тела.

В высших военно-морских командно-инженерных учебных за
ведениях курс механики делят на следующие разделы: материалы 
механизмов и приборов, статика (абсолютно твердого и деформи
руемого тел), кинематика, динамика, передаточные механизмы и 
элементы машин и приборов и гидромеханика.

В данный учебник не включен раздел «Материалы механиз
мов и приборов», который издается в виде отдельного учебного 
пособия.

Термины, используемые в книге, даны с учетом терминологии, 
рекомендованной комитетом научно-технической терминологии 
Академии наук СССР для применения в научно-технической и 
учебной литературе *.

* Научно-техническая терминология. Сборник стандартизованных и рекомен
дуемых терминов, тт. 2, 8. М., Изд-во стандартов, 1970.



Р А З Д Е Л  I

С Т А Т И К А

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

В статике будут рассмотрены условия равновесия абсолютно 
твердых тел — абстрактный образ реальных тел.

А б с о л ю т н о  т в е р д ы м  т е л о м  называется такое тело, 
в котором расстояния между любыми точками принимаются неиз
менными при любых механических взаимодействиях. Таким обра
зом, предполагается, что форма и размеры абсолютно твердого 
тела при любом механическом воздействии не изменяются. В 
реальном теле при механическом воздействии происходит дефор
мирование, т. е. изменение формы и размеров тела (или какой- 
либо его части). Однако и при исследовании деформации твердо
го тела вводят модель, учитывающую допущение о сплошности 
среды как непрерывной совокупности материальных точек, взаим
ные расстояния менаду которыми при механическом взаимодей
ствии не остаются неизменными. Более подробно допущения, вво
димые в статику деформируемого тела, будут рассмотрены 
ниже.

Статику твердого тела условно делят на статику абсолютно 
твердого тела, которую иногда называют геометрической статикой 
или статикой твердого тела, и статику твердого деформируемого 
тела.

В статике абсолютно твердого тела изучаются преобразова
ние системы сил, приложенных к твердому телу, в системы, ей 
эквивалентные, и условия взаимной уравновешенности таких си
стем.

В статике д е ф о р м и р у е м о г о  твердого тела:
— изучают, при каких условиях может произойти разрушение 

тела, т. е. решают задачу о п р о ч н о с т и ;
— устанавливают способность тела сопротивляться деформиро

ванию, т. е. решают задачу о ж е с т к о с т и ;
— устанавливают условия, при которых деформируемое тело 

сохраняет свою первоначальную форму равновесия, т. е. решают 
задачу об у с т о й ч и в о с т и .
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Г Л А В А  1

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ. АКСИОМЫ СТАТИКИ 
АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА

§ 2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Основным понятием статики является сила. С и л о н  называется 
мера механического воздействия на материальную частицу со сто
роны других материальных объектов (тел или полей), характери
зующая величину и направление этого воздействия в данный мо
мент времени.

Сила вполне определяется заданием ее величины, направления 
действия и точки приложения, т. е. с и л а я в л я е т с я  в е к т о р 
н о й  в е л и ч и н о й .  Как известно из математики, векторы бывают 
с в о б о д н ы е ,  не связанные с линией действия, с к о л ь з я щ и е  
вдоль линии действия и с в я з а н н ы е  с точкой приложения.

Следовательно, сила является связанным вектором. За единицу 
измерения величины силы принят ньютон (Н) в системе единиц 
СИ и килограмм-сила (кгс) в системе МКХСС. Приближенно 
1 кгс =  9,81 Н. Применяют и кратные единицы силы, например кило
ньютон (1 кН=1000 Н =  102 кгс), мега-ньютон (1 М Н=106 Н = 
=  1,02- 105 кгс), тонна-сила (1 тс=1000 кгс =  9810 Н =  9,81 кН).

Прямую, по которой направлена сила, называют л и н и е й  д е й 
с т в и я  с и л ы* .

Точка приложения силы определяется либо физическими со
ображениями, либо расчетом. При непосредственном соприкосно
вении тел сила их взаимодействия приложена в точке соприкосно
вения.

Силы делят на внешние и внутренние.
В н е ш н и е  силы действуют между точками или телами разных 

систем, в н у т р е н н и е  — между точками и телами одной и той же 
системы. Так, силы взаимодействия между частицами данного тела 
будут внутренними, а между телом и другими телами — внеш
ними. В зависимости от выбора системы внутренние силы в одной 
системе могут стать внешними в другой. Например, если рассма
тривать систему Земля — ракета, то сила взаимодействия между 
ними будет внутренней. Если же рассматривать систему корпус 
ракеты —• механизмы ракеты, сила притяжения Земли для этой 
системы будет внешней.

Силы принято обозначать большими буквами с черточкой свер
ху, например, Р, Q, G, а их модули (числовые значения) — без 
черточек Р, Q, G. Задать силу можно с помощью точки ее прило
жения и трех проекций силы на оси х, у и z  прямоугольной си
стемы координат. Так, если обозначить единичные векторы — орты, 
направленные по осям х, г/, г, через г, /, k соответственно, тогда
_________  Р =  Х 7+  YJ+ Zk,

* В дальнейшем будет показано, что в некоторых случаях вектор силы 
можно считать скользящим.
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где Х = Рх; Y = Py; Z = Pz — проекции силы на оси х, у , z соответ
ственно.

Проекции силы, как и любого вектора на оси координат, яв
ляются скалярными величинами, a Xi, Yj, Zk — составляющими 
данной силы. Следовательно, в общем случае составляющими 
данной силы называются силы, в совокупности эквивалентные дан
ной и приложенные в одной с нею точке.

Совокупность сил, приложенных к телу, называют с и с т е м о й  
сил.  Если система сил расположена в одной плоскости, она назы
вается п л о с к о й  с и с т е м о й  сил.  С в о б о д н ы м  называется 
такое тело, которое имеет возможность получить некоторое пере
мещение в любом направлении и некоторый поворот вокруг любой 
оси. Если какая-либо из этих возможностей отсутствует, такое тело 
называется н е с в о б о д н ы м .

Примерами свободных тел являются самолет в воздухе, подвод
ная лодка в подводном положении вдали от грунта и т. д.

С и с т е м а  с ил  н а з ы в а е т с я  у р а в н о в е ш е н н о й  или 
системой, эквивалентной нулю, если, будучи приложенной к сво
бодному твердому телу, находящемуся в покое, она не выведет 
его из этого состояния.

Любая сила из уравновешенной системы называется у р а в н о 
в е ш и в а ю щ е й  с и л о й  для системы оставшихся сил.

Если одну систему сил, приложенную к свободному твердому 
телу, не нарушая его механического состояния, можно заменить 
другой, то такие системы сил называются э к в и в а л е н т н ы м и .

Сложением сил называют процесс замены данной системы 
эквивалентной — простейшей системой сил. При замене системы 
сил одной — эквивалентной, последняя называется равнодейст
вующей силой.

Таким образом, в статике абсолютно твердого тела изучают 
законы сложения сил, приложенных к телу, и условия их равно
весия.

§ 3. АКСИОМЫ СТАТИКИ

В основе учения о равновесии тел лежат некоторые положения, 
установленные непосредственными наблюдениями и проверенные 
многочисленными опытами. Эти положения — аксиомы статики — 
принимаются без доказательств.

Первая аксиома. Принцип инерции. Е с л и  м а т е р и а л ь н а я  
т о ч к а  н а х о д и т с я  в с о с т о я н и и  п о к о я  и л и  д в и ж е т с я  
п р я м о л и н е й н о  и р а в н о м е р н о ,  то с и с т е м а  сил,  п р и 
л о ж е н  н ых к т очк е ,  я в л я е т с я  у р а в н о в е ш е н н о й *

В частном случае все силы, приложенные к точке, могут быть 
порознь равны нулю. Такая материальная точка называется и з о 
л и р о в а н н о й .

Напомним, что прямолинейным равномерным движением точки 
называется такое, при котором она перемещается по прямой линии
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и в любые равные промежутки времени проходит равные рас
стояния.

Вторая аксиома. Аксиома об уравновешенности двух сил. Д л я
т о г о  ч т о б ы  д в е  с и л ы Р\ и Р2, п р и л о ж е н н ы е  к с в о б о д 
н о му  т в е р д о м у  телу ,  в з а и м н о  у р а в н о в е ш и в а л и с ь ,  
н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  о н и  л е ж а л и  на 
о д н о й  п р я мо й ,  б ы л и  р а в н ы  по в е л и ч и н е  и н а п р а в 
л е н ы в п р о т и в о п о л о ж н ы е  с т о р о н ы .  Отметим, что ра

венство Р\ = —Р2 неполно отражает вторую аксиому, так как оно 
показывает лишь, что силы равны по модулю и противоположно 
направлены,_но не утверждает, что они лежат на одной прямой. 
Пусть сила Я) — р а в н о д е й с т в у ю щ а я  определенной системы 
сил, приложенных к твердому телу, тогда —Р ь приложенная в 
той же точке, является у р а в н о в е ш и в а ю щ е й  силой той же 
системы сил.

Таким образом, уравновешивающая сила всегда равна по мо
дулю равнодействующей, направлена по той же прямой, но в про
тивоположную сторону.

Третья аксиома. О присоединении или отбрасывании уравнове
шенной системы сил. Д е й с т в и е  д а н н о й  с и с т е м ы  с и л  на  
т в е р д о е  т е л о  не  и з м е н и т с я ,  е с л и  к ней  д о б а в и т ь  
или  из нее  и с к л ю ч и т ь  с и с т е м у  в з а и м н о  у р а в н о в е 
ш и в а ю щ и х с я  сил.

Теорема. Равновесие тела не нарушается при перенесении точки 
приложения силы, действующей на тело вдоль линии действия 
силы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть к телу в точке А приложена 
(рис. 1_Л) сила Р). Приложим в точке В две уравновешивающиеся 
силы Р2 и Рз, причем | Р] | =  | Я21 =  | Я3 ( = Р  и все три силы 
действуют по одной прямой. Тогда на основании второй аксиомы
силы Р 1 и Рз уравновешиваются и в соответствии с третьей ак-



сиомой их можно отбросить. В результате остается одна сила Р2, 
приложенная в точке В, что и требовалось доказать.

Таким образом, при исследовании условий р а в н о в е с и я  
системы сил вектор силы можно принять с к о л ь з я щ и м .  Это 
справедливо только для а б с о л ю т н о  т в е р д о г о  т е л а .  В упру
гом деформируемом теле такой перенос недопустим, так как он 
нарушает напряженное состояние тела. Так, в первом случае 
(рис. 1.2, а) стержень будет удлиняться за счет удлинения участ
ка /ь во втором случае (рис. 1.2, 6) — участка 12, т. е. при измене
нии точки приложения силы перемещение точки А изменяется.

Четвертая аксиома. Правило параллелограмма сил. Равнодей
ствующая двух сил, приложенных в некоторой точке тела, прило
жена в той же точке и изображается по величине и направлению 
диагональю параллелограмма, построенного на этих силах 
(рис. 1.3,а), т. е. равна их геометрической сумме (рис. 1.3,6).

Пятая аксиома. Принцип равенства действия и противодейст
вия. Всякому действию соответствует равное и противоположно 
направленное противодействие. Так, если два тела действуют друг 
на друга (рис. 1.4, а и 6), то силы их взаимодействия всегда рав
ны по модулю, лежат на одной прямой и противоположно на
правлены. Однако следует учитывать, что действие и противодей
ствие приложены к разным телам, а потому не образуют уравно
вешенной системы сил.

Шестая аксиома. О равновесии нетвердых тел. Если нетвердое 
тело находится в равновесии под действием некоторой системы 
сил, то при затвердевании тела равновесие его не изменится (прин
цип затвердевания).

Отметим, что условия равновесия, необходимые и достаточные 
для твердого тела, не являются достаточными для тела нетвердого. 
В последнем случае для обеспечения равновесия необходимо на
кладывать д о п о л н и т е л ь н ы е  у с л о в и я .  Таким дополнитель
ным условием, например, для г и б к о й  нит и  является условие, 
чтобы силы, приложенные к ее концам, были бы растягивающими.

|
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§ 4. СВЯЗИ И ВИДЫ СВЯЗЕЙ

Если тела, взаимодействующие с данным телом, ограничивают 
его движение, то они называются с в я з я м и  или о п о р а м и .  В том 
случае, когда поверхности тел абсолютно гладкие, связи называ
ются идеальными *. Наличие связей (опор) делает тело несвобод
ным. Силы, с которыми тела, осуществляющие связи, действуют на 
данную материальную точку или данное тело, препятствуя их пе
ремещению, называются реакциями связей. Р е а к ц и я  с в я з и  
равна и противоположно направлена силе давления тела на связь, 
т. е. силе, действующей со стороны тела на опору.

Всякое несвободное тело можно рассматривать как свобод
ное, если, мысленно отбросив все связи, заменить их действие 
на тело силами, геометрически равными реакциям отброшенных 
связей.

На рис. 1.5** представлены наиболее часто встречающиеся иде
альные связи, при этом использованы следующие обозначения: 
А — тело, В — связь, R — реакция связи, Rx и Ry — горизонтальная 
и вертикальная составляющие реакции связи, Мв — реактивный 
(опорный) момент.

Рассмотрим примеры наиболее часто встречающихся связей:
1. Связь посредством абсолютно гладкой неподвижной плоско

сти или поверхности (1—4).
2. Связь с помощью специальных опорных устройств:
а) шарнирно-подвижные (5—9);
в) шарнирно-неподвижные (10—16);
с) защемление (17).
3. Гибкие и стержневые линейные связи (18—20).
Связи первого типа и шарнирно-подвижные опорные устройства 

допускают возможность некоторого перемещения и некоторого по
ворота тела по отношению к связи. Предполагая, что тело не мо
жет отделиться от связи и что между ними отсутствуют силы тре
ния, заключаем, что эти связи могут быть заменены одной реакцией 
связи, направленной перпендикулярно направлению возможного 
смещения тела по отношению к связи.

Шарнирно-неподвижные опоры, допуская возможность некото
рого поворота тела по отношению к связи, не допускают смещения 
тела по связи. Здесь возникает в шарнире одна неизвестная по на
правлению реакция связи R, которую при решении задач целесо
образно представить в виде геометрической суммы составляющих, 
в частности для цилиндрического шарнира горизонтальной Rx и 
вертикальной Ry.

На рис. 1.5 представлены следующие типы шарнирно-неподвиж
ных опор: неподвижные цилиндрические шарниры (10—12), цапфа-

* Более подробное определение идеальной связи будет дано в разделе «Ди
намика».

** Выполнен В.. И. Станкевичем.
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подпятник (13, 16), угол (14)— поперечными размерами стержня 
пренебрегают, шаровой (сферический) шарнир (15).

Сферический шарнир — связь, которая препятствует всем пере
мещениям одной из точек твердого тела, но не препятствует неко
торому повороту вокруг любой оси, проходящей через эту точку.

Жесткая заделка — защемление (17). Такой вид связи по срав
нению с неподвижным шарниром налагает еще одно ограничение 
на тело, а именно — невозможность поворота тела по отношению 
к связи. Поэтому здесь кроме двух составляющих Rx и Rv реакции 
необходимо ввести еще реактивный момент Мв-
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К гибким связям (18, 19) относятся тросы, канаты, цепи, ремни 
и др. Стержневые связи (20) осуществляются с помощью условно 
невесомых стержней, имеющих шарнирное соединение по концам. 
Отличие гибкой связи от стержневой состоит в том, что последняя 
препятствует перемещению тела вдоль связи (стержня) в обоих 
направлениях, тогда как гибкая связь препятствует перемещению 
тела вдоль связи в одном направлении, т. е. гибкие связи могут 
работать лишь на растяжение. Однако в обоих случаях реакции 
связей всегда направлены по направлению самих связей, а число 
реакций равно числу связей.



ГЛАВА 2

СИСТЕМА СХОДЯЩИХСЯ СИЛ

Совокупность сил, линии действия которых пересекаются в од
ной точке, называется системой сходящихся сил.

Учитывая, что в соответствии с третьей аксиомой силу в абсо
лютно твердом теле можно переносить вдоль линии ее действия в 
любую точку тела, заменяем систему сходящихся сил системой

Рис. 2.1.

сил, приложенных в точке пересечения их линии действия 
(рис. 2.1, а).

Сложить силы — это значит заменить их одной — эквивалент
ной, которая называется р а в н о д е й с т в у ю щ е й  (рис. 2.1, 6).

Найти равнодействующую молено геометрическим или аналити
ческим способом.

§ 5. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СПОСОБ СЛОЖЕНИЯ СИЛ

Равнодействующая двух сил, приложенных в одной точке, в со
ответствии с четвертой аксиомой равна

Р ^ Р .  + Р,.

По правилу треугольника равнодействующая R изображается 
(рис. 2.1, в) замыкающей стороной векторного треугольника, при 
этом его стороны Р i и Р2 могут быть отложены от точки О в лю
бой последовательности.
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Модуль равнодействующей Р согласно теореме косинусов опре
деляется (рис. 2.1, в) по равенству

R =  V Р \  +  Р \ ~  2Р,Р2 cos (180° -  а),

где cos (180° — а) = —cos я. Следовательно,

R =  V P  :i +  P‘i +  2Я,Я2 cos a. (2.1)

Углы треугольника сил определяются по теореме синусов 
sin ip sin (a — tf )   Sill (180° — a)

~ pT ~ ~  Pi ~ ~  p

Правило геометрического сложения двух сил может быть рас
пространено на любое число сил. Для этого строят многоугольник 
сил: от конца вектора Ру откладывают вектор Р2, затем от конца 
Р2 — вектор Я3 и т. д. Замыкающая сторона векторного многоуголь
ника является равнодействующей системы сил и равна

П
£ = Л  +  я 2 +  я 3 +  ... +  я „ = = 2 я (., (2.2)

t=l
где п — число сил, сходящихся в одной точке.

Уравнение (2.2) справедливо как для плоской, так и для про
странственной системы сходящихся сил.

Равнодействующая системы сходящихся сил равна геометри
ческой сумме (главному вектору) этих сил и точка ее приложе
ния совпадает с точкой пересечения линий действия слагае
мых сил.

На рис. 2.2 показан частный случай определения равнодейст
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вующей трех сходящихся сил, не лежащих в одной плоскости. 
Равнодействующая может быть определена в соответствии с век
торным равенством (2.2) или как диагональ параллелепипеда, в 
котором слагаемые силы направлены вдоль соответствующих ре
бер параллелепипеда.

Для пространственной системы сходящихся сил геометрический 
способ определения равнодействующей не удобен.

§ 6. АНАЛИТИЧЕСКИЙ СПОСОБ ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАВНОДЕЙСТВУЮЩЕЙ

Из математики известно, что проекция вектора на ось_является 
с к а л я р н о й  в е л и ч и н о й .  Обозначим проекции силы Pi на оси 
прямоугольной системы координат х, у, z соответственно X,-, Yi, Zi\ 
при этом проекция будет положительной, когда направление от 
начала проекции к ее концу совпадает с положительным направ
лением оси.

Проекции равнодействующей на оси прямоугольной системы 
координат по теореме о проекции геометрической суммы опреде
ляются равенствами:

п п п

я ,  =  2 * t; Ry =  ^ Y C, Rg =  ^ Z h
(=1 Z =  1 Z--1

где п — число сходящихся сил, а сумма проекций, например на
п

ось х, будет Rx =  Х х +  Х 2 +  Х й +  ... +  Х п =  2
i - 1

Величина равнодействующей системы сходящихся сил опреде
ляется согласно формуле

(2.3)

а ее направление — направляющими косинусами:
Рлг п Ру Pz /0 ,cosa — cos  ̂=  -щ- ; cos 7 =  (2.4,
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Для плоской системы сходящихся сил (рис. 2.3)
п п п

я* =  2 * / ’’ Ху =  2 ^  ^  =  V Z . = 0  „ / е ^ К ^ Д Л 2- (2.5)
i=i i - i  i = i

Отметим, что сила Р может быть представлена в общем случае 
в виде трех составляющих, направленных по трем взаимно пер
пендикулярным осям х, у, z , и тогда P = Px + Py + Pt. Таким обра
зом, составляющие вектора — векторные величины, а проекции век
тора на оси — величины скалярные.

§ 7. УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМЫ СХОДЯЩИХСЯ с и л

Необходимым и достаточным условием равновесия системы схо
дящихся сил является равенство нулю ее равнодействующей

П
’R =  P1 + P2 + ... + Pn = ^ i P, =  0. (2.6)

/=1

Из полученного равенства (2.6) следует, что м н о г о у г о л ь 
ник  с ил  д о л ж е н  б ы т ь  з а м к н у т :  конец последнего век
тора Рп должен совпасть с началом первого вектора Р\ (геометри
ческое условие равновесия).

В частном случае, когда система состоит из трех сходящихся 
сил, необходимым и достаточным геометрическим условием равно
весия является замкнутость треугольника сил.

Учтем, что, если

Х =  УХ1 + Щ + Щ =  о,
тогда должно быть равно нулю каждое слагаемое подкоренного 
выражения

п п п

=  =  (2.7)
г=1 i=i 1=1

Таким образом, для равновесия пространственной системы схо
дящихся сил необходимо и достаточно, чтобы алгебраическая сумма 
проекций всех сил на каждую из трех осей прямоугольной систе
мы координат порознь была равна нулю (аналитические условия 
равновесия).

В частном случае плоской системы сходящихся сил, располо
женных в плоскости Оху, уравнения равновесия будут иметь вид

П П
2  26,- =  0; 2 ^  =  0- (2.8)
/=1 I = 1

П П
Третье уравнение равновесия 2  = 2 ° —10 обращается в то-

i - i  i=i
ждество.
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Если в задаче число неизвестных не превышает числа незави
симых уравнений равновесия, то такая задача называется с т а 
т и ч е с к и  о п р е д е л е н н о й .  Если же число неизвестных больше 
числа уравнений равновесия, задача называется с т а т и ч е с к и  н е 
о п р е д е л е н н о й  и может быть решена при рассмотрении упру
гих свойств системы. Эта задача будет рассмотрена в статике 
деформируемого тела.

М е т о д и ч е с к и е  у к а з а н и я  к р е ш е н и ю  з а д а ч  
с т а т и к и  на  р а в н о в е с и е

Рассмотрим систему взаимодействующих тел, находящуюся в 
равновесии. Тогда на любое тело этой системы действует урав
новешенная система сил, часть из которых может быть неизвест
на. Неизвестные силы должны быть выражены через известные, 
для чего следует использовать уравнения равновесия.

Рекомендуемая последовательность решения задач статики на 
равновесие:

— выбрать тело (объект), равновесие которого будет рассмо
трено для определения неизвестных;

— установить и показать в виде векторов на чертеже все ак
тивные (заданные) силы, действующие на тело;

— освободить (мысленно) от связей тело и заменить их дейст
вия на тело силами — реакциями связей; показать их на чертеже 
векторами и обозначить буквами; если же направление какой-либо 
реакции неизвестно, представить ее через составляющие по осям 
прямоугольной системы координат;

— выбрать один из трех способов решения задач: геометриче
ский, графоаналитический или аналитический.

При ге о м е т р и ч е с к о м  способе решения строят в выбран
ном масштабе многоугольник сил, который должен быть замкнут. 
Далее измеряют величины неизвестных векторов, умножают их на 
масштаб построений и получают истинную величину неизвестных. 
Неизвестные углы определяются непосредственно по чертежу.

При г р а ф о а н а л и т и ч е с к о м  способе решения неизвест
ные определяются из построенного многоугольника (или треуголь
ника) сил путем вычислений с использованием тригонометрии и 
геометрии.

При а н а л и т и ч е с к о м ,  наиболее универсальном, способе ре
шения необходимо:

— выбрать систему координат и показать ее на чертеже;
— составить уравнения равновесия (2.7);
— решить полученную систему уравнений и определить неизве

стные.
Оси координат следует выбирать так, чтобы они были перпен

дикулярны линиям действия неизвестных сил, тогда уравнения 
. равновесия будут содержать меньше неизвестных. Если в резуль
тате решения уравнений равновесия реакция связи будет отрица-
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тельна, это будет означать, что действительное ее направление 
будет обратно принятому на чертеже.

Пример. По гладкой плоскости, наклоненной к горизонту под углом я, 
с постоянной скоростью поднимают изделие весом G (рис. 2.4). Определить силу 
давления Q на плоскость и силу, требуемую для поднятия изделия Рдв, счи
тая, что трение отсутствует и линия действия Рдв параллельна наклонной пло
скости.

Р е ш е н и е .  Объект, равновесие которого будет рассмотрено,— изделие ве
сом G. Для решения проделаем следующее.

Освобождаем тело от связи — наклонной плоскости, заменяя ее действие
силой — реакцией связи N.

Мания действия N

Рис. 2.4.

Устанавливаем, _что на тело действуют три силы, лежащие в одной плоско
сти: сила тяжести G, движущая сила РДВ и реакция N со стороны наклонной 
плоскости; из трех сил известна (по величине и направлению) только G.

Устанавливаем линии действия сил Р дв и N.
Выбираем точку О вне схемы и проводим в выбранном масштабе известный 

вектор G.
Проводим через точку О линию действия силы JV, а через конечную точку 

вектора G — линию действия РДВ: Точка их пересечения а определяет величину 
и направление неизвестных сил N  и Рдв.

Направления векторов определяются из условия, чтобы треугольник сил 
был замкнут. Величину неизвестных векторов определяем графоаналитически. 
Из силового треугольника следует, что

Р — G sin а;дв ’
N  ~  G cos а.

Силы давления на плоскость Q и реакция наклонной плоскости N  равны по 
модулю, действуют по одной прямой, но направлены в противоположные сто
роны.

Если все построения выполнены в масштабе, то задача может 
быть решена графически, т. е. непосредственным измерением век
торов с последующим учетом масштаба. Однако графический спо
соб дает погрешность значительно большую, чем аналитический, и' 
им обычно не пользуются.
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Часто при решении задач возникают затруднения, связанные 
с определением направления линий действия сил. Тогда в некото
рых случаях следует использовать вторую аксиому статики и 
т е о р е м у  о т р е х  н е п а р а л л е л ь н ы х  с и л а х .

§ 8. ТЕОРЕМА О ТРЕХ НЕПАРАЛЛЕЛЬНЫХ СИЛАХ

Теорема. Если тело находится в равновесии под действием трех 
сил, из которых линии действия двух пересекаются в некоторой 
точке, то линия действия третьей проходит через ту же точку и все 
силы лежат в одной плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть на тело, находящееся в равнове
сии, действуют три силы: Ри Р2 и Рз (рис. 2.5),приложенные cooij 
ветственно в точках А\, А2 и А3. Равнодействующая Р\,2 = Р\ + Р2 
приложена в точке пересечения линий их действия, т. е. в точке А. 
Для того чтобы тело находилось в равновесии, необходимо, чтобы 
силы R iz2 и Р3 уравновешивались, что будет возможно, если они 
равны по модулю и действуют по одной прямой, но в противопо
ложные стороны. Следовательно, линия действия Р3 проходит тоже 
через точку А и все три силы лежат в одной плоскости (плоскости 
параллелограмма), что и требовалось доказать.

При мер. Ракета в данный момент времени имеет вес G — 20 кН, движется 
по прямой СА (рис. 2.6), составляющей угол р=25° с горизонтом. Сила тяги Т = 
=  10 кН направлена по прямой СВ, составляющей угол а = 5 :> с направлением 
движения ракеты. Определить величину равнодействующей сил сопротивления 
(аэродинамических сил) Q и угол у, составляемый ею с направлением движения 
в данный момент времени.

Р е ш е н и е .  Объект, равновесие которого мы рассматриваем, — ракета. 
Решаем задачу графоаналитически.

Из произвольной точки О откладываем вниз в выбранном масштабе силу G.
Проводим из конца вектора силы G линию, параллельную линии действия 

тяги СВ, откладываем на этой линии в принятом масштабе силу Т.
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Соединяем конец вектора Т с началом вектора G, таким образом, замыкаем 
треугольник сил, из которого находим величину и направление искомого век
тора Q.

Определяем из треугольника сил, что

Q =  У  G2 + Г2 -  2GT cos 190° -  (а +  МЬ 

Подставляя числовые значения, находим

Q = ] / с202 + 102 — 2-20-10 sin (25° + 5°) =  10 j/з" »  17.3 кН.

Для определения угла у используем теорему синусов

G = ________ О________
sin 8 ~ sin [90° — (а +  Р)]

откуда

sin 8 = G_
Q

COS (a +  3) = 20 v  3
\оУз  2

т. e. угол 8=90°.
Следовательно, искомый угол у будет равен

1 =  8 +  a =  90° +  5° =  95°.

Пример. Груз весом G поднимается корабельным краном_ (рис. 2.7) с по
стоянной скоростью. Определить величину реакций N jVc .

Р е ш е н и е .  Объект, равновесие которого мы рассматриваем,— узел D. 
Освобождаем тело-блок D от связей-стержней и заменяем их действие реак

циями связей N  N B) Агс .

Устанавливаем, что на тело действуют пять сил: три реакции N Af N B)
сила тяжести груза G и натяжение троса, перекинутого через блок Р.

Учтем, что, если пренебречь трением троса и блока, тогда P=G.  Решаем 
задачу аналитически.
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Проводим неподвижную систему координат Охуг. 
Составляем уравнения равновесия:

5
^  X i =  N B соз а — А д cos а =  0, откуда N A — N B,
i= 1

5
^  =  — 2jVa sin a — P  sin P +  N c sin p =  0;
i = l 

5
V  z f =  — G — P  cos p + N c cos P — 0, откуда N c =

=  G
1 +  COS p 

COS P

G + P  cos p 
cos p

или

(а)

(б)

(в)

Из уравнения (б) определяем используя значение Л̂с ,

N c sin р — Р  sin р 
2 sin a

* а =

„  1 +  cos Р . П • оG --------- =—  sin р — Р  sin рcos р_______________ _
2 sin а

G sin р _  G • tg Р 
2 COS р sin a sin а

или, так как G = Р,

§ 9. ПОНЯТИЕ О ТРЕНИИ СКОЛЬЖЕНИЯ

При движении одного не абсолютно гладкого тела по поверх
ности другого также не абсолютно гладкого тела между ними воз
никает сила трения, препятствующая движению.
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Проведем следующий опыт (рис. 2.8, а). К телу А весом G при
соединим. трос, перекинутый через блок Б, в конце которого под
весим груз весом Q. Трением в блоке пренебрегаем. Система будет 
находиться в покое, пока силу тяжести Q уравновешивает сила 
натяжения троса, по величине равная силе т р е н и я  п о к о я  Fn.

При увеличении веса груза до значения Q\ наступит момент, 
когда груз А начнет двигаться. В этот момент сила трения покоя 
максимальна и по величине равна Qi.

Fn А
У77//7//У?/Ь777?//////\(' V

а
й

й
Рис. 2.8.

Следовательно, величина силы трения покоя может принимать 
значение от 0 до максимального Бтлх, соответствующего началу 
скольжения. Впервые исследование трения проводил Леонардо да 
Винчи (1452—1519 гг.). В конце XVIII века Кулон (1736—1806 гг.) 
продолжил эти исследования и сформулировал закон сухого тре
ния: величина силы сухого трения пропорциональна нормальному 
давлению трущихся поверхностей.

Сила трения при покое удовлетворяет условию

<  /nW (-f'Jmax —/п-'Чпах ИЛИ /п = — (2.9)iVrriax

где N — нормальное давление;
/„  — безразмерный коэффициент — коэффициент трения по

коя, или коэффициент статического трения. 
К о э ф ф и ц и е н т  с т а т и ч е с к о г о  т р е н и я — безразмерная 

величина, равная максимальному значению отношений модулей 
касательной и нормальной составляющих реакций одного тела на

другое при равновесии {fa=  ^ —j .  Коэффициент статического тре
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ния fn зависит от материала и качества обработки трущихся по
верхностей, влажности, температуры и других факторов.

Рассмотрим скольжение тел, т. е. относительное движение со
прикасающихся тел, при котором точки соприкосновения одного 
тела движутся с разными (отличными от нулевых) скоростями 
относительно точек соприкосновения другого тела.

При скольжении возникает сила трения скольжения — мера 
противодействия возможному скольжению тела по опорной по
верхности, возникающему в точках их соприкосновения. Эта сила 
является касательной составляющей реакции опорной поверх
ности.

Величина силы трения скольжения при относительном переме
щении тела определяется по формуле

Fck= U .N .  (2.10)
К о э ф ф и ц и е н т  т р е н и я  с к о л ь ж е н и я — безразмерная 

величина, равная отношению модуля силы трения скольжения к 
модулю нормальной составляющей реакции опорной поверхности 
на скользящее но ней тело.

Коэффициент трения скольжения fCK несколько меньше /п, 
зависит дополнительно от относительной скорости скольжения и 
для большого числа материалов уменьшается с увеличением ско
рости.

Значения коэффициентов трения /п и fCK приводятся в техни
ческих справочниках.

Из построений, выполненных на рис. 2.8,6, следует, что при 
наличии силы трения полная реакция R, действующая на. тело, 
направлена под некоторым углом ср к нормали к поверхности. 
Угол ершах называется углом трения. Угол трения может быть 
определен из равенства

tg <Pm.x= ...~  /п, (2-11)
откуда

<Pn.a* =  arctg/n- (2-1 la)
Если состояние трущихся поверхностей во всех направлениях 

одинаково, то величина силы трения Fn, величина реакции R и 
угол ф не будут зависеть от направления движения тела.

Поверхность, образованная геометрическим местом прямых ли
ний R, проведенных из точки А под углом ершах к нормали, назы
вается к о н у с о м  т р е н и я .

Полная реакция располагается внутри или в крайнем случае 
на поверхности конуса трения, когда угол ср достигает предельного 
Значения фщах-

Пример. По негладкой плоскости, наклоненной к горизонту под углом а, 
поднимают груз весом О. Определить силу Рдв, требуемую для поднятия груза 
с постоянной скоростью, если линия действия Рдв параллельна наклонной пло
скости и fCK задан. Какую силу Рп нужно приложить, чтобы удержать груз
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fi покое, если / п задан? Каков должен быть угол а, чтобы груз свободно лежал 
на наклонной плоскости? (рис. 2.9).

Р е ш е н и е .  Объект, равновесие которого рассматриваем,— груз.
Выбираем начало прямоугольных координат в точке О (рис. 2.9, о). Рас

сматриваем плоскую систему сходящихся сил. Записываем условия равновесия 
в аналитической форме:

= Рдв — /'ск — G sin а = 0 ;
2  У,- =  М -  G соз а =  0.

Из второго условия следует, что N-—Gcosa.  Из первого (с учетом второго)
Рлв =  р ск +  G sin а =  д у ск 4- G sin а =  (у COS а / ск +  G sin а

или
=  G ( / ск СОЗ а +  sin а) .

6
Рис. 2.9.

( 2 . 12)

в

Для того чтобы удерживать груз в покое, нужно приложить силу Р„. Она 
может изменяться по величине в пределах:

а) Верхнее значение до начала движения вверх. В уравнение (2.12) вме
сто /ск подставим /п

< G (/п COS a -f sin а). (2.13)

б) Нижнее значение до начала движения вниз (рис. 2.9, в)

Р"  >  G ( — / п COSa -f sin a). (2.14)

Следовательно, отношение величин удерживающей силы к силе веса груза 
может изменяться в пределах

р—fa COS а -f- sin a <  —  < / п COS a + sin a. (2.15)

в) При отсутствии удерживающей силы Р" =  0 груз будет в покое, если
—fa  cos а +  sin a =  0

или с учетом (2.8)
/n  =  lg«  =  t g ?max.

Следовательно, тело будет находиться в покое на негладкой наклонной пло
скости до тех пор, пока а <  <pmas (условие самоторможения).



Г Л А В А  3

ТЕОРИЯ ПАР СИЛ

§ 10. ПАРА СИЛ. МОМЕНТ ПАРЫ

П а р о й  с ил  (кратко — парой) называется совокупность прило
женных к одному и тому же телу двух равных по модулю парал
лельных друг другу, но противоположно направленных сил Р\ и Р 
(рис. 3.1).

П л о с к о с т ь ю  д е й с т в и я  п а р ы  называют плоскость, в ко
торой расположена пара, а плечом пары — кратчайшее расстоя
ние h между линиями действия сил пары. Пара сил, приложенная 
к твердому телу, стремится вызвать его вращение.

Момент пары определяется как мера механического воздейст
вия на тело, выражающаяся вектором, по величине равным произ
ведению силы на плечо пары и направленным по перпендику
ляру к плоскости действия пары в ту сторону, откуда вращение 
пары представляется происходящим против хода часовой 
стрелки. _

Таким образом, момент пары определяется как_ вектор т, 
равный векторному произведению радиуса-вектора г, соединяю
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щего точки приложения сил пары, на вектор силы, составляю
щий пару *:

т — г Х Р .  (3.1)
Модуль момента пары

\т\ =  Р - г -sin (г,* P ) — Ph, (3.2)

где h — плечо пары.
Величина момента пары выражается в Н • м в системе СИ и 

в кгс-м в системе МК.ГСС. Применяются и кратные единицы из
мерения, как, например, кН • м, МН • м, кгс-см.

Геометрическая сумма сил, составляющих пару, равна нулю. 
Однако, будучи приложена к изолированному телу, она изменит 
состояние его покоя или движения, т. е. пара сил является не
уравновешенной системой сил.

Таким образом, силы, составляющие пару, не находятся в рав
новесии, не имеют равнодействующей и не могут быть заменены 
одной силой.

§ 11. ТЕОРЕМЫ ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ПАР

Основное свойство пар заключается в том, что, не нарушая 
равновесия или иного механического состояния тела, всегда можно 
заменить данную пару другой в том случае, если их моменты 
геометрически равны. Условия замены одной пары другой назы
ваются у с л о в и я м и  э к в и в а л е н т н о с т и  п а р  сил.

Первая теорема. Не нарушая механического состояния тела, 
данную пару, действующую на тело, можно перенести в любое по
ложение в плоскости ее действия.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дана пара сил, у которой |P i | =  |P 2| =  
=  Р и плечо равно h (рис. 3.2).

Продолжим линии действия сил Р\ и Р2. Выбираем на первой 
из них точку А (рис. 3.2) и проводим через нее прямую /. На рас
стоянии h от точки А проводим прямую//, параллельную прямой/, 
которая определит положение точки В.

Вдоль линии /  в точке А прикладываем две взаимно уравно
вешивающиеся силы | Pg I — I Pi I —Р и соответственно в точке В 
силы | Рь | =  |_Р01 =  Р. Складывая силы Рi и Дополучим равно
действующую R 1, 4. Затем, складывая силы Р2 и Р5, полу
чим Р2,5- Равнодействующие RlA и Р2>5 направлены по диагонали 
ромба навстречу друг другу и взаимно уравновешиваются. Остав
шуюся силу Р3 переносим вдоль линии ее действия в точку С, со
ответственно вторую оставшуюся силу Рб — в точку D. Следова
тельно, пара сил без нарушения механического состояния

* В дальнейшем будет показано, что вектор т свободный.
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тела перенесена из положения а в положение б, т. е. теорема 
доказана.

При переносе данной пары сил в любое другое положение в 
плоскости ее действия получаем пару сил, эквивалентную данной.

Рис. 3.2.

на твердое 
плоскость, параллельную пло-

Вторая теорема. Пару сил, не изменяя ее действия 
тело, можно переносить в любую 
скости действия пары.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
плоскость /  — плоскость действия 
пары (Р ь Р2) (рис. 3.3). В плоско
сти II, параллельной плоскости I, 
рассмотрим отрезок А\Ви равный 
и параллельный отрезку А В. При
ложим в точках и четыре 
попарно уравновешенные силы 
Р3 = —Рзи  Р 4 =  —Ра, каждая из 
которых по модулю равна силам 
Pi =  P2 и линии действия которых 
параллельны (рис. 3.3). Фигура 
АВАХВ\ является параллелограм
мом, у которого точка С — точка 
пересечения диагоналей. Склады
ваем силы Pi +  Рз =  Ri и Я2 +
+  P,4 =  A'i. Равнодействующие Ri 
равны по модулю, лежат на одной

RfP2+P4

Рис. 3.3.

R1 приложены к точке С, 
в проти-прямой и направлены 

воположные стороны. Поэтому они взаимно уравновешены. _Отбро 
сим их. Таким образом, не нарушая равновесия, пара (Рь Р2)
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заменена эквивалентной парой (Р3, Р4), лежащей в плоскости //, 
параллельной плоскости I.

Можно доказать, что две лары эквивалентны, если моменты их 
геометрически равны.

Таким образом, не изменяя действия пары сил на тело, в паре 
сил можно менять силы и плечо, но так,чтобы момент пары оста
вался постоянным.

Вектор пары является свободным вектором, его можно строить 
в любой точке плоскости действия пары.

§ 12. СЛОЖЕНИЕ ПАР. УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМЫ ПАР СИЛ

Вначале покажем, что две пары сил, лежащих в пересекаю
щихся плоскостях (плоскости /  и II на рис. 3.4, а), эквивалентны 
одной паре, момент которой равен геометрической сумме момен
тов составляющих пар сил.

В пересекающихся плоскостях /  и II действуют соответственно 
пары mi и т2. Приводим их к одинаковому плечу, равному дли
не АВ (рис. 3.4), и соответственно к_силам IQ| =  |Q i| и |~Р| =  
— |P J .  Тогда, принимая, что АВ = г, запишем:

т (Q) =  г X Q; да (Р) =  г X Р. (3.3)

Складываем силы составляющих пар в точке В

R = Q  + P. (3.4)
Умножая и левую и правую часть равенства слева на радиус- 

вектор, получим

r X P - r X Q + r X P .
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Следовательно,
m(R) =  m (Q) -f m (P)

или
m =  m1 + m2. (3.5)

Теорема справедлива для любого количества пар. Таким обра
зом, для сложения п пар, лежащих в пересекающихся плоскостях, 
достаточно геометрически сложить их моменты

П
т ^ т 1 + т2 + щ  + .,. + тп ==У^т1. (3.6)

t=i
Очевидно, плоскость действия эквивалентной (равнодействую

щей) пары перпендикулярна вектору т (рис. 3.4,6).
В том случае, когда составляющие пары лежат в одной или 

параллельных плоскостях, геометрическая сумма в равенстве (3.6) 
может быть заменена алгебраической:

П
т =  ^  mt- (3.7)

Ы1
Равновесие системы пар сил, расположенных как угодно в 

пространстве, будет тогда, когда момент эквивалентной (равно
действующей) пары равен нулю, т. е. когда

П

2 ^  =  0. (3.8)
1

Таким образом, необходимым и достаточным условием равно
весия системы пар, как угодно расположенных в пространстве и 
приложенных к одному и тому же телу, является равенство нулю 
г е о м е т р и ч е с к о й  с у м м ы  моментов всех пар системы (мно
гоугольник векторов пар должен быть замкнут).

В том случае, когда система пар лежит в о д н о й  или п а р а л 
л е л ь н ы х  плоскостях, необходимым и достаточным условием рав
новесия системы пар будет равенство нулю а л г е б р а и ч е с к о й  
с у м м ы  моментов пар системы:

П
т — mi +  т2 +  тъ +  ... +  тп =  ^  mL =  0.

1
(3.9)



Г Л А В А  4

ПРОИЗВОЛЬНАЯ СИСТЕМА СИЛ

§ 13. МОМЕНТ СИЛЫ ОТНОСИТЕЛЬНО ТОЧКИ (ПОЛЮСА)

Мера механического воздействия, учитывающая положение 
силы по отношению к данной точке, характеризуется особой меха
нической величиной, называемой м о м е н т о м  с и л ы  о т н о с и 
т е л ь н о  т о ч к и .

Ы~р)

J o
S /

* t y S / h

f

* a

Момент силы относительно некоторой точки О (полюса) опре
деляется как вектор, приложенный в полюсе и равный векторному 
произведению радиуса-вектора точки приложения силы относитель
но полюса на вектор силы (рис. 4.1, а):

тй (Р) =  г Х Р .  (4.1)
Численное значение момента будет

\щ {Р) \^=Р-г-йп{г*Р)  =  P 'h ,  (4.2)
. —- А,—

где h — r-sm(r, Р)— плечо силы относительно точки, равное длине
перпендикуляра, опущенного из полюса на линию действия силы 
(расстояние точки до линии действия силы).

Таким образом, моментом силы относительно точки (полюса) 
называется вектор, приложенный в полюсе, по величине равный
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произведению силы на плечо, направленный по перпендикуляру к 
плоскости, содержащей силу и полюс, в ту сторону, откуда вра
щение тела силой вокруг полюса представляется происходящим 
против хода часовой стрелки.

Численная величина момента P-h  выражается в системе СИ 
Н • м, кН-_м и т. д., в системе МКХСС— кгс*м, кгс-см. Момент 
силы т 0(Я) равен нулю, когда h — 0, т. е. когда линия действия 
силы проходит через полюс.

Если положение полюса будет изменено, тогда момент силы 
относительно нового полюса 0\ (рис. 4.1,6) можно определить по 
формуле

m0i (р ) =  й  X Р =  (г +  А/*) X Р =  г X Р  +  Дг X Р
или

m0i (Р) = т 0(Р)  +  Дг X Р, (4.3)

где АгХР  — момент силы, приложенной в старом полюсе О, отно
сительно нового 0\.

Две силы эквивалентны, когда равны их векторы и моменты 
по отношению к одному и тому же полюсу.

Теорема Вариньона *. Момент равнодействующей двух сходя
щихся сил относительно точки, лежащей в плоскости их действия, 
равен геометрической сумме моментов слагаемых сил относительно 
той же точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению R = Pi + P2

Щ (R) =  г X R  =  г X (Л  +  Р?) =  г X Л  +  г X Рг
или

щ  CR) =  щ  (Л ) +  щ  (Р2), 

что и требовалось доказать.
Эта теорема может быть распространена на любую систему п 

сил, имеющих равнодействующую, для которой можно записать
П

m0(R) =  J i m0(Pi). (4.4)
1

§ 14. ПРИВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ СИЛ К ДАННОМУ ЦЕНТРУ.
ГЛАВНЫЙ ВЕКТОР И ГЛАВНЫЙ МОМЕНТ

При рассмотрении третьей аксиомы статики (стр. 16) было 
установлено, что, не нарушая равновесия или иного механического 
состояния тела, силу, действующую на абсолютно твердое гело, 
можно переносить в любую точку по линии действия силы.

* Вариньон П.— французский математик и механик (1654—1722 гг.).
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Рассмотрим случай, когда точка (или центр) приведения не 
находится на линии действия силы. Тогда, как показал Пуансо, не 
нарушая равновесия или иного механического состояния тела, 
силу Р, приложенную в точке А тела, можно перенести параллель

но своему первоначальному положению в любую точку тела О, не 
находящуюся на линии действия Р, но при этом необходимо при
соединить пару сил, момент которой равен моменту силы Р отно
сительно точки приведения О (рис. 4.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано, что сила Р приложена в точ
ке А тела, находящегося в равновесии (рис. 4.2, а). Приложим 
точке О этого тела взаимно уравновешенную систему сил
40
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и Я2 = —Р\, линия действия которых параллельна линии действия 
приложенной силы Р. Сила_ Я^называется приведенной силой, 
а равные по величине силы Р и Я2 образуют п р и с о е д и н е н н у ю  
пару, момент которой геометрически равен моменту силы Р отно
сительно центра приведения О:

т0 (Р) =~r X Р.

Если необходимо привести к одному центру несколько сил, то 
при приведении каждой силы Я, образуется присоединенная пара 
сил rrii = riXPi  (рис. 4.2,6). Обратим внимание на то, что при при
ведении силы Я2 к центру О (рис. 4.2,6) присоединенной пары 
нет, так как центр приведения лежит на линии действия силы Р2.

Геометрическая сумма всех сил, приведенных к данному 
центру приведения, называется равнодействующей системы сил и 
обозначается R.

П

р = ^Р,  (4-5)
<=1

Этот вектор не зависит от положения центра приведения, 
он инвариантен (независим) по отношению к нему. Поэтому г л а в 
н ым в е к т о р о м  н а з ы в а ю т  в е к т о р ,  р а в н ы й  г е о м е 
т р и ч е с к о й  с у м м е  в е к т о р о в  в с е х  с и л  с и с т е м ы .

Геометрически складывая присоединенные пары, получим одну 
равнодействующую (эквивалентную) пару, момент которой

П
т =  т1 + т2-{-... -f  тп =  ^  тt. (4.6)

; =i
Следовательно, произвольная система сил приведена к одной 

силе, равной геометрической сумме векторов всех заданных сил 
системы (главному вектору Я), и к одной паре, момент которой 
равен геометрической сумме присоединенных пар (т).

Момент каждой присоединенной пары пц равен моменту силы Яг 
относительно центра приведения moi = riXPi. Следовательно, мо
мент равнодействующей (эквивалентной) пары т равен геометри
ческой сумме моментов всех заданных сил относительно центра 
приведения, т. е.

Щ +  т2 +  ... +  тп =  щ  (Л ) +  т0 (Р2) +  ... +  т0 (Рп) =
П

=  2 (р д = M q.
t=i

Вектор, равный геометрической сумме моментов всех задан
ных сил системы относительно центра приведения О, называется
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г л а в н ы м  м о м е н т о м  с и с т е м ы  с и л  о т н о с и т е л ь н о  
ц е н т р а  (М0). Таким образом,

П П
=  (4.7)

(-1 i= 1

Г л а в н ы й  м о м е н т  з а в и с и т  от  п о л о ж е н и я  ц е н т р а  
п р и в е д е н и я .  Изменим центр приведения, перенесем его из точ
ки О в точку А и обозначим вектор между старым и новым цен
тром приведения через Дг.
Тогда

п п п

м к =  2  (rt +  д>) X Pi =  2  ?i X Pi +  &  X 2 ^ 1 .
t = l г=1 i-1

С учетом (4.1) и (4.2)
ЛТа =  Л40-Ь Дг х Я  (4.8)

Г л а в н ы й  м о м е н т  о т н о с и т е л ь н о  н о в о г о  ц е н т р а  
п р и в е д е н и я  р а в е н  г л а в н о м у  м о м е н т у  о т н о с и т е л ь 
н о с т а р о г о ,  г е о м е т р и ч е с к и  с л о ж е н н о м у  с м о м е н 
т о м г л а в н о г о  в е к т о р а  R, п р и л о ж е н н о г о  в с т а р о м  
ц е н т р е  п р и в е д е н и я  о т н о с и т е л ь н о  н о в о г о .

Главный вектор при наличии главного момента для данной си
стемы сил не является равнодействующей, так как он не эквива
лентен ей.

Две системы сил эквивалентны, если они имеют одинаковые 
главные векторы и главные моменты при приведении этих систем 
сил к одному центру приведения.

Рассмотрим частные случаи.
Г л а в н ы й  в е к т о р  и г л а в н ы й  м о м е н т  не  р а в н ы  

нулю:

R¥= 0; МАф  0.

Система сил не находится в равновесии.
Г л а в н ы й  в е к т о р  не  р а в е н  н у л ю,  а г л а в н ы й  м о 

м е н т  р а в е н  нулю:

R ^ O ;  МА =  0.

Система сил приводится к главному вектору, т. е. эквивалентна 
равнодействующей и не находится в равновесии.

Г л а в н ы й  в е к т о р  р а в е н  нулю,  а г л а в н ы й  м о м е н т  
не  р а в е н  нулю:

R — 0; м к ^ о .
Система сил приводится к равнодействующей паре сил и не на

ходится в равновесии.
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Г л а в н ы й  в е к т о р  и г л а в н ы й  м о м е н т  о д н о в р е м е н 
но р а в н ы  нулю,  т. е.

Р  =  0; МА =  0. (4.9)

Система сил находится в равновесии.
Рассмотрим более подробно последний случай, т. е. условия 

равновесия системы сил (4.9).

§ 15. СИСТЕМА СИЛ, ПРОИЗВОЛЬНО РАСПОЛОЖЕННЫХ В ОДНОЙ 
ПЛОСКОСТИ. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ПЛОСКОЙ СИСТЕМЫ СИЛ

Пусть на тело действует система сил Ри Р2, ..., Рп, произволь
но расположенных в одной плоскости (плоская система сил). Вы
берем в этой плоскости центр приведения О и совместим коорди
натную плоскость Оху с плоскостью, в которой расположены силы. 
В результате перенесения всех сил в центр О система сил может 
быть приведена к одной силе и к одной паре сил.

Главный вектор системы сил равен геометрической сумме всех 
сил, приложенных к телу, т. е.

R — Rx - i + Ry'j,
П П

где Rx ~ ^ i X i; Ry =  У  Yр Rz =  0.
i=i i=i

Величина главного вектора и его направление определяются из 
равенств:

R =  V Rl  +  Щ =  V ( У  *<)2 +  (S  у.)2 (4.Ю)
И

R R
cosx =  _ ^ ;  cosj3 =  гДе (3 =  90° — а.

Вектор момента т0{Рг) каждой силы Р,- относительно центра О 
направлен перпендикулярно плоскости Оху. Знак «плюс» берем 
тогда, когда вектор m0(Pi) совпадает с положительным направ
лением оси Oz, т. е. когда сила Р\ стремится повернуть тело вокруг 
оси 2 против хода часовой стрелки. В противном случае берем 
знак «минус».

Поэтому геометрическое сложение моментов всей плоской си
стемы сил относительно центра О заменяем а л г е б р а и ч е с к и м .

Таким образом, главный момент плоской системы сил равен 
алгебраической сумме моментов всех сил системы относительно 
центра приведения О:

П
^ о = 2  w0 (ЯД (4.11)

1=1
где m0(Pi)= ±Pih-i и hi — плечо силы Р г относительно О.
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Для того чтобы тело под действием плоской системы сил нахо
дилось в равновесии, необходимо и достаточно соблюдение усло
вий:

А* =  0; М0 =  0, (4.12)

где О — какая-либо точка плоскости. В соответствии с равенства
ми (4.10) и (4.11) условия будут выполнены тогда, когда

П

1 
п

/=1 
п

М0= ^ т 0(Р,) =  0.
i=i

Таким образом, для сохранения равновесия плоской системы 
сил должны соблюдаться условия, записанные в виде трех неза
висимых уравнений (4.13), т. е. необходимо и достаточно, чтобы 
сумма проекций всех сил на каждую из двух координатных осей 
и сумма моментов сил относительно любой точки плоскости дей
ствия сил были равны нулю.

Из трех независимых уравнений (4.13) можно определить не 
более трех неизвестных.

Если число неизвестных сил в системе превысит число уравне
ний равновесия, то такие статически неопределенные системы мо
гут быть решены лишь с помощью дополнительных уравнений. 
Число последних должно быть равно числу «лишних» неизвестных 
и составляются они при рассмотрении деформации (перемещений) 
системы, т. е. учитываются упругие свойства взаимодействующих 
тел.

Кроме основной формы условий равновесия (4.13) существуют 
и другие, эквивалентные основной, при использовании которых 
надо учитывать ограничения, накладываемые либо на выбор осей 
координат, либо на выбор центров приведения. Для равновесия 
плоской системы сил необходимо и достаточно, чтобы суммы мо
ментов всех сил относительно двух любых точек Л и В плоскости, 
а также сумма проекций на ось, не перпендикулярную прямой АВ, 
была равна нулю:

П  П

2  тк (Pi) = 0; 2  тв (Р)  =  °;/=i i=i

где ось х не перпендикулярна прямой АВ.
П

Тогда уравнение 2 ^  =  ® будет следствием (4.14) и может 
/=1

2 ^  =  0- (4.14)
i=i

(4.13)
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быть использовано для контроля правильности решения системы
уравнений.

В частном случае линии действия плоской системы сил могут 
быть параллельны — система параллельных сил. Пусть, например, 
все линии действия сил параллельны оси у. Тогда первое урав
нение системы (4.13) обращается в тождество

2 * /  =  о

и для определения неизвестных достаточно двух уравнений равно
весия:

п п

2 ^  =  0; Ч = 2 т о ( Л ) = 0.
;=i /=1

При решении задач иногда используют и третий вид системы 
уравнений: для равновесия плоской системы сил необходимо и 
достаточно, чтобы сумма моментов всех сил относительно любых 
центров приведения Л, В и С, не л е ж а щ и х  на о д н о й  п р я 
мой,  была равна нулю

п п п

2 > а ( Л ) = 0; 2 > в ( ^ )  =  0; 2 отс ( ^ ) = ° -  (4-15)
i=i i=i /=1

Уравнения равновесия часто используются для определения 
реакций опор. В этом случае можно рекомендовать такую после
довательность решения задач:

— выбрать объект, равновесие которого необходимо рассмо
треть;

— отбросить мысленно опорные устройства и, пользуясь прин
ципом освобождаемости, заменить их действие силами, геометри
чески равными реакциям опор;

— выбрать систему координат так, чтобы уравнения равно
весия имели простейший вид, т. е. чтобы в каждое из них входило 
наименьшее число неизвестных;

— составить уравнения равновесия;
— решить полученную систему уравнений и определить не

известные реакции;
— проверить, правильно ли определены реакции.
В том случае, когда указать направление реакции вначале 

нельзя, следует определить составляющие этой реакции по осям 
координат.

Если полученная реакция будет иметь отрицательный знак, это 
будет означать, что ее действительное направление обратно приня
тому.

Пример. Ракета установлена на две опоры В и С (рис. 4.3). Здесь и в сле
дующем примере размеры ракеты и нагрузки заимствованы из книги «Конструк
ция управляемых баллистических ракет» под редакцией проф. А. М. Синакова 
и доц. М. И. Морозова, Воениздат, 1969. Принимаем условно, что по длине 
l +а  вес ракеты распределен равномерно с интенсивностью q —1,63 кН/м. Вес
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участка АВ условно заменяем силой Р = 5,6 кМ, приложенной к точке, находя
щейся на расстоянии 0,4 м от опоры В. Определить реакции опор.

Р е ш е н и е .  Представляем ракету в виде балки ABCD, загруженной нагруз
кой по схеме 4.3, б. Объект, равновесие которого следует рассмотреть,— бал
ка A BCD.

Отбрасываем опорные устройства и заменяем их действие на балку реакция
ми опор в точках В и С; при этом на неподвижной опоре реакция может быть 
представлена в виде двух составляющих: горизонтальной и вертикальной. В на
шем случае (рис. 4.3, а) горизонтальная составляющая реакции в точке В отсут
ствует *,

а

Ж/777777/7/7777777777777777777777777777777Т77777Т7
Р = 5,6пН q=l,63ftH/M

Pi
в

А В [ " II гггт D
0,Um и 1  1-6.7» Л $”а-/,/5м

Р ■\В Ус АТ ГПТ т г цтт
D X

Рис. 4.3.

Выбираем систему прямоугольных координат Аху.
Составляем уравнения равновесия

MBr=^mm = p .0 .4-q(a  + l ) ^ ± ! - + Y cl = 0.

Откуда

Г С =

q -  * 1)2 - Р - 0,4 1,63 (6 ’7 +2 - ’ 15)2 - 5 , 6 - 0 , 4

I 6,7 =  7,15 кН.

Отметим, что нагрузка, равномерно распределенная на длине 1+а. может 
быть заменена сосредоточенной силой. Величина силы будет q(l+a),  а точка ее 
приложения — посредине длины участка с равномерно распределенной нагрузкой.

Плечо этой силы относительно опоры В равно — и, следовательно, момент

силы относительно точки В будет q (/ +  а) l + a q( l  + а)2

Второе уравнение равновесия

м с =  2 тс/ = - У в -1 ~  + р (' + °-4) - 0.
д-Р

* В дальнейшем проекции реакции на соответствующие оси прямоугольной 
системы координат, например в точке С, будут обозначаться X q, Yq и т. д .
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откуда
q-P q-a2

+  P  (/+ 0 ,4 )
Yn = ~ --------

1 ,63-6 ,73 1,63 -1, 152

6,7

/

+  5 ,6 (6,7  +  0 ,4)
11,25 kH.

Положительный знак у У A и У& свидетельствует о том, что направление ре
акций было выбрано правильно.

П р о в е р к а .  Для проверки используем уравнение равновесия в виде
^  Г,- =  - . Р - ? (/ + я) +  Гс +  Ув = 0 .

Подставляя числовые значения, получаем
- 5,6  -  1,63 (6,7 +  1, 15) +  7,15 +  11,25 =  0 ,

т. е. реакции определены правильно.
Пример. Определить силу, сжимающую стержень АВ,  поддерживающий на

правляющую ракеты в положении а =  30° к горизонту, составляющие и полную 
реакцию в шарнире О при нагрузках, представленных на рис. 4.4.

Р е ш е н и е .  Объект, равновесие которого следует рассмотреть,— ракета с 
направляющими.

Отбрасываем опорные устройства и заменяем их действие_реакциями опор. 
В точке О реакцию представляем в виде двух составляющих Хо и Y0.

Выбираем систему прямоугольных координат Оху, при этом ось х направ
ляем горизонтально.

Составляем уравнения равновесия в виде:
п

2/—1
Xi -  Х0 +  N -cos (90° +  а) =  0 или Х 0 = N  sin а;

п

2  г ,
ь=1

— — G — Р  +  iV-COS а + У0 =  0;

П
2 Х(=1

— О (а +  b) cos а -  Р (а +  Ь +  с) cos а +  N-a  =  0.
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Из последнего равенства находим, что

4г а  (а +  6) cos а +  Р ( а  +  Ь +  с) cos а [(G +  Р) (а +  Ь) +  P -c lcosa  
N ~  а а

[(12,8 4- 5,6) (1,5 -f 3,5)  -f 5 , 6-3, 8]0, 87 ^
-  1,5

Из первого уравнения следует
Х0 =  A6sma =  65, 7-0, 5 к  32,8 кН.

Из второго
Y0 =  G +  Р — Mucosa =  12,8 + 5 , 6  — 65,7 cos60° Л - 1 4 , 4  кН.

Отрицательный знак показывает, что в действительности составляющая реак
ции Y0-j  направлена в сторону, противоположную принятому направлению. 

Полная реакция в точке О будет равна

Ra= Y x l  + Y\ = V 32,82 +  (-1 4 ,4 )2%35,8 кН.

§ 16. СИСТЕМА СИЛ, ПРОИЗВОЛЬНО РАСПОЛОЖЕННЫХ 
В ПРОСТРАНСТВЕ. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ

СИСТЕМЫ СИЛ

При рассмотрении условии равновесия сил, как угодно распо
ложенных в пространстве, появляется необходимость уметь опре
делять момент силы относительно оси.

Рассмотрим тело, которое может вращаться, например, вокруг
оси г. Приложим в точке А тела (рис. 4.5, а) силу Р и проведем 
плоскость ху, перпендикулярную оси z. Точку пересечения плоско
сти ху с осью z обозначим О. Разложим силу Р на составляющие: 
одну — параллельную оси z (Pz)\ другую — лежащую в плоскости, 
параллельной плоскости Оху (Рху). Очевидно, что сила Pz стре
мится сдвинуть тело в направлении оси г, а сила Рху — повернуть 
его вокруг оси. Вращательный эффект силы Р (или ее составляю
щей Рху) вокруг оси z определяется моментом, равным

тг (Р) =  тг (Рху) =  ±РН,

где h — плечо силы Рху относительно точки О, равное длине пер
пендикуляра, опущенного из точки О на линию действия Рху 
(рис. 4.5,6).

Таким образом, м о м е н т о м  с ил ы Р о т н о с и т е л ь н о  
о с и  z называется скалярная величина, равная произведению мо
дуля проекции силы Р на плоскость Оху на длину плеча h 
(рис. 4.5,6). Момент mz(P) принимаем положительным в том 
случае, когда сила Рху стремится повернуть тело вокруг оси z 
против хода часовой стрелки, если смотреть с положительного на
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правления оси г. Обозначим координаты точки приложения силы Р 
через х и у. Тогда по теореме Вариньона

Щ (Pxs) = Щ W  +  пц(У),

где X и У — проекции силы Рху на соответствующие оси координат. 
Из рис. 4.5, б следует, что

т0 (X) =  —X -у ,  m0(Y) — Y-x.

Следовательно, момент силы Р относительно оси г может быть 
определен по равенству

'n,(P) =  m0(Pxy) =  Y -x  — X-y .  (4.16)

Таким образом, чтобы определить момент силы относительно 
какой-либо оси, например оси z, необходимо:

— провести любую плоскость Оху, перпендикулярную оси г 
(рис. 4.3);

49



— определить проекцию силы Р на плоскость Оху, т. е. опре
делить Рху\

— найти длину перпендикуляра h, опушенного из точки О (точ
ки пересечения оси z с плоскостью) на линию действия Рху\

— определить знак и величину момента mz(P)—Pxy-h.
Момент силы относительно оси z равен нулю, когда:
— сила Р параллельна оси г (Рху = 0)\
— линия действия силы пересекает ось г.
Обобщая оба рассмотренных случая, можно сказать, что м о- 

м е н т  с и л ы о т н о с и т е л ь н о  о с и  р а в е н  н у л ю  в с е г д а ,  
к о г д а  ось  и л и н и я  д е й с т в и я  с и л ы  Р л е ж а т  в о д н о й  
п л о с к о с т и .

Аналитическая связь между моментами силы относительно точ
ки и координатных осей. В соответствии с (3.1)

где г =  х - 1 у - ] - { - z-k,  a P =  X - i - \ -Y - j - \ -Z -k .

Известно, что ? х  7 =  0; 1 X / = k ;  J x ' i  =  - k  и т. д.
Тогда из (4.17) следует

Щ (Р) — (у£  ~  zY) ■ i -f ( zX  — x Z ) / +  ( x Y - y X ) k .  (4.18)

С другой стороны, вектор m0(P) можно выразить через состав
ляющие

Из сопоставления (4.18) и (4.19) следует 

mx =  y - Z  — z-Y; my =  z - X  — x-Z;  mz ~ x - Y  — у  • X,  (4.20)

где шх, Шу, тг моменты силы относительно соответствующих 
координатных осей.

Моментом силы относительно оси называется скалярная вели
чина, равная проекции на данную ось вектора момента силы от
носительно какой-либо точки той же оси. Модуль момента силы 
относительно точки будет

i j  k
то (Р) =  г Х Р — х  у  z  

X  Y Z
(4.17)

т0(Р) =  mx -i + my- j+  тг - k. (4.19)

\Щ {Р)\ =  У т \  + т?у + т1. (4.21)

Направляющие косинусы вектора т0(Р)
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Для системы сил, как угодно расположенных в пространстве, 
проекции главного момента на оси координат будут:

П п

м х =  2  rnx (Pi) = 2 ( y r Z i — Zi■ y ty,
/=I 1=1

n n I

м у =  2  ^  ( Л ) = 2  (г < ■ x i ~  x i ■ z i)'<
(4.22)

i—l i =1

Главный вектор равен геометрической сумме заданной системыП
сил, приложенных к телу P =  ^ dPl или в проекциях на оси пря-

i=i
моугольных координат:

п п п

Я ,  =  2 х с> ^ = 2 ^ ;  я ,  =  2 ^ -(=1 1=1 i=1

Величина главного вектора будет равна

R = V w x +  Wy +  W ,f

а его направляющие косинусы

Рх о Ду Дгcos а =  ; cos р =  — ; cos у =  —  ш

Главный момент пространственной системы сил относительно 
выбранного центра О равен геометрической сумме моментов всех 
сил данной системы относительно центра:

П
^ о = 2 ( ^ х л ) .

i=l

Левая часть последнего равенства может быть записана в виде
М0 =  Мх -1 + Му • / +  Мг ■ k,

где Мх, Му и Mz — проекции главного момента на оси координат — 
могут быть определены в соответствии с (4.22). Величина главного 
момента и его направляющие косинусы определяются из равенств:

М0 =  | / А Р  +  М * +  М * (4.23)

со за= = _ _ ; созр =  ж ; со5т =  ж .
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Условия равновесия системы сил, произвольно расположенных 
в пространстве. Для равновесия системы сил, как угодно располо
женных в пространстве, необходимо и достаточно, чтобы

r  =  У Ж + щ + ^ i=0;
м 0 =  У  Ml  +  М) +  М\ '=  0.

Условия равновесия будут выполнены тогда, когда

=  0; ^  =  2 ^ ( Я / ) = 0; '

=  =  0; ^  =  2 ^ ( Л )  =  0;

Яг =  2  Д, =  0; Мг =  S  (ЯД =  0. .

(4.24)

Вывод .  Для равновесия системы сил, как угодно расположен
ных в пространстве, необходимо и достаточно соблюдение шести 
независимых уравнений (4.24). Полученные уравнения называются 
уравнениями равновесия произвольной пространственной системы 
сил, приложенных к одному и тому же телу.

В частном случае, когда линии действия сил параллельны, на
пример координатной оси г, из полученной системы уравнений равно
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весия могут быть отброшены три уравнения, обращающиеся в 
тождество, а именно:

п п п

i—l 1=1 i=1

Условия равновесия для пространственной системы п сил, па
раллельных оси z, будут

п п п

2 z / = ° ;  2 'М ^ )  =  о. (4.25)
»=i i=I (=i

Пример. Крышка однородного люка постоянной толщины (рис. 4.7) под
держивается с помощью упорно-опорного подшипника А, опорного подшипни
ка В и троса СВ. Вес крышки Q приложен в центре крышки A BCD. Определить 
при заданных размерах опорные реакции в точках А, В и натяжение троса Т.

Р е ш е н и е .  Объект, равновесие которого мы рассматриваем,— крышка люка.
Пользуясь принципом освобождаемости, Прикладываем к телу силы, рав

ные реакциям связей. В точках А и В направление реакции мы не знаем, по
этому определяем их проекции на оси прямоугольной системы координат.

53



В упорно-опорном подшипнике их три: Х м  КД( ZAi опорном подшипнике две: 
Ув  и Zg, Реакция троса Т направлена по тросу.

Итак, на крышку действуют: известная сила тяжести крышки Q и шесть 
неизвестных сил (реакций); задача статически определимая.

Составляем уравнения равновесия:

1. ^ Xi = Х А + Т cos а • sin р = 0 ;  4. '2itttx ( P t) =  — Q y  + Ts\m-a=Q\

2. 2  Yi = Y a + Y b -  T cos я • cos P =  0; 5 . ( Л )  =  Q -^-  — Z y b  =  0;

3. 2  =  Z A +  ZB +  T sina ~  Q  =  0; 6 ‘ =  YAb— Tcos asinp-a=0.

При составлении уравнений моментов мы пользовались теоремой Вариньона: 
момент равнодействующей силы Т относительно оси равен сумме моментов со
ставляющих этой силы относительно той же оси.

Из полученной системы уравнений определяем:

из 1 -го Х А = — Т cos a • sin р = — -у- ctg a • sin P; 

из 6-го Y  A — T -^-cosa.sin P =  -y -  ctg a-sin P;

из 2-ro Yg -  f c o s a - c o s  P— Y a  =  ~  ctg a ^ cosp ----- у  sin P j ;

из 5-ro Z A = ---- у  ;

из 3-ro ZB =  Q — Z A — T sin a =  (3 — 2) =  Q.

§ 17. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ СИЛЫ. ЦЕНТР ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ СИЛ

Совокупность сил, линии действия которых параллельны, на
зываются пространственной или плоской системой параллельных 
сил.

Параллельные силы складываются алгебраически. Для опреде
ления точки приложения равнодействующей можно сложение сил 
производить последовательно.

Ц е н т р о м  п а р а л л е л ь н ы х  с и л  называется точка на пря
мой действия равнодействующей системы параллельных сил, во
круг которой поворачивается эта прямая, если все параллельные 
силы поворачиваются вокруг точек их приложения, оставаясь 
параллельными между собой.

Покажем, что такая точка существует, и определим ее поло
жение в пространстве (рис. 4.8).

Пусть, на_пример, линии действия всех сил_ параллельны оси г, 
т. е. Pi = Pi-k. Тогда главный вектор будет i? = 2 P i=  (2Л)&. Вы
бираем центр приведения в точке О.

Главный момент системы параллельных сил относительно цент
ра приведения О равен

=  (Pi) =  2  г, X Р, =  S  г-, X Pfi =  2  7tPi X k.
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Выберем другой центр приведения— точку С, но так, чтобы 
главный момент относительно этого нового центра был равен нулю. 
Обозначим ОС = гс, тогда СО = —гс.

Имеем в соответствии с (4.8)
M c =  M0 + C O X R  =  M0 + ( ~ r e) X R

=  2  rip i X  k — гс X  2  p ik•
/»1

Учитывая, что орт k = const, получаем

Д :  =  ( 2 ^ - ' с2 ^ ) х £.
V=1 1=1 1

Главный момент Мс обращается в нуль, когда
П П

2  p f i —^  2  p t = °-

Откуда
tel i—1

tel
п

2 Pit=i

(4.26)
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Таким образом, система параллельных сил приводится к рав
нодействующей, приложенной_в точке С, положение которой опре
деляется радиусом-вектором гс. Как_следует из формулы (4.26), 
радиус-вектор гс не зависит от орта /г, т. е. если все параллельные 
силы, не изменяя их величин и точек приложения, одновременно 
повернуть на один и тот же угол, положение точки С не изменится. 
Точка С называется ц е н т р о м  п а р а л л е л ь н ы х  с ил.

Проектируя равенство (4.26) на оси прямоугольной системы 
координат, получаем:

х с

Ус

YiPlXi .
2 л  ’

2  Piyi .
2 л  ’

. 2  Pi*i
с~  2  Pi ' )

(4.27)

Ч а с т н ы й
сил

с л у ч а й .  При действии только двух параллельных

Гс
Ps  1 + Лг2 

Р\ + Pi

Обозначим 4 г  =  Х. Тогда п
-  Л +  Хг2 
Лс ~  1 + X (4.28)

Последнее равенство, как известно из математики (аналити
ческая геометрия на плоскости), является формулой для деления 
отрезка в заданном отношении.

Равнодействующая двух параллельных сил, направленных в 
одну сторону, приложена в точке С, делящей отрезок, соединяю
щий точки приложения сил, в отношении, обратно пропорцио
нальном величинам этих сил.

Если Р\ = Р2, т. е. Х=1, то

Г  __ Л + Гг 
> с 2 (4.29)

Полученные равенства справедливы как для случая, когда все 
параллельные силы направлены в одну сторону, т. е. имеют оди
наковый знак, так и тогда, когда силы направлены в противопо
ложные стороны, т. е. имеют_разные знаки. В случае когда зна
менатель обращается в нуль, гс =  оо.
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Г Л А В А  5

ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ ФИГУР

§ 18. ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ

Силой тяжести или весом тела называют силу, с которой тело 
притягивается к Земле. Мысленно разделим тело на ряд элемен
тарных тел, каждое весом AG,-. Все силы тяжести направлены к 
центру Земли. С достаточной сте
пенью точности, учитывая весьма 
большую величину радиуса Зем
ли и очень малые относительные 
размеры тел, расположенных на 
ее поверхности, можно считать 
силы тяжести тел параллельны
ми * (рис. 5.1).

Радиус-вектор центра С па
раллельных сил (рис. 4.8) тяже
сти определяется в соответствии 
с формулой (4.26)

I 2  АОЛ
2  до, (5.1)

где 2 AG i  =  G  — вес тела, а точка С — центр параллельных сил.
Центр параллельных сил, с которыми элементарные частицы 

тела притягиваются к Земле, называется ц е н т р о м  т я ж е с т и  
т е л а .

В соответствии с предыдущим координаты центра тяжести опре
деляются по формулам:

SAG/*/. .. 2Д0/.У; . _ 2  ДО,*,
с~  2  до, ’ 2  до, ’ 2  до,

(5.2)

Пример. На подводной лодке портовым краном перемещен груз весом G =  
=  300 кН из носа в корму на расстояние 50 м. Определить перемещение центра 
тяжести подводной лодки, считая ее водоизмещение Q равным 15000 кН.

* Если на поверхности Земли на расстоянии 1000 м по меридиану взять две 
точки, то угол между направлениями их сил тяжести равен 32".
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Р е ш е н и е .  Выбираем произвольную точку О, из которой проводим радиу
сы-векторы центров тяжести: груза Г\, подводной лодки без груза (весом
Q — G) г2 и центра тяжести подводной лодки с грузом гс. Определяем ра
диусы-векторы по формуле (5.1): 

до перемещения груза

-(1) _  G-r  1 +  (Q — G) г2 .
Гс ~  Q

после перемещения груза

-(2) _  G (л  +  /) +  (Q — G) г2 
с ~  Q

где I — вектор перемещения груза.
Определяем вектор Дг смещения центра тяжести подводной лодки при пе

ремещении груза G:

Д? — г*.2)

откуда следует, что перемещение центра тяжести при смещении груза происходит 
параллельно перемещению груза. Подставляя числовые значения величин, на
ходим

| Д г ЗС0-50
15000 ~  1 м '

Центр тяжести объема однородных тел. Принимая тело о д н о 
р о д н ым,  обозначим вес единицы объема материала, из которого 
оно выполнено, у. Тогда, обозначив объем элемента тела через ДКг-, 
имеем AGi = AViy. Подставляя значение AG* в (5.1) и сокращая 
на у, определим радиус-вектор центра тяжести тела

2Ж -  • (5.3)

Из формулы (5.3) следует, что положение центра тяжести одно
родного тела в пространстве зависит только от о б ъ е м о в  элемен
тов тела и их расположения в пространстве, т. е. от формы тела, 
поэтому ц е н т р  т я ж е с т и  о д н о р о д н о г о  т е л а  называется 
ц е н т р о м  т я ж е с т и  о б ъ е м а .

Координаты центра тяжести объема

. _  5 Ж - * , . .. Е л у ,у ,  . _ . (5.4)

Пример. Подводная лодка водоизмещением <2=15 000 кН находится в над
водном положении. Положение ее центра тяжести известно. Принимаем его за 
начало координат. Ось х направляем горизонтально, ось г вертикально вниз. 
Для перехода ее в другое положение заполняют забортной водой носовую 
цистерну объемом 16; =  50 м3. Определить новые координаты центра тяжести 
подводной лодки, если координаты центра объема носовой цистерны д:^»=40 м; 
У'с* = 0  м и 2® =1,5 м, а вес единицы объема воды у=10,3 кН/м3.
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Р е ш е н и е .  Определяем координаты нового центра тяжести подводной лод
ки (5.4)

Р -О  +  Оцд:^ 10,3-50-40
Хс -  Q +  G„ ^  '<?'+ 7РЦ =  15000 +  1 0 , 3 - 5 0 ^  1,3 М’ 

где вес цистерны С?ц=уУ ц

10,3-50-1,5
Ус -  0; zf- Q + = itooo + 10,3-50 ^ ° ' 12 м-

Центр тяжести площади. Рассмотрим однородное тело — пла
стинку постоянной толщины, равной h. Мысленно разделим пла
стинку на п элементарных призм, каждая высотой h и площадью 
основания AFi. Тогда

П  П

AVt =  h- AFt; V = ^ l AVl = = h ^ l AFl =  hF.
i = 1 1=1

Подставляя значение AVi в формулу (5.3), определяем 
-  _  S  bvj?i _  h S  AFjTj

После сокращения радиус-вектор центра тяжести однородного 
тела — пластинки постоянной толщины будет

-  _  2 гг-ДТг
с “  2 д/;,

(5.5)

Из формулы (5.5) следует, что положение центра тяжести 
о д н о р о д н о г о  т е л а  п о с т о я н н о й  т о л щ и н ы  в простран
стве зависит только от площадей элементов тела и расположения 
этих элементов в пространстве и не зависит от толщины и мате
риала тела. Ц е н т р  т я ж е с т и  о д н о р о д н о г о  т е л а  п о 
с т о я н н о й  т о л щ и н ы  называется ц е н т р о м  т я ж е с т и  п л о 
щ а д и  (рис. 5.4).

Координаты центра тяжести площади:

. .. _ _  2 ^ 4 5 /
с ~  2 д/т ’ ’ с~  2 д/«

(5.6)

Пусть тонкая однородная пластинка постоянной толщины рас
положена, например, в плоскости Oyz. Тогда координаты ц е н т р а  
т я ж е с т и  п л о щ а д и  ф и г у р ы  будут

_  2  y№i  .
Ус 2  ’
___2  ZibFl
с 2  А/-,- •
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Оси прямоугольной системы координат, начало которых совпа
дает с центром тяжести фигуры, называют ц е н т р а л ь н ы м и  
о с я м и .

Суммы произведений вида

=  (57)
1=1 ‘=1

называются статическими моментами площади относительно соот
ветствующих осей у и г.

Статическим моментом площади относительно оси, лежащей в 
плоскости сечения, называется сумма произведений из элементар
ных площадок на расстояния от центра тяжести этих площадок 
до оси.

С учетом (5.7)

f ; (5.8)

Размерность статического момента— (длина)3. Статический мо
мент может быть положительным или отрицательным. Если же 
площадки взять бесконечно малыми, а число их бесконечно боль
шим и перейти к пределу, тогда:

П
S y =  lim 2  z i • AFi =  J zdF>

)
5, =  И т 2 ^ - ^ / = [  ydF.Л-> o© ;—i h0 _

(5.9)

Для центральных осей ye = 0 и zc = 0. Тогда из (5.8) следует, 
что 5Z =  0 и 5У =  0, т. е. от н о с и т е л ь и о ц е н т р а л ь н ы х  о с е й  
с т а т и ч е с к и е  м о м е н т ы  р а в н ы  н у л ю.

Если однородное тело или фигура имеет одну ось симметрии, 
центр тяжести лежит на этой оси, если их будет две — центр тя
жести находится в точке их пересечения.

Пример. Определить координаты центра тяжести плоской фигуры, состоящей 
из швеллера № 16 (ГОСТ 8240—56) и листа сечением 240X16 мм (/7i =  38,4 см2) 
(рис. 5.2).

Р е ш е н и е .  Вычерчиваем фигуру в удобном масштабе (например, 1:2,  
1 :4 и т. д ) .  Размеры швеллера, его площадь сечения выписываем из табл. ГОСТ 
8240—56 (F2=18,1 см2; у2= 1,8 см).

Выбираем начальные оси прямоугольной системы координат у н, z„ (рис. 5.2).
Проводим центральные оси каждой фигуры параллельно начальным и обо

значаем их начало буквами сь с2 и т. д.
Используя (5.6), определяем:

1 4- ZiF2
Ъ +^2 =  3,62 см;

.. _  y\F\  +  У 2^2
>с~ rl + Fa 8,75 см.
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Наносим положение центра тяжести всей фигуры на чертеже и проводим 
центральные оси параллельно начальным.

Если фигура делится на большое количество простейших, тогда для вычис
ления координат центра тяжести фигуры целесообразно использовать таб
лицу.

Использованный метод определения центра тяжести носит на
звание м е т о д а  г р у п п и р о в к и  п л о щ а д е й .  В случае если есть

вырезы (отверстия), при использовании метода группировки пло
щадей площадь каждого выреза берется с отрицательным 
знаком.

Кроме упомянутого метода в некоторых случаях можно ис
пользовать метод н е п о с р е д с т в е н н о г о  и н т е г р и р о в а 
ния .

Пример. Определить координату у е центра тяжести треугольника АОВ с ос
нованием АВ = Ь (рис. 5.3) и высотой Л .

Р е ш е н и е .  Принимаем вершину треугольника за начало координат, ось г 
проводим параллельно основанию, ось у вертикально вниз. В соответствии 
с формулами (5.8) и (5.9)

Ус =
\ y d F  

F ’ (*)

где dF<=bydy — площадь элементарной площадки, находящейся на расстоянии у 
от оси г.

Ьу
Находим из подобия треугольников, что - у у , откуда Ьу

У
Л
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Подставив в формулу (*) значение получим

Jc

О г-

В ы в о д .  Центр тяжести треугольника располагается на расстоянии 1/3 вы
соты, отсчитываемой от основания.

Центр тяжести материальной линии. Рассмотрим пространст
венную материальную линию (например, однородную проволоку 
с постоянной малой площадью поперечного сечения). В общем 
случае форма материальной линии может быть любой.

Осевой мы будем называть линию, проходящую через центры 
тяжести сечений. Обозначим / =  2А/г длину осевой линии. Тогда

AVi — FAli и гс — S  АУ\п _  S  rjMi
2  AVi S  Alt l

Координаты центра тяжести тела в виде материальной линии:
. .. S  XjMj . _  IZytAli . „ 'SjZjAlt

S i / l  ’ Ус 2 All ’ '  2  Л/,
(5.10)

где AU — элементарная длина осевой линии.
Координаты центра тяжести тела в виде однородной проволоки 

постоянного сечения зависят только от длин отдельных элементов
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и распределения этих длин в пространстве, т. е. от формы осевой 
линии проволоки. Центр тяжести проволоки называется центром 
тяжести материальной линии.

§ 19. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ ФИГУР.
ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассмотрим геометрические характеристики плоских фигур. 
Проведем (рис. 5.4) прямоугольную систему координат Oxyz с на
чалом в произвольной точке О плоскости. Ось х направим перпен

дикулярно плоской фигуре (на рис. 5.4 к читателю), а оси у и г — 
в плоскости чертежа так, чтобы система координат Oxyz была пра
вой. Выделяем элементарную площадку dF, координаты которой у 
и z.

К геометрическим характеристикам плоской фигуры кроме ее 
площади относятся:

1) Статический момент. Как было указано выше, интегралы 
вида

S ,  =  l z d F \  S2 — j  ydF
y  F F

называются статическими моментами плоской фигуры относитель
но осей у и z  соответственно. Понятие о статическом моменте уже 
было использовано при определении центра тяжести фигуры. На
помним, что статический момент площади может быть как поло
жительным, так и отрицательным. Относительно центральных осей 
статические моменты равны нулю, т. е. 5 ^  =  0; Sz = 0 .

63



(5.11)

2) Моменты инерции. Интегралы вида

/ у — j z2dF; Iz = | y 2dF
F F

называются о с е в ы м и  ( э к в а т о р и а л ь н ы м и )  моментами 
инерции плоской фигуры.

Осевым моментом инерции плоской фигуры называется вели
чина, равная пределу, распространенному на всю площадь пло
ской фигуры, суммы произведений из элементарных площадок на 
квадраты их расстояний от некоторой оси, лежащей в плоскости 
фигуры. С осевыми моментами инерции мы встретимся при изуче
нии изгиба, сложного сопротивления и т. п.

Интеграл вида

/ p =  J PW  (5.12)
F

называется п о л я р н ы м  м о м е н т о м  и н е р ц и и  п л о с к о й  
фиг у р ы.

Полярным моментом инерции плоской фигуры называется ве
личина, равная пределу, распространенному на всю площадь пло
ской фигуры, суммы произведений из элементарных площадок на 
квадраты их расстояний от некоторой точки (полюса), лежащей 
в плоскости фигуры.

С полярным моментом инерции мы встретимся при изучении 
кручения.

Из рис. 5.4 следует, что рг= 22-}-*/2. Подставляя значение р2 в 
формулу (5.12), получим

/ р =  l ( z *  +  y * )d F  =  j z W +  \ y 2d F
F F F

ИЛИ

Ip =  Iy + Iz. (5.13)

Следовательно, п о л я р н ы й  м о м е н т  и н е р ц и и  п л о с к о й  
ф и г у р ы  р а в е н  с у м м е  о с е в ы х  м о м е н т о в  инерции отно
сительно ортогональных осей, проходящих через полюс.

Интеграл вида

Jyz =  l y z d F  (5.14)
F

называется ц е н т р о б е ж н ы м  м о м е н т о м  и н е р ц и и  п л о 
с к о й  фиг у р ы.

Центробежным моментом инерции плоской фигуры называется 
величина, равная пределу, распространенному на всю площадь 
плоской фигуры, суммы произведений элементарных площадок на 
произведение их координат относительно ортогональных осей, ле-
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жащих в плоскости фигуры. С центробежным моментом инерции 
мы встретимся при изучении изгиба.

Моменты инерции плоских фигур имеют размерность— (дли
на) 4. Осевые и полярный моменты инерции всегда положительны. 
Центробежный момент инерции будет положительным, когда ко
ординаты у и z  имеют одинаковые знаки, и отрицательным, когда 
у и г имеют противоположные знаки. Центробежный момент инер
ции равен нулю тогда, когда хотя бы одна из осей будет осью 
симметрии, что следует из (5.14).

3) Радиус инерции. Радиусом инерции называется такое рас
стояние от оси до некоторой точки, лежащей в плоскости фигуры, 
произведение квадрата которого на площадь поперечного сечения 
равно осевому моменту инерции фигуры относительно той же оси,

откуда

/2 /Г /у Г V (5.15)

М
'*'

V
11

l-^h1!•*«й (5.16)

где iz и iy — радиусы инерции относительно осей z и у соответст
венно. Радиус инерции имеет размерность длины.

4) Моменты сопротивления. Пусть оси у я z центральные. О с е 
вы м м о м е н т о м  с о п р о т и в л е н и я  называется отношение 
осевого момента инерции фигуры относительно центральной оси 
(у или z) к расстоянию от соответствующей оси до наиболее от
даленной от нее точки сечения:

W,
У п

(5.17)

где Wz и Wy — моменты сопротивления относительно осей z  и у 
соответственно.

Размерность моментов сопротивления — (длина) 3.
По аналогии с осевым, полярным моментом сопротивления на

зывается отношение вида

(5.18)

где ршах— расстояние от центра тяжести до наиболее удаленной 
точки сечения.

§ 20. ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ СТАТИЧЕСКИМИ МОМЕНТАМИ 
И МОМЕНТАМИ ИНЕРЦИИ ОТНОСИТЕЛЬНО ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ОСЕЙ

Допустим, что статические моменты Sy и Sz, а также моменты 
инерции 1У и 1г плоской фигуры относительно осей координат у 
и z  известны. Требуется определить моменты инерции относитель*
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но осей координат г/i и г,, параллельных исходным осям у и г. Из 
чертежа (рис. 5.5) следует, что

У1 =У + а; zt= z + d.
Подставляя значения координат у\ и Z\ в соответствующие ин

тегралы, получаем:
1. С т а т и ч е с к и е  м о м е н т ы

Sti =  l y i dF =  \ { y  + a) dF — J  ydF + a \  dF.
F F F F

Следовательно,
S zt =  +  ClF- |

Соответственно I

2. М о м е н т ы  и н е р ц и и :

Izi = \ y \ dF=  J (У +  a)2d F =  \ y 2d F +  2a f ydF +  a*F;
F F p £

7y, — I  z \d F  — J (z +  b)2 dF =  j  z 4 F  -f 2b f zdF  -f b2F.
F F p p

Используя ранее введенные обозначения (5 9) 
записать ' ‘ ' и (5.11), можно

= 'г +  2аSz -|- a2F. (О.IV)
Аналогично определяем, что

7у, — 1у +  W  (5.20)
Если точка О — начало осей координат O y z ~  выбрана в центов 

тяжести сечения, тогда оси г и //-центральны е й Г о  ? - п  
Уравнения (5.19) и (5.20) будут иметь вид: У'~°' 5 *“ °-

Izi= , lz + ^F; = Iy +  b2F.
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Из уравнений (5.21) следует, что всегда /у > / у и /  > / 2. Ана
логично решается вопрос об изменении центробежного момента 
инерции для случая, когда начальные оси Oyz центральные

/ , Л =  f (У + a)(z  + b)dF =  Iy,  + a-b-F.  (5.22)
F

Из полученного равенства (5.22) следует, что при параллель
ном переносе только одной оси (например, с =  0) центробежный 
момент инерции не изменяется.

§ 21. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ НЕКОТОРЫХ ФИГУР

А. Моменты инерции и моменты сопротивления 
прямоугольника

В прямоугольнике размером b x h  (рис. 5.6) выделим на рас
стоянии у от оси г элементарную площадку шириной Ь, высо-

ь

0

*1

г

dFj^bdy
V77777777777

■ $|
,

У
Рис. 5.6.

той dy и площадью dF = b-dy. После подстановки значения dFt 
в равенство (5.11) получаем, что

А/2 А/2 А/2

4  =  j  f d F  =  j  f b d y  =  2 b j  yUy  =  2b ^ -  .
F  -A/2 0 )

После подстановки пределов осевой момент инерции /2 будет

Очевидно, что

Т ___ Ь№

J z  — 12

7 h b 3

12

(5.23)
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Момент инерции прямоугольника относительно оснований мож
но определить из уравнения (5.21)

■гч h  + F = bh3 h4h
12

bh3 
3 (5.24)

Полярный момент инерции прямоугольника

h ~ 1 y  +
hb3 
12

bh3 
12

^2 (№■ +  b2), (5.25)

где bh — F — площадь прямоугольника.
Момент сопротивления Wz прямоугольника по определению

Wz =  ——  =  - ~ .  Подставляя из (5.23) значение /г, получим
Утях п 1*■

Соответственно

W,

W„ =

bh?
6

hb2 
6

(5.26)

Б. Моменты инерции и моменты сопротивления треугольника
Учтем, что центр тяжести треугольника лежит от основания 

на расстоянии, равном 1/3 его высоты (рис. 5.7). Выбираем на

чало координат (точку О) в вершине треугольника. Величина 
элементарной площадки, лежащей на расстоянии у от оси z, рав
на dF — ■ bdy . Таким образом,

/ Z„
h
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Моменты инерции относительно центральной оси z (на 
рис. 5.7 обозначена гс) и относительно основания Z\ определяются 
по уравнениям:

bh3
4

bh3 . 
36 ’

bh3 bh3
36 +  18

bh?-
12 *

Следовательно,

Ч  4 ’ *г
bh3 . j 
36 ’

bh3
12 •

(.5.27)

Моменты сопротивления (учитывая, ЧТО Утах==_з '^  И у(та3 

=  будут равны

VF<°>:
Х Л

bh.2 
24 •

Соответственно Ц7w = у(°)-Тща* 12 •

(5.28)

В. Моменты инерции и моменты сопротивления 
кольца и круга

Рассмотрим кольцо с наружным радиусом г и внутренним г0 
и вычислим его полярный момент инерции, т. е. интеграл вида

/ р=  j fdF .  Для этого выделим элементарную площадку в форме
F

тонкого кольца (рис. 5.8) шириной dp и площадью dF—2-крйр.
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Подставляя значение dF в (5.12), определяем, что

с £ тг (г4 — /"о)
/ р =  J ?2dF =  j p22itprfp =  —^-4----- • (5.29)

Полярный момент инерции можно записать и в другом виде, а 
именно:

/  =  — I 11Р 2 ^ - ( 1 - « 4), (5-30)

гдеа =  -^- — отношение внутреннего радиуса к наружному. При 
г0= 0  а = 0 и тогда

<5 -3 »

По л я р н ый  мо ме н т  с о п р о т и в л е н и я  для кольца

* У “  ■Т " != Т Г  о  - -4) =- ■т г  '*)■ <5-32)

Соответственно для сплошного круга (отверстие отсутствует)
1СГ3 iud3

~ w - (5.33)

На флоте используются технические средства, которые имеют 
сечение в виде тонкого кольца толщиной 8. Тогда полярный мо
мент инерции и полярный момент сопротивления такой фигуры 
приближенно будут равны, принимая p ~ rcp =  const и Р = 2ъгсрЬ.

ср .dF = r2Fср :2*гЗр8
*^Р8

Wn А  =  2-г??)
Г ср

(5.34)

На практике часто принимают, что гср — г и F — 2-кгЬ, где г на
ружный радиус кольца.

Зная, что полярный момент инерции связан с осевыми зави
симостью (5.13), определяем осевые (экваториальные) моменты 
инерции кольца.

V =  К =  Ц г  =  - т 1 ( :1 -  «  = Ж  ( :1 “ а4)- (5-35)

Соответственно для тонкого кольца

« О
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(5.37)

Осевые моменты сопротивления кольца

и для тонкого кольца

W y= W '  =  *rleb = = ^ f l . (5.38)

Радиусы инерции кольца: 
полярный

i  = ] /  /р =  1 /  «Г* 0-е1) =  у  1 +«2 ; 
1р \  F \ 2ъг2 (1 — а2) Г \ 2 (5.39)

соответственно осевые

^ = * « = т - ^ 1+ ва- (5.40)

При а = 0

1 =  _1_- ; _/ __Л
р К2” ’ у г 2 '

(5.41)

Г. Моменты инерции и моменты сопротивления плоских 
фигур сложной формы

Используя известное положение математики, можно записать, 
что

1г =* J  f d F  =  f f d F  -f- J f d F  +  ... +  J y2dF,
F F, F, Fn

где F\, F2, . . . .  Fn — площади отдельных фигур, на которые может 
быть мысленно разделена сложная фигура. Таким образом,

4  =  ^ I) +  ^ 2) +  ... +  / f
Аналогично / у =  +  ... +  / (уя)

Так, для фигуры, представленной на рис. 5.2, можно записать, 
что ее момент инерции относительно оси уи

1у) н =  - ^ -  +  =  "24;12 -  +  0,82-24-1,6 =  32,8 см1;
№  =  /  +  a\F2 =» 747 +  9,62 • 18,1 =  1417 см1,

где /уа==747 см1 и /72= 1 8 ,1  см2 взяты из ГОСТ.
Следовательно, L  — / (1) +  /(2> =  32,8 +  1417 да 1450 см1.'н ун

(5.42)
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§ 22. ИЗМЕНЕНИЕ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ ПРИ ПОВОРОТЕ 
КООРДИНАТНЫХ ОСЕЙ НА УГОЛ а

В рассматриваемом случае (рис. 5.9) положение начала коор
динат не изменяется; имеет место поворот координатных осей на 
угол а, отсчитываемый от оси у, против хода часовой стрелки (по
ложительное направление).

Пусть дана фигура, моменты инерции которой относительно 
осей г и у известны. Как изменяются моменты инерции, если оси 
будут повернуты на угол а (рис. 5.9). Заданы:

1г = | y 4 F\ /, =  J z2dF\ /уг =  f yzdF.
F F F

Определить:

=  J y \ d F ’ J y = l * \ d F \  I  =  j  y xz xd F .
F F F

Координаты площадки d F  в новой системе O y \Z \  выражаются 
через старые координаты уравнениями (рис. 5.9):

Ух =  у  COS a - f  Z  s i n  а; \

Z x ^ z c o s a  —  у  s in  я . j ( 5 .4 3 )

Подставляя значения новых координат из (5.43) в уравнения, 
определяющие Iz , 1у , получим *

y \ d F  —  j  ( у  c o s  а  +  z s m a ) 2 d F  =
F F

=  c o s 2 a  j  y 2d F  +  s in  2 a  j  y z d F  - f  s i n 2 a  f z 2d Fr? E- iL
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или
IZi =  Iz COS2 a +  1уг sin 2a -f Iy sin2 a. (5.44)

Соответственно можно показать, что

== / г sin2 a — Iyz sin 2a +  Iy cos2 a; (5.45)

1уЛ =  !yz cos 2a -  - Ц ~ 7>' sin 2a. (5.46)

Из равенств (5.44) и (5.45) с учетом (5.13) следует

/yl +  / *,==/y +  / * =  / P =  const. (5.47)

§ 23. ГЛАВНЫЕ ЦЕНТРАЛЬНЫЕ ОСИ ИНЕРЦИИ

Проследим, как изменяется центробежный момент инерции при 
повороте осей. Допустим, оси поворачиваются на угол p =  a - f ~ .  
Тогда из уравнения (5.46)

;Узг3 =  lvz COS 2 (<* +  Sin 2 (« +  - j )

ИЛИ

7уЛ =  cos 2a -  - Ц -^ s in  2a =  -  / ул . (5.48)

Из уравнения (5.48) видно, что при повороте осей Oy\Z\ на 
угол 90° против хода часовой стрелки центробежный момент инер
ции изменяет свой знак. Следовательно, при каком-то угле ао 
центробежный момент инерции обращается в нуль.

Г л а в н ы м и  ц е н т р а л ь н ы м и  о с я м и  и н е р ц и и  п л о 
с к о й  ф и г у р ы  н а з ы в а ю т с я  оси,  п р о х о д я щ и е  ч е р е з  
ц е н т р  т я ж е с т и  и р а с п о л о ж е н н ы е  в п л о с к о с т и  фи
г уры,  ц е н т р о б е ж н ы й  м о м е н т  и н е р ц и и  о т н о с и т е л ь 
но к о т о р ы х  р а в е н  н у л ю.

Из определения главных центральных осей инерции следует, 
что

1„ — 1г
О =  1уг COS 2a0 -|------ -̂---sin 2a0-

Откуда

tg2a0 =  y ^ - .  (5.49)‘г ‘у

Можно доказать, что, хотя сумма осевых моментов инерции от
носительно любых взаимно перпендикулярных центральных
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осей является величиной постоянной, но относительно главных 
осей один из моментов инерции будет иметь максимальное зна
чение, а другой — минимальное. При подстановке значения угла из 
уравнения (5.49) в (5.44) и (5.45) после преобразования полу
чаем

J  шах 
min

(5.50)
min

где знак « +  » относится к /тах, а знак «—» к / т1п.тах»



Г Л А В А  6

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ДЕФОРМИРУЕМЫХ ТЕЛАХ

§ 24. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ СТАТИКИ ДЕФОРМИРУЕМОГО ТЕЛА

При решении задач статики абсолютно твердого тела мы не 
рассматривали свойства материала, из которого выполнено тело. 
Однако в природе абсолютно твердых тел не существует. Детали 
всех механизмов, машин и приборов под действием внешних сил 
деформируются, т. е. изменяют размеры, а иногда и форму. Ха
рактер и величина деформаций связаны с действующими силами 
и со структурой (строением) материалов. В статике деформируе
мого тела изучается сопротивление тел действующим на них си
лам, что позволяет выбрать надежные размеры тел. Все тела 
можно разделить по форме на несколько групп, а именно:

а) С т е р ж н и .  Стержень — тело, форма которого может быть 
образована движением плоской неизменной или изменяющейся фи
гуры при условии, что центр тяжести ее остается на некоторой 
направляющей линии — кривой (кривой стержень) или прямой 
(прямой стержень), а плоскость фигуры нормальна к направляю
щей линии; при этом размеры фигуры невелики по сравнению с 
длиной стержня. Направляющая линия называется о с ь ю с т е р ж 
ня, а фигура, получающаяся в сечении, плоскостью, нормальной 
к оси, называется п о п е р е ч н ы м  с е ч е н и е м  с т е р ж н я .

Стержень, у которого поперечные сечения не очень малы по 
сравнению с длиной его оси, часто называют б р у с о м .

б) П л а с т и н ы  и о б о л о ч к и  — тела, у которых два размера 
значительно превышают третий (толщину). Если тело ограничено 
двумя параллельными плоскостями при малой толщине, оно назы
вается п л а с т и н о й ,  если двумя криволинейными поверхно
стями,— о б о л о ч к о й  (корпуса ракет, торпед и другой техники). 
Если толщина пластинки превосходит некоторый предел, она на
зывается п л и т о й .

в) Ма с с и в .  Тела, у которых все три размера имеют одинако
вый порядок.

В статике деформируемого тела обычно рассматриваются при
ближенные методы расчета на прочность, жесткость и устойчи
вость элементов механизмов и машин, имеющих в основном фор
му стержня.
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Деталь механизма или машины считается п р о ч н о й ,  если она 
в условиях эксплуатации способна сопротивляться действию на
грузок без разрушения в течение определенного времени.

Элемент механизма или машины считается достаточно ж е с т 
ким,  когда его деформации не превышают допускаемой величины. 
Жесткость тесно связана с понятием о деформациях.

Элемент механизма или машины считается у с т о й ч и в ы м ,  
когда под действием приложенных нагрузок он сохраняет свою 
первоначальную форму равновесия.

Понятие об устойчивости можно иллюстрировать примером 
сжатия тонкого стержня (например, линейки) осевыми силами. 
При достижении силы определенной величины линейка внезапно 
выпучивается в сторону-—происходит потеря устойчивости прямо
линейной формы, что может вызвать разрушение.

Под действием наружного давления оболочка (мина, корпус 
подводной лодки) может потерять свою первоначальную форму — 
происходит потеря устойчивости оболочки.

Сопротивление материалов действию динамических нагрузок 
(например, ударной) значительно слабее, чем статических. Рас
четы, связанные с динамическим характером нагрузки, будут ча
стично рассмотрены в динамике.

Основными задачами статики деформируемого тела являются:
— установление размеров и рациональной формы элементов 

механизмов машин и приборов, обеспечивающих их прочность, же
сткость, устойчивость при их наименьшем весе;

— определение допускаемых нагрузок и получающихся при 
этом деформаций при заданных размерах и форме элементов ма
шин.

Требования наибольшей необходимой долговечности и наимень
шей затраты материала противоречат друг другу. Статика упру
гого тела позволяет в известной мере сочетать эти два требования 
и установить оптимальные размеры, обеспечивающие требуемую 
долговечность детали без излишнего расходования материала.

§ 25. ОСНОВНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ, ПРИНИМАЕМЫЕ В СТАТИКЕ 
ДЕФОРМИРУЕМОГО ТЕЛА

При изучении статики деформируемого тела вводятся следую
щие основные допущения.

1- е д о п у щ е н и е  — о физической однородности и непрерывно
сти материала. Предполагается, что состав тела во всех точках 
его объема одинаков и материал полностью заполняет весь объем. 
Допущение вполне оправдано для таких материалов, как сталь, 
медь, чугун и другие, и условно для таких материалов, как бетон, 
древесина. Расчеты, основанные на допущении о сплошности 
и однородности строения, дают вполне удовлетворительные резуль
таты по сравнению с опытными.

2- е д о п у щ е н и е  — об изотропности и ортотропности материа
ла. Однородные материалы называются изотропными, если они
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имеют одинаковые физико-механические свойства во всех направ
лениях (например, сталь). Ортотропными материалами называют
ся такие, которые обладают однородностью, но имеют одинаковые 
механические свойства только для определенных направлений во
локон, расположенных параллельно какой-либо одной оси.

Анизотропными материалами называются такие, которые не об
ладают свойствами изотропности или ортотропности.

В дальнейшем при изучении напряженного состояния мы бу
дем полагать, что детали изготовлены из изотропного (сталь, медь 
и др.) или ортотропного материала (текстурованная электротехни
ческая сталь, кованая или штампованная сталь).

Под действием внешних сил изменяются размеры и форма 
тела. Этому изменению сопротивляются силы взаимодействия ме
жду частицами тела — силы упругости.

3- е д о п у щ е н и е  — об отсутствии начальных внутренних уси
лий в теле до приложения нагрузки. В действительности даже при 
отсутствии нагрузки имеются внутренние усилия (в стальных де
талях от неравномерного остывания, в бетоне —■ от затвердева
ния, в дереве от высыхания и т. д.), что вносит некоторую не
точность в расчет, так как неизвестны значения этих усилий

4- е д о п у щ е н и е  (принцип Сен-Венана) состоит в том, что 
в точках тела, достаточно удаленных от места приложения на
грузок, внутренние силы не зависят от характера приложения на
грузок. Это допущение, подтвержденное исследованиями методами 
теории упругости, позволяет значительно упростить расчеты, свя
занные с прочностью и деформациями тел. Так, если нагрузки 
распределены по некоторой небольшой площадке тела в крайнем 
торцевом его сечении, можно их для расчета заменить равнодей
ствующей — сосредоточенной силой и эта замена не влияет на рас
пределение внутренних усилий в расчетном сечении, расположен
ном на некотором удалении от торцевого.

5- е д о п у щ е н и е  — о независимости действия сил. Принцип 
независимости действия сил гласит: результат воздействия на тело 
системы сил равен сумме результатов воздействия каждой из 
прикладываемых к телу сил в любой последовательности. При
менение этого принципа возможно, если принять, что:

— перемещения точек тела, включая перемещения точек при
ложения нагрузок, малы по сравнению с размерами тела;

— между перемещениями точек тела в результате деформаций 
и приложенными нагрузками существует линейная зависимость.

6- е д о п у щ е н и е  — гипотеза плоских сечений. Плоские попе
речные сечения, проведенные в стержне до деформаций, остаются 
плоскими и после деформаций.

§ 26. КЛАССИФИКАЦИЯ ДЕФОРМАЦИЙ

Деформации бывают упругими и остаточными.
Деформации называются у п р у г и м и ,  если после снятия на

грузки (силы, пары сил) форма и размеры деталей полностью вос
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станавливаются. В том случае, когда после снятия нагрузки перво
начальная форма и размеры тела не восстанавливаются, деформа
ции называются о с т а т о ч н ы м и  или п л а с т и ч е с к и м и .

Таким образом, остаточной деформацией называется^часть де
формации, не исчезающая после устранения воздействий, вызвав
ших ее.

В дальнейшем будем полагать, что деформации малы и явля
ются упругими.

Выделим мысленно в теле элементарный параллелепипед. Под 
действием приложенных сил он изменит свою форму и размеры. 
Такую деформацию геометрически можно расчленить на л и н е й 
ную и у г л о в у ю.

Л и н е й н а я  д е ф о р м а ц и я  характеризует изменение ли
нейных размеров ребер кубика. У г л о в а я  д е ф о р м а ц и я  (угол 
сдвига) характеризует изменение первоначально прямого угла ме
жду гранями кубика.

Зная деформации отдельных элементов тела и условия его 
закрепления, можно определить новые координаты точек тела 
после деформации, т. е. определить их п е р е м е щ е н и я .  Как пра
вило, в машинах, приборах и механизмах эти перемещения дол
жны быть упругими и не должны превосходить определенных до
пускаемых величин. Это условие называется у с л о в и е м  ж е с т 
кости.

§ 27. МЕТОД СЕЧЕНИЙ

Под действием приложенных нагрузок тело изменяет свою фор
му и размеры до тех пор, пока внутренние силы — силы упруго
сти— не уравновесят приложенные — внешние нагрузки. Получен
ное состояние тела называется н а п р я ж е н н ы м  с о с т о я н и е м .

В дальнейшем в соответствии с гипотезой о сплошности ма
териала будем полагать внутренние силы непрерывно распределен
ными по сечению тела.

В случае если внутренние силы не могут уравновесить внеш
ние, тело разрушается.

Для определения внутренних сил, возникающих в произвольном 
сечении деформируемого тела, применяют м е т о д  с е ч е н и й .

Метод сечений дает возможность установить наличие и вели
чины внутренних сил в теле путем мысленного рассечения его 
плоскостью или поверхностью и позволяет в дальнейшем рассма
тривать внутренние силы как внешние по отношению к отсеченной 
части тела. Рассмотрим прямой брус (рис. 6.1), находящийся в 
равновесии под действием пространственной системы сил. Мыслен
но разрежем его в сечении а — а и отбросим левую часть /, заме
нив ее действие на правую внутренними силами. Внутренние силы 
могут быть приведены к главному вектору и главному моменту. 
За центр приведения обычно принимают центр тяжести сечения. 
При выбранной системе координат проекции главного вектора и 
главного момента внутренних сил будут (рис. 6.1):
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— п р о д о л ь н а я  с и л а  N, направленная вдоль оси бруса, 
совпадающей с осью х;

— п о п е р е ч н ы е  с и л ы  Qy и Qz, лежащие в плоскости сече
ния и направленные по соответствующим координатным осям г/и г;

— и з г и о а ю щ и е  м о 
м е н т ы  Му и Mz, моменты си
стемы сил, заменяющие в дан
ном поперечном сечении дейст
вие отброшенной части бруса 
на его оставшуюся часть, взя
тые относительно центральных 
осей у и z сечения бруса соот
ветственно;

— к р у т я щ и й  м о м е н т  
Мк — Мх, момент системы сил, 
заменяющий в данном попе
речном сечении действие от
брошенной части бруса на его 
оставшуюся часть, взятый от
носительно оси бруса.

Для определения шести не
известных используют шесть 
уравнений равновесия системы 
в пространстве. Продольную и

сил, произвольно расположенных 
поперечные силы, изгибающие и
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крутящий моменты часто называют внутренними усилиями или 
в н у т р е н н и м и  с и л о в ы м и  ф а к т о р а м и .

Если приложенные силы, включая реакции, лежат в одной пло
скости, например Оху, для уравновешивания отсеченной части 
необходимо приложить продольную силу N, поперечную Qy и изги
бающий момент Mn = Mz. Для определения N, Q, Мх используют 
три уравнения равновесия плоской системы сил.

В отдельных случаях (рис. 6.2) в поперечном сечении стержня 
могут возникнуть только:

— продольная сила N — растяжение или сжатие;
— поперечные силы Qy или Qz — сдвиг;
—■ крутящий момент МК = МХ — кручение;
— изгибающие моменты Му или Мг-— чистый изгиб.
Все перечисленные выше деформации являются п р о с т е й ш и 

ми. Наличие нескольких усилий в поперечном сечении, например 
изгибающих и крутящего моментов, приводит к сложным д е ф о р 
м а ц и я м  (сложное сопротивление).

§ 28. НАПРЯЖЕНИЕ

Для определения внутренних сил, действующих в различных 
точках выбранного сечения, необходимо знать закон распределе
ния их по сечению. Будем полагать, что этот закон выражается в 
виде непрерывной функции координат точек сечения. Выделим 
элементарную площадку AF, на которую приходится соответствую
щая внутренняя сила AR. Тогда вектор средней интенсивности вну
тренних сил, действующих на выделенную площадку, определяется 
равенством

—  Д R  / с  1 \
Р с р ’ д/г • (6-1)

Предел этого отношения при АЕ-Д) называется в е к т о р о м  
н а п р я ж е н и я  в д а н н о й  т о ч к е

р — lim
о bF • ( 6 .2 )

Напряжением в точке называется интенсивность внутренних 
сил, действующих на определенным образом ориентированную 
площадку, мысленно проведенную через данную точку тела. Напря
жение равно пределу отношения главного вектора внутренних сил, 
действующих на рассматриваемую площадку, к величине этой пло
щадки при стягивании ее контура в точку.

За единицу измерения напряжения принимают в системе СИ 
Н/м2 (кратные МН/м2 и т. д.); в системе МКХСС кгс/м2 (кратные 
кгс/см2, кгс/мм2 и т. д.).

Очевидно, что в зависимости от того, как проведено сечение, 
будут различными и напряжения в данной точке. Поэтому следует
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всегда указывать, в какой точке какого сечения действует данное 
напряжение.

Вектор полного напряжения может быть направлен под не
которым углом к выделенной площадке (рис. 6.3).

Внешней (внутренней) нормалью п называется нормаль к эле
ментарной площадке, взятой на поверхности тела или на сечении, 
направленная по отношению к рассматриваемой части тела во 
внешнюю (внутреннюю) сторону.

Составляющая полного напряжения, направленная по нормали 
к данной площадке, носит название н о р м а л ь н о г о  н а п р я ж е 
н и я  и обозначается о. При совпадении направления а с внешней 
нормалью нормальное напряжение берут со знаком « +  » (растя
жение), при совпадении с внутренней — со знаком «—» (сжатие). 
Составляющая полного напряжения, действующая в плоскости се
чения, называется к а с а т е л ь н ы м  н а п р я ж е н и е м  и обозна
чается т.

Из рис. 6.3 следует, что

а =  COS р; T =  /? s in P  И jO =  K a 2 +  T2, ( 6 .3 )

где р — угол между полным напряжением р и внешней нормалью 
к данной площадке.

Для определения касательного напряжения достаточно знать 
его составляющие по двум осям координат (рис. 6.3), лежащим в 
плоскости площадки. Если на площадке ДF касательное напряже
ние отсутствует (т =  0), тогда р = а. Такая площадка называется 
г л а в н о й  п л о щ а д к о й ,  а напряжение г л а в н ы м  н а п р я 
ж е н и е м .

Вырежем мысленно вокруг точки А элементарный кубик со сто
ронами dx = dy = dz (рис. 6.4). По его граням в общем случае будут
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действовать и нормальные и касательные напряжения. Нормаль
ное напряжение обозначим а с индексом координатной оси, кото
рой параллельно данное нормальное напряжение. Касательные на
пряжения обозначим 1 с двумя индексами. Первый индекс пока
зывает, какой координатной оси перпендикулярна рассматривае
мая площадка, а второй — какой координатной оси параллельно

данное касательное напряжение. 
Так, тху — касательное напряжение, 
действующее на площадке, перпен
дикулярной оси х, и направленное 
параллельно оси у.

Совокупность напряжений, дейст
вующих по граням бесконечно ма
лого кубика, окружающего точку 
А, характеризует напряженное со
стояние ,в д а н н о й  т о ч к е .  Мож
но выбрать такое положение ку
бика, при котором по его граням 
будут действовать т о л ь к о  одни 
н о р м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я ,  
которые в этом случае будут г л а в -  
а площадки — г л а в н ы м и  п л о 

щ а д к а м и .  Главные напряжения обозначаются с учетом знака: 
наибольшее аь среднее а2 и наименьшее а3 (рис. 6.5).

Если 01 ф 0, а2 ф 0, а3 =£0, напряженное состояние называется 
о б ъ е м н ы м  либо т р е х о с н ы м .  Если одно из главных напря
жений равно нулю, напряженное состояние называется п л о с к и м  
либо д в у х о с н ы м .  Если два главных напряжения равны нулю, 
а третье отлично от нуля, напряженное состояние называется л и- 
н е й н ы м  либо о д н о о с н ы м .

н ы м и  н а п р я ж е н и я м и ,



Г Л А В А  7

ВНУТРЕННИЕ УСИЛИЯ (СИЛОВЫЕ ФАКТОРЫ)
В СЕЧЕНИЯХ ПРЯМОГО СТЕРЖНЯ (БРУСА)

ПРИ ПРОСТЕЙШИХ ДЕФОРМАЦИЯХ

Остановимся на вопросе определения внутренних усилий (си
ловых факторов) при простейших деформациях, используя метод 
сечений.

§ 29. ОСЕВОЕ РАСТЯЖЕНИЕ (СЖАТИЕ)

Осевым растяжением (сжатием) стержня называется такое на
пряженное состояние, при котором в его поперечных сечениях дей
ствуют только нормальные внутренние силы, равнодействующая 
которых в каждом сечении направлена вдоль оси стержня по 
внешней (растяжение) или по внутренней (сжатие) нормали к се
чению.

Равнодействующая всех внутренних сил в данном сечении на
зывается продольной силой N. Рассмотрим последовательность 
определения продольных сил, действующих в сечениях стержня, на 
примере.

Пример. Определить, пренебрегая собственным весом, продольную силу, дей
ствующую в сечениях ступенчатого стержня, и построить график изменения ее 
вдоль оси стержня (эпюра продольных сил) (рис. 7.1).

Р е ш е н и е .  Устанавливаем, что количество участков, для которых требуется 
определить продольную силу, равно трем.

Проводим ось Ох, направляя ее по линии действия заданных сил.
Определяем методом сечений продольную силу на первом участке длиной 1\. 

Для этого мысленно рассекаем стержень сечением 1—/, отбрасываем нижнюю 
часть, заменяя ее действие на верхнюю силой N ь которую рекомендуется всегда 
направлять по внешней нормали к сечению (рис. 7.1, а). Это соответствует допу
щению, что стержень растянут. Условие равновесия отсеченной части будет

2  Xi = Л  +  N: = 0 , откуда ЛГ1 =  —Я, =  —30 кН .

Отрицательный знак указывает, что на первом участке стержень сжат. _
Вычисляем аналогично продольные силы: Л/г на участке /2 (рис. 7.1,6) и N3 

на участке k  (рис. 7.1, в) из уравнений:

^  Xi  =  Pi  — Р 2 +  Л/2 =  0, откуда Л/г =  Р 2 — Л  =  100 — 30 =  70 кН
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(растяжение);
~y 'X i — Р^—Рч +  Рг +  А/3—0, откуда М3 =  Р 2—А  — А  =  1С0 —30—150=—80 кН

(сжатие).
График изменения продольной силы вдоль стержня, который называется 

э п ю р о й  п р о д о л ь н ы х  сил,  представлен на рис. 7.1, г. Штриховка, указы
вающая значение N в каждом сечении, должна _ быть перпендикулярной оси 
стержня. Из эпюры следует, что первый и третий участки сжаты (знак «—»), 
а второй (средний) растянут (знак « +  »).

30 нН

80 мН
г

Наибольшие значения продольных сил: положительной (растяжение) W2 =  
=  70 кН и отрицательной (сжатие) Л'3 =  80 кН. Из рассмотренного примера сле
дует, что в е л и ч и н а  п р о д о л ь н о й  с и л ы  в л ю б о м  п о п е р е ч н о м  с е 
ч е н и и  с т е р ж н я  р а в н а  а л г е б р а и ч е с к о й  с у м м е  п р о е к ц и й  на  
о с ь  с т е р ж н я  в с е х  в н е ш н и х  сил,  д е й с т в у ю щ и х  на с т е р ж е н ь  
по о д н у  с т о р о н у  от  р а с с м а т р и в а е м о г о  с е ч е н и я .

Пользуясь этим определением, для вычисления N  можно не изображать 
отсеченную часть и не составлять для нее уравнения равновесия.

§ 30. КРУЧЕНИЕ

Чистым кручением стержня (или кручением) называется такое 
состояние стержня, при котором в его поперечных сечениях име
ются только внутренние касательные силы, причем в каждом се
чении главный их вектор равен нулю, а главный момент равен 
крутящему. Чистое кручение, например, может быть осуществлено 
приложением к концам прямого стержня пар сил, лежащих в пло
скостях, перпендикулярных оси стержня. Моменты этих пар будем 
обозначать Мв и называть в р а щ а ю щ и м и  м о м е н т а м и .

Чистое кручение на практике встречается редко. Обычно вра
щающий момент передается на вал в местах посадки шкивов, зуб
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чатых колес и т. д. Вращающий момент создается либо за счет 
разности натяжений ветвей ременной передачи, либо силой, сме
щенной относительно оси вала при передаче зубчатым зацеплением 
и т. д. В таких случаях кроме Мв на вал действуют силы, вызы
вающие изгиб и другие виды деформаций.

При малых деформациях можно пользоваться принципом не
зависимости действия сил, т. е. изучать кручение независимо от 
других видов деформаций. Установим связь между вращающим 
моментом, угловой скоростью ш и передаваемой мощностью N. Из 
курса физики известно, что

N = M Bw,
откуда

Мв=  —В /,г (7Л)

Если принять за единицу измерения мощности 1 Вт, угловой 
скорости 1 рад/с, тогда вращающий момент Мв будет выражаться 
в Н • м.

В том случае, когда мощность задана в кВт, а частота враще-
ния — в оборотах в минуту

гот nоткуда Мв =  —-------— или

1 /у = М  -CEL.1 > •'''кВт 1 1в 30
1

1000 ’

М в == 9 5 5 0 4  [Н - м] = 9 7 4 N г , —  [кгс-м], (7.2)

где N выражено в кВт, а п — в оборотах Б минуту.
Иногда мощность задается в лошадиных силах (1 л. с.= 

=  0,736 кВт).
Тогда из формулы (7.2) следует

Мв =  716,2 [кгс-м] =71620 ~  [кгс-см],

где N выражено в л. с., а и — в оборотах в минуту.
Крутящий момент. В различных поперечных сечениях стержня 

(вала) возникают крутящие моменты /Ик, для определения кото
рых пользуются методом сечений.

Мысленно разрежем вал, например, по а — а (рис. 7.2), отбро
сим одну его часть, например правую, и рассмотрим условие рав
новесия оставшейся. При этом для сохранения равновесия взаимо
действие частей вала заменим внутренним — крутящим моментом, 
который для отсеченной части является внешним. Составим усло
вие равновесия отсеченной левой части в виде

Мх — —- Мк =  0, откуда МК =  М£\
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Если на отсеченную часть действует несколько вращающих мо
ментов, из условия равновесия следует, что

т

л „ = 1 Х ,
i=i

где т — число вращающих моментов, действующих на часть вала, 
расположенную по одну (либо слева, либо справа) сторону от рас
сматриваемого сечения.

Рис. 7.2.

К р у т я щ и й  м о м е н т  в с е ч е н и и  ч и с л е н н о  р а в е н  
а л г е б р а и ч е с к о й  с у м м е  в р а щ а ю щ и х  м о м е н т о в ,  д е й 
с т в у ю щ и х  по о д н у  с т о р о н у  от  р а с с м а т р и в а е м о г о  
с е ч е н и я .

Графическое изображение изменения величины крутящего мо
мента в^каждом поперечном сечении вдоль оси вала от нагрузки, 
заданной по величине и направлению, называется э п ю р о й  к р у 
т я щ е г о  м о м е н т а .  При построении эпюры Мк условно может 
быть принято следующее правило знаков: если смотреть со сто
роны сечения, когда вращающий момент стремится повернуть ос
тавшуюся, например левую, от сечения часть стержня против хода 
часовой стрелки, крутящий момент в сечении считают положитель
ным.

Может быть принято и другое правило знаков; важно его при
держиваться на всей длине вала.

Пример построения эпюры Мк представлен на рис. 7.2.
Из построенной эпюры следует, что наибольшее значение кру

тящего момента равно 70 Н • м и он действует на участке 2_3,
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§ 31. СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫЕ БАЛКИ И ИХ 
ОСНОВНЫЕ ТИПЫ

У
Двухопорная

L
Пролет

Консольная

в
У

Стержень, работающий на изгиб, называется б а л к о й .  Внеш
ние силы, действующие на балку, условно делят на приложенные 
(заданные) и реакции опор; величина и направление последних 
зависят от приложенных сил и характера опорного устройства (см. 
главу 1).

О п о р о й  называется устройство, соединяющее балку с основа
нием и налагающее ограничение (связи) на ее перемещения. 
В дальнейшем под опорами 
следует понимать расчетные Консоль
схемы действительных опор.

О п о р н о й  р е а к ц и е й  
называют главный вектор си
стемы сил, заменяющий дей
ствие опоры на балку.

О п о р н ы м  м о м е н т о м  
называют главный момент си
стемы сил, заменяющий дейст
вие опоры на балку при при
ведении этой системы к точке, 
принятой за точку опоры. На
помним определение основных 
опорных устройств, используе
мых в балках.

Опора А (рис. 7.3, а), на
лагающая полное число свя
зей и не допускающая никаких 
перемещений, называется з а- 
щ е м л я ю щ е й  о п о р о й  (за
щемление— заделка). При 
плоской системе сил действие 
указанной опоры можно заме
нить опорным моментом и 
двумя ортогональными состав
ляющими полной реакции.

Опора А (рис. 7.3,6, в), допускающая вращение вокруг опре
деленной оси, называется ц и л и н д р и ч е с к о й  н е п о д в и ж н о й  
или ш а р н и р н о - н е п о д в и ж н о й  о п о р о й .  Действие данной 
опоры может быть заменено двумя ортогональными составляющи
ми полной реакции, направленными перпендикулярно оси ци
линдра.

Опора В (рис. 7.3,6, в), допускающая вращение вокруг опре
деленной оси и поступательное перемещение, параллельное опре
деленной плоскости, называется ц и л и н д р и ч е с к о й  п о д в и ж 
ной или ш а р н и р н о - п о д в и ж н о й  опорой. Действие ^подобной 
опоры может быть заменено реакцией, перпендикулярной опорной 
поверхности,

Балка с шарниром 

% --------  6

1

А

~ А

Рис. 7.3.
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Кроме рассмотренных выше опор могут встретиться упруго пе
ремещающиеся, шаровые и другие опоры.

Балка, у которой один конец защемлен, а другой свободен, на
зывается к о н с о л ь ю .  Балка, имеющая одну опору шарнирноше- 
подвижную, а вторую шарнирно-подвижную, называется д в у х 
о п о р н о й .  Двухопорная балка, имеющая один или два конца, 
свисающих над опорами, называется к о н с о л ь н о й .

Если две балки (рис. 7.3, г) соединены с помощью шарнира, то 
они называются ш а р н и р н ы м и  и могут быть представлены в 
виде двух самостоятельных балок.

Отметим, что характерной особенностью всех выше рассмотрен
ных балок является то, что они нагружены плоской системой сил 
и имеют не более трех опорных реакций, т. е. последние могут 
быть определены с помощью трех уравнений равновесия. Такие 
балки называются с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы м и .

Заданные нагрузки, рассматриваемые в данном курсе, пред
ставлены на рис. 7.4. Момент пары сил для краткости будем назы
вать м о м е н т о м .

§ 32. ИЗГИБАЮЩИЙ МОМЕНТ, ПОПЕРЕЧНАЯ И ПРОДОЛЬНАЯ СИЛЫ.
ПОНЯТИЕ О ПЛОСКОМ ПОПЕРЕЧНОМ ИЗГИБЕ ПРЯМОГО СТЕРЖНЯ

В дальнейшем ограничимся рассмотрением балок постоянного 
сечения по длине и имеющими в сечении хотя бы одну ось симме
трии. Приложенные нагрузки лежат в плоскости, проходящей че
рез ось балки и ось симметрии сечения (плоский изгиб).

При действии на стержень плоской системы сил (§ 27) в его 
поперечных сечениях возникают (рис. 7.5):

— п р о д о л ь н а я  с и л а  N — составляющая главного вектора 
внутренних сил, действующая по оси стержня перпендикулярно 
плоскости сечения;

— п о п е р е ч н а я  с и л а  Q — составляющая главного вектора 
внутренних сил, лежащая в плоскости сечения;

— и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  Л4И — главный момент, создавае
мый внутренними силами относительно центральной оси г, перпен
дикулярной плоскости действия нагрузок.

Все указанные силовые факторы являются функциями коорди
наты х сечения.

У
4

Рис. 7.4.



Рассмотрим изгиб балок, у которых нагрузки лежат не только 
в одной из главных плоскостей инерции, но и пересекают ось стерж
ня под прямым углом. Такой изгиб носит название п л о с к о г о  по
п е р е ч н о г о  п р я м о г о  и з г и б а ;  при этом в каждом се
чении будут действовать только поперечная сила и изгибающий 
момент (Q и М„).

Далее будет показано, что изгибающий момент связан с нор
мальными напряжениями а, а поперечная сила — с касательны
ми т. Следовательно, для определения этих напряжений надо уметь 
определять значения Q и М„ в любом сечении, выражая их через 
внешние нагрузки, приложен
ные к балке. При плоском по
перечном изгибе вычислять из
гибающий момент и попереч
ную силу можно следующим 
образом.

M „(x)— изгибающий мо
мент, численно равен алге
браической сумме моментов 
от всех нагрузок (включая ре
активные), действующих по 
одну сторону от рассматри
ваемого сечения, взятых отно
сительно его центральной оси 
г, перпендикулярной плоско
сти действия сил *.

Q(x) — поперечная сила, численно 
ме всех внешних сил (включая реактивные), действующих по одну 
сторону от рассматриваемого сечения.

П о с т р о е н и е  э п ю р  Q(x) к М{х) в функции координаты се
чения х. Для определения положения наиболее опасного сечения 
при изгибе необходимо знать О(х) и М(х) в каждом сечении. Гра
фическое изображение изменения Q(x) или М{х), дающее вели
чину поперечной силы или изгибающего момента в каждом попе
речном сечении балки от нагрузки, заданной по величине и на
правлению, называется э п ю р о й  п о п е р е ч н о й  с и л ы  и со
ответственно э п ю р о й  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а .

Используя метод сечения для определения изгибающего мо
мента, можно рассматривать условия равновесия любой части 
балки, расположенной слева или справа от данного сечения. При 
этом если бы пользоваться правилами знаков, принятыми в ста
тике абсолютно твердого тела, знаки изгибающего момента, дей-

Рис. 7.5.

равная алгебраической сум-

ствующего в данном сечении, получались бы разными в зависимо
сти от того, какую часть балки мы бы считали оставшейся, а 
какую отбрасываемой (рис. 7.6). Поэтому целесообразно знак из
гибающего момента связать с деформациями. Аналогичный вывод 
можно сделать и о выборе знака поперечной силы.

* В дальнейшем индекс «и» при Ма(х) опускаем.
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Изгибающий момент в данном сечении принимается п о л о ж и 
т е л ь н ы  м, если балка изгибается в ы п у к л о с т ь ю  вниз ,  и от
рицательным, если балка изгибается выпуклостью вверх 
(рис. 7.6, а). Если в данном сечении М — 0, деформированная ось 
балки в этом сечении имеет точку перегиба.

П ри  п о л о ж и т е л ь н о й  п о п е р е ч н о й  с и л е  в данном 
сечении смещение левой части по отношению к правой происходит 
вверх (рис. 7.6, 6).

Изгибающий 
момент Мц

Г  +  Л

'ч_< —

Поперечная сила Q
+

Рис. 7.6.

Рекомендуемая последовательность вычисления поперечной 
силы и изгибающего момента при построении эпюр:

— наметить направление реакций;
— составить уравнения равновесия, из которых определить ве

личину и уточнить направление реакций; проверить, правильно ли 
они определены;

— наметить вдоль оси балки границы участков, которые опре
деляются точками приложения сил, моментов или границами при
ложения распределенной нагрузки;

— записать выражения Q(x) на каждом участке; вычислить 
кроме граничных и промежуточные значения Q в количестве, до
статочном для построения эпюры Q(x);

записать выражения М (х) для каждого участка и вычислить 
частные значения момента М в количестве, достаточном для по
строения эпюры М(х);

— построить эпюры Q(x) и М(х),  на которых показать найден
ные (числовые) значения ординат. Произвести проверку правиль
ности построения эпюр;

определить опасные сечения, в которых действуют наиболь
шие Qmах и Мтах и численные значения последних.
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§ 33. ПРИМЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ ЭПЮР ПОПЕРЕЧНОЙ СИЛЫ
И ИЗГИБАЮЩЕГО МОМЕНТА

Пример. Построить эпюры Q{x) и М(х)  для двухопорной балки (рис. 7.7), 
нагруженной равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью q.

Р е ш е н и е .  Определяем реакции опор. В точках А и В реакции будут на
правлены вверх и равны между собой вследствие симметрии системы. Следо
вательно,

Балка по длине имеет один участок, при этом значение поперечной силы 
в сечении с координатой х будет

<? (х) = R A - >q .x ,

где <7-х  — нагрузка, создаваемая распределенной интенсивностью q на длине х.
Для построения эпюры Q(x)  достаточно знать два значения поперечной 

силы, например при х = 0  и при х = /. Объясняется это тем, что Q(x) изменяется 
по линейной зависимости:

при х  =  0 Q(0)  = R t = 4 r ;  л р и х  =  / Q (/) =  R  . — ql =  — .A J, А 2.

Записываем уравнение, определяющее изгибающий момент М(х)  в сече
нии х:

М (х)  =  R a -x
qx2
Т "

<7* ?х2
2 2 ’

где — ----- момент от нагрузки qx на плече -75-  -

Из полученного уравнения видно, что изгибающий момент по длине балки 
изменяется по уравнению квадратичной параболы. Для построения эпюры сле
дует вычислить значение М(х)  не менее чем в трех точках вдоль оси балки.
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Используя симметрию эпюры М(х),  выбираем на левой половине балки сечения, 
в которых определяем значения М (х):

при х  -  О М (0) =  0; при * = - f  М (-т) = l k qP''

при
дР 
8 '

Строим соответствующие эпюры (рис. 7.7) Q(x) и М(х).

а(х)

26,7кНм

Рис. 7.8.

Определяем, что в опорных сечениях действует наибольшая поперечная сила 
ql

С?max =  *2“ 1' в сечении посредине пролета наибольший изгибающий момент

Мmax
qP

Пример. Построить эпюры Q(x) и М(х)  для консоли (рис. 7.8), если Р = 
=  20 кН (■— 2 т), <7о =  20 к Н / м  (— 2 т/м) и 1 =  2 м.

Р е ш е н и е .  В общем случае защемление можно заменить опорным момен
том и двумя составляющими полной реакции. Однако для консоли опорный 
момент и реакции можно не определять, если выбрать начало координат на 
свободном конце консоли. Консоль по длине имеет один участок.

Записываем уравнение, определяющее поперечную силу в сечении х :

( ? ( л ) = - Р + М . , .

92



где qx — интенсивность нагрузки в сечении с координатой х, определяемая из по
добия треугольников.

qx х  х
= Т " ’ откУда Ях =  9 o - f .

После подстановки получаем

Q ( x ) = - P  + Яох2 
21 — уравнение квадратичной параболы.

Определяем три частных значения поперечной силы:

С? (0) =  — Р  = 20 кН;

Записываем уравнение, определяющее изгибающий момент в сечении х; 

Ях'х  . _  и  v I И»-*3М {х) — — Р - х  +
х

X =  - Р - х  + Ы • уравнение кубической пара
болы,

Ях'хгде —^ ------ нагрузка, лежащая по левую сторону от рассматриваемого сечения
х

с координатой х, а -----плечо нагрузки по отношению к рассматриваемому се
чению.

Определяем не менее трех частных значений изгибающего момента;

М (0) = 0;

М
ш

Яо
р - + Ж *

61 - _ p ± + *L
~  2 +  48

20-2 , 20-22 1 0 „ „4---- гг—  =  — 18,3 кН-м;

М(1) = —Р1 + ЯоР 
61

= - Р 1  +

48

Яо? = - 20-2 + 20 - 22
=  — 26,7 кН-м.

Строим эпюры Q(x) и М(х).  Из построений определяем: I <?max I =20 кН 
в сечении А и | Л4тах | =26,7 кН • м в защемлении.

Пример. Построить эпюры поперечной силы и изгибающего момента для 
двухопорной балки, представленной на рис. 7.9.

Р е ш е н и е .  Опорные реакции в точках А и В направлены вверх. Из усло
вий равновесия определяем, что

RА
Р-Ь

I и RB = Р-а  
I *

В рассматриваемом примере балку по длине следует разделить на два 
участка, а именно от опоры А до сечения, где приложена сила Р (о < х < а ) ;  
и от сечения, где приложена сила, до правой опоры В (а <  х  <  /).
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Записываем выражения поперечной силы по участкам

О <  <  й а < * 2  < I

Q(xt) = R a = =  const. Q(x 2) = R a — P = ~ ~
D P a■ P  — --------r— =  const.

Записываем выражения изгибающего момента по участкам.
О <  Xj <  а а < х % <  I

Af(JCj) —

М(0) = 0; 

М(а) = R . - a

М(х  2) =  R , x 2 — Р { * 2  — а);

М{а) = R -а =
Р-а-Ь

I
Р-а-Ь

I M(l) =  R. - 1  — Р{1 — а) =  0.

Строим эпюры Q(x) и М(х).  Из построенных эпюр следует, что при пере
ходе через границу между участками на эпюре Q(x) наблюдается скачок на

I т II

1 х 2
* 1  А

ps ...............  Эпюра Q(x)
.1

Эпюра М(х)

^ 111ш Т Т Т 1Т т т т ^

Рис. 7.9.

величину R . + R r — Р- Наибольшие значения поперечной силы на опоре
„ Р-Ь п Р-а  . ,R a — — — или R/г =  — ;— в зависимости от значении величин а и о./ ~ I

Наибольший изгибающий момент действует в граничном сечении и равен
Р-а^шах =

В частном случае при а — Ь =

^шах =

/

Р-1
4

(7.3)

(7.4)

Единичная функция. Когда уравнения, определяющие Q(tc) и 
М{х), имеют различный вид вдоль оси балки, т. е. балка имеет
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несколько участков, целесообразно использовать так называемую 
единичную функцию, вид которой представлен на рис. 7.10. Обо
значим единичную функцию 1а, х, где индексы а и х показывают, 
что единичная функция в пределах от 0 до а равна нулю, а от а 
до х постоянна и равна единице, т. е. при х /  =  0; при

й. Iа. х 1.
Используя единичную функцию, можно поперечную силу и из

гибающий момент записать в виде не четырех, а только двух урав
нений, каждое из которых действительно по всей длине балки:

<?(х) =  ЯА- Р / 0;х;
М(х)  =  Ял •* ~  Р (х  — «)/„;»■

Га ; х

0 X

с  а

X

Рис.  7.10.

Действительно, при х ^ а  1а. х =  0 получаем уравнения, опреде
ляющие значения Q(x) и М(х) на первом участке; п р и х о д  /  =  1
получаем соответствующие уравнения для второго участка. Осо
бенно запись Q(x) и М(х) упрощается в случае наличия многих 
участков вдоль оси балки.

§ 34. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ ИЗГИБАЮЩИМ 
МОМЕНТОМ М(х), ПОПЕРЕЧНОЙ СИЛОЙ Q(x) И ИНТЕНСИВНОСТЬЮ 

РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКИ д (х)

Выделим на балке участок длиной dx, расположенный на рас
стоянии х от начала отсчета, на который действует внешняя рас
пределенная нагрузка д(х) (рис. 7.11,а).

На выделенный элемент балки (рис. 7.11,6) кроме распреде
ленной нагрузки действуют слева Q(x) и М(х),  справа Q(x) +  
+ dQ(x) и М(х) +dM (х). Рассмотрим условия равновесия выде
ленного элемента ABCD.

Проектируем все нагрузки на ось у, полагая, что на элементар
ной длине dx интенсивность постоянна и равна средней q{x)

2  Yt =  Q (*) — Q (*) — dQ (л:) +  q (л:) dx =  0.

Из полученного уравнения равновесия после простейших пре
образований получаем, что

t  =  (Т5)
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Интенсивность распределенной нагрузки в сечении с координа
той х равна производной от поперечной силы, действующей в том 
же сечении по координате х.

Определяем сумму моментов относительно точки D:

% m Dl =  - M ( x ) - Q ( x ) d x - 4 & ^  +  M{x)  +  d M { x ) =  0 .

В уравнении равновесия момент, действующий против хода ча
совой стрелки, принимаем положительным.

После сокращений и пре
образований, пренебрегая ма
лыми величинами с порядком 
малости выше первого, полу
чаем

dM(x)
dx =  (?(•*)• (7.6)

Производная от изгибаю
щего момента по координате 
сечения равна поперечной си
ле, действующей в том же се
чении.

Дифференциальные зависи
мости (7.5) и (7.6) получены 
проф. Д. И. Журавским *. Как 
следствие, из полученных диф
ференциальных зависимостей 
следует, что

dhМ (х)
d x 2 =  9 ( 4  (7.7)

Используем полученные дифференциальные зависимости (7.5), 
(7.6) и (7.7) для к о н т р о л я  п о с т р о е н и я  э п юр .

Пусть q(x) непрерывная функция и <?(х)>0. Тогда при изме
нении знака Q(x) с отрицательного на положительный Q(-4 (.*=<» =  
=  0. Из зависимости (7.6) следует

лм (х)
dx — Q(a)  =  0.

При этом значении х = а изгибающий момент имеет м и н и м а л ь 
ное  значение. Соответственно при изменении знака Q(x) с поло
жительного на отрицательный (<7< 0) изгибающий момент будет 
иметь максимальное значение (рис. 7.7).

Если поперечная сила Q(x) на некотором участке балки равна 
нулю, тогда изгибающий момент М (х) на этом участке будет иметь 
постоянное значение, т. е. участок подвергается ч и с т о м у  из 
гибу.
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Ьсли нэ некотором участке балки <у(.>с)=0, то i!a этом участке 
Q (х) const, эпюра поперечной силы прямая, параллельная оси 
балки (рис. 7.9).

Из зависимости =  q (х) следует, что, когда ^ < 0  (отри
цательная), эпюра изгибающего момента направлена выпукло
стью вверх (правило «зонтика»), и когда <7> 0, эпюра направлена 
выпуклостью вниз (рис. 7.12).

У
/у / Г °

X -/1 Ш Ш Г
10 1

В месте приложения силы на эпюре Q(^) будет скачок на 
величину силы. В месте, где приложена пара сил, на эпюре М(х) 
будет скачок на величину момента пары.

На шарнирно-опертом конце балки при отсутствии пары сил, 
приложенной непосредственно над опорой, изгибающий момент 
равен нулю, а поперечная сила равна реакции опоры (рис. 7.9).

На защемленном конце балки изгибающий момент равен опор
ному моменту.



Г Л А В А  8

ДЕФОРМАЦИЯ РАСТЯЖЕНИЯ И СЖАТИЯ

При осевом растяжении (сжатии) принимают, а опытные иссле
дования это подтверждают, что поперечные сечения стержня, пло
ские до деформации, остаются плоскими и параллельными и после 
деформации. Это позволяет считать, что нормальное напряжение 
(величина внутренних сил, приходящихся на единицу площади се
чения) во всех точках поперечного сечения одинаково.

§ 35. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ И ДЕФОРМАЦИЙ ПРЯМОГО 
СТЕРЖНЯ ПРИ ЛИНЕЙНОМ (ОДНООСНОМ) НАПРЯЖЕННОМ

СОСТОЯНИИ

При определении напряжений и деформаций бруса при осевом 
растяжении (сжатии) следует отвлечься от способа приложения 
внешней нагрузки, например в крайних его сечениях, так как он 
практически не влияет на внутренние усилия в сечениях, доста
точно удаленных от места приложения нагрузки (принцип Сен- 
Венана).

Продольная сила в данном поперечном сечении равна равно
действующей всех нормальных напряжений, т. е.

N  =  f c d F .
F

Для однородного изотропного материала исходя из гипотезы 
плоских сечений при одноосном напряженном состоянии нормаль
ное напряжение а по сечению постоянно, следовательно (рис. 8.1),

IV =  а . /г
откуда

а =  (8-1)

Условие прочности при одноосном растяжении или сжатии со
ответственно должно быть записано в виде

4 < н р; j4 l < H ok, (8.2)
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где [а]р и [а]Сж — допускаемые напряжения соответственно на рас
тяжение и сжатие, т. е. такие безопасные наибольшие напряже
ния, которые обеспечивают длительную работу детали *.

Растяжение Сжатие
а 6 <3

Рис. 8.1.

Под действием осевой силы стержень удлиняется либо укора
чивается **. Разность между начальной и конечной длиной назы
вается абсолютным удлинением (укорочением). Обозначим абсо
лютное удлинение стержня /[ — 1—А1 (рис. 8.2), 
где I — первоначальная длина. Тогда относи
тельное удлинение

В результате опытов установлено, что между 
напряжением а и относительным удлинением е 
существует до некоторого значения напряжения 
линейная зависимость, т. е.

а =  Ее. (8.4)
Коэффициент пропорциональности Е в фор

муле (8.4) называется модулем продольной 
упругости или просто модулем упругости. Е — 
физическая постоянная, характеризующая упругие свойства ма
териала. Так как е безразмерная величина, то размерность Е бу
дет такая же, как и а, т. е. ,в системе СИ Н/м2; МН/м2 и т. д., 
в системе МКГСС кгс/см2; кгс/мм2.

Так, для стали Ст. 3 при нормальных условиях среднее значе
ние модуля упругости £ ж 1 ,9 6 -1 0 5 МН/м2 =  2-106 кгс/см2, для 
меди Е  ж  0,98 • 105 МН/м2 =  1-10® кгс/см2 и т. д.

* Значения допускаемых напряжений даны в справочниках.
** В курсах «Сопротивление материалов» на чертежах показаны величины 

нагрузок.

Рис. 8.2.
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Значения Е для различных материалов могут быть 
справочников.

Из сравнений (8.1) и (8.3) следует, что
ЛМ
£/=■

с/
1Г ’

ВЗЯТЫ из

(8.5)

Формула (8.5) выражает закон Гука. Величину EF называют
F Fжесткостью стержня при растяжении (сжатии), а —относи

тельной жесткостью. Если стержень ступенчатый, следует опреде
лить по формуле (8.5) удлинение (укорочение) А/, каждого участ
ка, а затем для определения изменения длины однородного стержня 
их алгебраически сложить, т. е.

А/ = 2".-2/=1 i=i
Nih
EiFi (8 .6)

где п — число участков и Ei = E принято равным const.
Пример. Построить эпюры о и А/ для ступенчатого стержня, рассмотренного 

в примере на стр. 83. Принять следующие значения величин:
— 3 см2; £ 2 =  5 см2; £3 =  8 см2;

li =  1 м; /2 =  0,75 м; /3 =  1 м;

МНЕ = 2 -106 ■кгс
см2 =  1,96 - 10Б -

При решении задачи на стр. 84 было найдено, что
Mi =  —30 кН; N 2 — 70 кН; N 3 =  —80 кН.

Р е ш е н и е .  Определяем напряжения в поперечных сечениях по формуле (8.1) 5

<4 =
Ni 30- ю—3

=  — 100 МН /
—981 КГС >\ .

г ,  ~ 3 -10_ 4 м2 { см2 /  ’

«и =

II
.«L

 ■«

7 0 -1 0 -3 
5 -10—4 “ 120 МГм2  ̂1180

кгс > 
см3 )1;

аш =
80 ПО- 3 =  — 100 МН /

-9 8 1 КГС ^
Е3 8 -10—4 м2 V см2 / '

По полученным данным строим эпюру распределения напряжений о по длине 
стержня (рис. 8.3,6).

Определяем изменение длин участков по формуле (8.5)

Д/; =  З Ь .  = _  =  -  0,51 • 10- 3 м ( -0 ,5 1  мм).

Аналогично находим, что Л/г =  0,46 • 10~3 м (0,46 мм), Д/3 = —0,51 ПО-3 м 
(—0,51 мм). з

Изменение, длины стержня М =  =  —0,51 +  0,46 — 0,51 =  —0,56 мм.
г=1

Перемещения различных сечений определяются следующим образом 
(рис. 8.3).

Перемещение нижнего сечения (защемление) равно нулю.
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Перемещение сечения, расположенного на расстоянии /3=100 см от нижнего, 
равно Д/3, т. е. равно —0,51 • 10~3 м.

Перемещение сечения, расположенного на расстоянии /2+ /3=175 см от ниж
него, равно Л/з +  Д/2 =  —0,05-10-з.

Перемещение верхнего сечения равно изменению длины всего стержня, т. е. 
—0,56 • 10-з м. Откладываем в выбранном масштабе эти перемещения от верти
кали на соответствующих расстояниях от нижнего сечения. Соединяем получен
ные точки прямыми линиями. Полученная диаграмма называется э п ю р о й  п е 
р е м е щ е н и й  с е ч е н и й  с т е р ж н я .  Ординаты этой эпюры в масштабе 
изображают перемещения соответствующих сечений.

Рис. 8.3.

Эпюра л1(м)

На рис. 8.3, в представлена эпюра перемещений сечений стержня. Знак «—> 
означает перемещение сечения вниз.

§ 36. КОЭФФИЦИЕНТ ПУАССОНА

Опыт показал, что при осевом растяжении стержня уменьшает
ся его поперечное сечение. Абсолютной поперечной деформацией 
называют величину, равную (рис. 8.2):

\ А Ь \ = Ь 1 ~ д 0. ( 8 . 7 )

Соответственно относительная поперечная деформация
Д6 I 
ь

где при растяжении = —в'Ь.
101



Отношение модулей относительной поперечной деформации |е '| 
к относительной продольной |е | в пределах применимости закона 
Гука называется коэффициентом поперечной деформации или коэф
фициентом Пуассона *.

или при растяжении
в’ =  — (xs. (8.9)

В последнем равенстве удлинение полагаем положительным, а 
укорочение отрицательным.

Коэффициент Пуассона р, как и модуль упругости Е, является 
характеристикой упругих свойств материала. Пуассон показал, 
что в области упругих деформаций для каждого материала р. имеет 
вполне определенное значение. Так, для сталей опытным путем 
установлено, что р =  0,25-н0,33. Для меди р =  0,31 -н0,33, алюминия 
р =  0,32-ъ 0,36 и т. д.

Значение коэффициента Пуассона можно найти в справоч
никах.

Установлено, что при продольной и поперечной деформациях 
изменяется объем стержня. Относительное изменение объема опре
деляется по формуле

=  =  (8.10)

Из уравнения (8.10) следует, что при р =  0,5 объем стержня не 
изменяется (например, при растяжении резинового стержня).

§ 37. ПОНЯТИЕ О НАПРЯЖЕНИЯХ И ДЕФОРМАЦИЯХ СТЕРЖНЯ 
С УЧЕТОМ ЕГО СОБСТВЕННОГО ВЕСА

Рассмотрим стержень постоянного сечения. При определении 
напряжений и деформаций стержня кроме силы Р учтем его соб
ственный вес. Обозначим F — площадь сечения стержня, / — его 
длину, f — вес единицы объема. Используя метод сечений, рас
смотрим условие равновесия отсеченной нижней части стержня, 
длина которой х (рис. 8.4):

2 -^ »  =  ~  Nx +  Р +  ~(Fx =  0, откуда Nx = P + ̂ Fx.
Учитывая, что Nx~ox -F, имеем

^т =  -т +  ЧХ- (8. 11)

* Французский математик и механик, автор работ по дифференциальным 
уравнениям, теории вероятностей, небесной механике, теории упругости
(1781—1840 гг.).
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Наибольшее напряжение отах будет в сечении х = 1:

°ш ах= = Т ' +

Запишем условие прочности

атах =  Т * +  W < M >

Рис. 8.4.

откуда
F> Р

М —1-1 ( 8. 12)

При Y  =  0 получаем формулу (8.2). Таким образом, с учетом 
собственного веса площадь поперечного сечения стержня должна 
быть большей, чем без его учета.

Площадь, определяемая по формуле (8.12), относится к сече
нию, расположенному на расстоянии х — 1 от нижнего. По мере 
уменьшения I площадь сечения F в соответствии с (8.12) умень
шается. Поэтому с точки зрения лучшего использования материала 
стержень постоянного сечения не является оптимальным и при боль
шой длине его целесообразно выполнять ступенчатым (рис. 8,4, б). 
Для этого выбирают вначале число ступенчатых участков и длину 
каждого /ь /2, ..., /„ и т. д. Тогда соответствующие площади по
перечных сечений определятся из равенств:

Р \ > Т Г ~И — th ;(8.i3)

Р  'ъ- Т* +  T F  h __ А
М — Г *2 ’

где P i =  P +  yF/i — сила, действующая на нижнее сечение второго 
участка. Если число участков взять весьма большим, форма стерж
ня будет приближаться к брусу равного сопротивления.
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Для определения деформаций стержня постоянного сечения с 
учетом собственного веса вначале рассмотрим удлинение участка 
длиной с/х (рис. 8.4,а). Из уравнения (8.5) следует, что

а  6

Рис. 8.5.

Удлинение стержня длиной х складывается из удлинений его 
отдельных участков, т. е.

X
(Р +

EF (8.14)

Полное удлинение всего стержня (х = /)

Д/ = EF (8.15)

где уFI — Q — вес всего стержня.
Следовательно, перемещение сечениц. А вычисляется по форму- 

ле (8.15), соответствующей закону Гука, но к действующей силеР
добавляется половина веса стержня .
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Пример. Построить эпюру распределения нормальных напряжений по длине 
стального минрепа (рис. 8.5) и определить полное его удлинение, если минреп 
состоит из двух участков диаметром <А =  1,3 см и d2=0,85 см и длиной соответ
ственно Л =  200'м и /2 =  900 м. Остаточная плавучесть Р0 с т  =  200 кгс=1962 Н.

к гс к НПринять вес единицы объема стали -[Тр =  7. 8-10~3 =76 , 5  —г  и воды

=  1 П0~3 — г  =  9,81— j - , модуль упругости Е — 2- 10е -Н£- -  1,96 • 105- ^ - .
СМ М СМ2 м 2

Р е ш е н и е .  Определяем вес участков минрепа в воде

Ittfj
Q1 ~  Е1 \ ('(тр Чв) — ‘h (Чтр — "(в) =

1 Q2
=  — 2С0-102 (7 ,8-Ю-3 — 1 -10~3) =  180 кге =  1765 Н.

Аналогично определяем, что <32=346 кгс =  3390 Н. Считаем их приложенными 
в центрах тяжести соответствующих участков.

Вычисляем поддерживающую силу (плавучесть Р) мины, используя урав
нение равновесия:

А5 = Qj Q2 Рост “Ь A* = 0,
откуда

Р  =  Qi + (?2 +  Рост =  180 +  346 +  200 =  726 кге =  7120 Н.

Определяем нормальные напряжения в четырех сечениях:

С| Л L 
Е1

726
1,33 =  546 Щ  =  53.5

С М2 м 2

^  =  - ^ z Ql  = 726 -  180 =  410 j m :  =  402 м н
Г 2 г  I 1,33 см2 м2

N 3 726 — 180 кге
Сш “  F2 ~  0,565 “  965 см2 94,7

МН 
м2 ’

200
0,565

=  354
кге
см2 33,8

МН 
м2 1

где
_ тс-1,32 , -  тс• 0.852 п _ск „ .. .,Fi — — —̂  =  1,33 см2; F2 = ----- ----- =  0,565 см2 и М2 =  N 3.

Эпюра напряжений имеет линейный характер и представлена 
на рис. 8.5, б. Полное удлинение минрепа складывается из удли
нений участков

( р - ^ У  (p-Qi--%-  Н
A l —  Д/j - f  Д/2 = -------- ~EF̂\-----------1---------------EF~2 ~  CM'

§ 38. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ 
МАТЕРИАЛОВ ПРИ РАСТЯЖЕНИИ И СЖАТИИ

О б р а т и м о й  или у п р у г о й  деформацией называется такая, 
которая исчезает после прекращения действия внешних сил. Боль
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шинство материалов деталей машин, механизмов и приборов мо
гут иметь весьма малые упругие деформации.

При увеличении нагрузки выше определенного предела появ
ляются необратимые —о с т а т о ч н ы е  (или п л а с т и ч е с к и е )  — 
деформации, которые не исчезают после разгрузки.

Свойство твердых тел необратимо изменять свои размеры и 
форму под действием приложенных сил называется п л а с т и ч 
н о с т ь ю.

Строго говоря, весьма малые пластические деформации наблю
даются и в упругом состоянии материала. Однако за пределами 
упругости пластические деформации являются главными, основ
ными, по сравнению с ничтожно малыми упругими.

На результаты испытаний существенное влияние оказывают ус
ловия испытаний и размеры испытуемого образца. Поэтому для 
сопоставления результатов испытания проводятся над образцами 
стандартных размеров, при стандартных условиях (давление, тем
пература, скорость деформаций). Опытные исследования класси
фицируют *:

по в и д у  д е ф о р м а ц и й :  растяжение (сжатие), сдвиг, кру
чение, изгиб;

по х а р а к т е р у  н а г р у з о к :  статическая, ударная, изме
няющаяся периодически (испытания на выносливость, усталость); 
наиболее распространены и просты статические испытания на рас
тяжение (сжатие).

В зависимости от свойств материалы делят на п л а с т и ч 
ные  и х р у п к и е .

П л а с т и ч н ы е  м а т е р и а л ы ,  как, например, малоуглероди
стая сталь, медь, алюминий, свинец, олово, разрушаются при 
больших остаточных деформациях, т. е. больших относительных 
удлинениях при разрушении.

Х р у п к и е  м а т е р и а л ы ,  как, например, чугун, закаленная 
сталь, стекло, бетон, разрушаются при малых остаточных дефор
мациях, не превышающих 5%.

Деление материалов на пластичные и хрупкие является у с л о в 
ным,  так как одни и те же материалы в различных условиях 
могут быть либо пластичными, либо хрупкими; так, при понижении 
температуры деталь из мягкой стали может быть хрупкой, а при 
всестороннем сжатии хрупкий материал проявляет пластические 
свойства. Изучение свойств материалов, имеющее важное зна
чение для выбора материала и допускаемых напряжений, про
изводится по экспериментальным кривым P = f(Al) или MB = f1(<p).

Диаграмма растяжения образца из пластичного материала. 
Рассмотрим диаграмму р а с т я ж е н и я ,  на которой по оси абсцисс 
откладываем абсолютное удлинение А/, а по оси ординат — дей
ствующую силу Р (рис. 8.6).

* Более подробные сведения о методике проведения испытаний, применяе
мых приборах и машинах можно найти в специальных руководствах.
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При возрастании величины силы от нуля до значения Р = РП, 
что на диаграмме соответствует точке А, между силой и деформа
цией существует линейная зависимость и справедлив закон Гука. 
При снятии нагрузки размеры образца восстанавливаются. При 
дальнейшем возрастании силы до P — PYa (точка В) зависимость 
между силой и деформацией несколько отклоняется от линейной; 
в этом случае при полной разгрузке образец будет уже иметь не
значительные остаточные деформации до 0,03%. При увеличении 
силы, начиная с Р = РТ (точка С), наблюдается так называе

мая т е к у ч е с т ь  м а т е р и а л а  — деформации растут при почти 
постоянном значении силы, равном Рт. Блестящая, отполированная 
поверхность образца становится матовой, появляются полоски — 
линии Чернова, которые наклонены под углом 45° к оси образца. 
Под этим углом действуют максимальные касательные напряже
ния, которые в данном случае вызывают необратимые пластиче
ские деформации. Кристаллы металла сдвигаются друг относи
тельно друга по плоскостям скольжения, при этом изменяется 
кристаллическая структура. Материал упрочняется и за пределом 
текучести вновь начинает оказывать сопротивление увеличи
вающейся нагрузке. На диаграмме это соответствует участку CD, 
на котором между силой и деформацией устанавливается сложная 
нелинейная зависимость.

Вблизи точки D нарушается равномерность распределения де
формаций и напряжений по длине образца, появляется местная 
пластическая деформация, происходит местное утонение образца: 
на нем появляется шейка. С появлением шейки в ее районе концен
трируется пластическая деформация. Уменьшение поперечного се
чения шейки происходит весьма интенсивно. Для получения удли
нения требуется сила, меньшая, чем прежняя; участок кривой 
растяжения DE идет вниз. Точка Е соответствует нагрузке, при 
которой происходит разрыв образца. Разрыв сопровождается зву
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ковой волной, концы образца в месте разрыва нагреваются и при
обретают магнитные свойства.

Если при нагрузке, соответствующей пластическим деформа
циям (участок CD кривой растяжения), приостановить нагруже
ние, а затем образец разгрузить, то линия разгрузки КОх будет 
близка к прямой *. Отрезок ООх представляет остаточное удлине
ние образца А/ост, отрезок 0 i0 2 — упругое удлинение А/упр, исче
зающее после разгрузки, и 0 0 2 — полное удлинение

АI =  А/ост -f- А/уПр.
При повторном нагружении испытуемого образца линия нагруз

ки 0\К, близкая к прямой, пойдет приблизительно параллельно АО 
до точки К, затем пропорциональность между силой Р и деформа-

Рис. 8.7.

цией вновь нарушается и кривая растяжения будет близка к кри
вой, получаемой при обычном растяжении (KDE).

Из рис. 8.6 следует, что при повторном нагружении увеличи
вается предел пропорциональности. Явление изменения свойств и 
состояния материала, вызванное пластической деформацией, назы
вается н а к л е п о м .

Наклеп применяется при изготовлении орудийных стволов, це
пей, в арматуре железобетона, при протяжке проволоки. Если 
наклеп нежелателен, его можно снять отжигом.

При растяжении хрупкого материала (рис. 8.7) сила и удлине
ние не связаны линейной зависимостью даже при малых значениях 
силы. Разрушение материала наступает при незначительных де
формациях. При проведении расчетов в этом случае кривую рас
тяжения заменяют прямой линией, для которой и используют 
закон Гука, полагая, что модуль упругости Е не переменная, 
а постоянная величина.

Диаграмма напряжений для пластичного материала. Диаграм
мой условных напряжений называется кривая (рис. 8.8), характе
ризующая зависимость напряжения о от относительного удлине-

* Как условно показано на рис, 8.6.
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пия s. Она может быть получена из диаграммы растяжения, если 
учесть, что о =  —  и s ~  ~  и где F0 и %— первоначальные пло
щадь сечения и длина стержня.

Диаграмма напряжений подобна диаграмме растяжения, но в 
большей степени характеризует данный материал, так как по осям 
отложены относительные величины.

Рассмотрим характерные точки диаграммы напряжений. 
П р е д е л о м  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  называется напря- 

Р пжение сп =  —гг—, до которого сохраняется линейная зависимость1 О
между напряжением и деформацией или отклонение от линейной 
зависимости достигает некоторой определенной величины. Таким 
образом, закон Гука справедлив до предела пропорциональности, 
соответствующего точке А диаграммы.

РП *упр е д е л о м  у п р у г о с т и  называется напряжение а =  ,у г0
соответствующее точке В, при котором появляются остаточные де
формации в пределах 0,001—0,03%.

Точки Л и В диаграммы напряжений находятся близко друг от 
друга. Часто считают, что предел пропорциональности и предел 
упругости имеют одни и те же значения. Так, для стали Ст. 3 
опж  2000 кгс/см2 =  196 МН/м2, а ауп^210Э  кгс/см2 205 МН/м2.

Р
П р е д е л о м  т е к у ч е с т и  называется напряжение ат =  -J- ,Г о

отвечающее нижнему положению площадки текучести — точке С 
диаграммы растяжения для материалов, имеющих таковую пло
щадку. Для стали Ст. 3 jt гг 2400 кгс/см2 гг 236 МН/м2.

Некоторые материалы, например ряд специальных сталей, брон
за и т. д., не имеют явно выраженной площадки текучести. Тогда 
вводят понятие условного предела текучести оог, т. е. напряжение, 
при котором остаточная деформация достигает величины 0,2%, 
если это не оговорено специальными условиями.

Так как предел текучести зависит от диаметра образца, вводят
специальный коэффициент /т =  ——, где ата — предел текучести°Т 10
данного образца диаметром d, атю— предел текучести образца диа
метром 10 мм. Коэффициент рт изменяется в широких пределах 
(от 1 до 0,67 при d =  500 мм).

В р е м е н н ы м  с о п р о т и в л е н и е м  для пластичного мате
риала ов или п р е д е л о м  п р о ч н о с т и  для хрупкого оПч назы
вается условное напряжение в точке D диаграммы напряжений

ав =  - .отвечающее наибольшей нагрузке, предшествовавшей
разрушению образца. Для стали Ст. 3 ов =  4000-н5000 кгс/см2 =  
=  392-^491 МН/м2, у высокопрочных сталей, например 40ХНМА, 
ов= 10000 кгс/см2 =  9810 МН/м2. Временное сопротивление связано 
с твердостью по Бринеллю приближенной формулой

SS 0,36ЯВ. (8. 16)



П р е д е л о м  п р о ч н о с т и  апч называется временное сопро
тивление образца, разрушающегося без местного изменения пло
щади сечения в зоне разрушения, например при растяжении, без 
образования шейки.

На диаграмме напряжений откладывается у с л о в н о е  н а п р я 
ж е н  и е, т. е. среднее напряжение, определяемое отношением дей
ствующей силы к п е р в о н а ч а л ь н о й  п л о щ а д и  поперечного 
сечения образца.

И с т и н н о е  н а п р я ж е н и е  — среднее напряжение, опреде
ляемое отношением действующей силы к изменяющейся во время 
испытаний площади поперечного сечения образца. Диаграмма ис
тинных напряжений представлена на рис. 8.8 пунктиром, услов
ных — сплошной линией.

Из рис. 8.8 (участок DE') следует, что истинные напряжения, 
рравные си =  , по мере увеличения силы все время растут.

* И

Пластичность характеризуется в основном двумя коэффициен
тами, которые определяются из результатов испытаний:

1. О с т а т о ч н ы м  о т н о с и т е л ь н ы м  у д л и н е н и е м  м а 
т е р и а л а  при р а з р ы в е

g — Jizzh . . 100°/0; (8.17)

где /о — первоначальная длина и 1\ — длина образца после раз
рыва.

Для стали Ст. 3 Ъ~24%, для высокопрочной стали Ъ снижается
до 7—10%. Так как 8, кроме того, зависит от отношения -4- ,  то* 0
обычно указывают, на каком образце проводились испытания. 
Так. &ю означает, что v образца -тг — 10.

Г  о

2. О с т а т о ч н ы м  о т н о с и т е л ь н ы м  с у ж е н и е м  с е ч е 
ния  пр и  р а з р ы в е

Ф =  ■ —07 -/Г- - 100%, (8.18)1 0
где F0 — начальная площадь сечения, a — площадь сечения в 
месте образования шейки после разрыва.

Величина ф мало зависит от размеров и формы образца и, сле
довательно, более полно, чем 5, характеризует пластичность мате
риала. Значение ф, например для стали Ст. 3, равно 50—60%.

Деформации при сжатии пластичного и хрупкого материала. 
При испытаниях на сжатие во избежание искривления образца 
его делают или кубическим или цилиндрическим; в последнем слу
чае /г< З Д  Размеры ребер кубика берутся в зависимости от ма
териала (сталь ~ 2  см, бетон ~ 2 0 —30 см). Часто при испытаниях 
на сжатие применяют полые образцы с конической торцевой по
верхностью (рис. 8.9).
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Характер кривой сжатия у пластичных и хрупких материалов 
различен. Пластичный материал при сжатии его до предела про
порциональности ведет себя так же, как и при растяжении. Предел 
пропорциональности и предел упругости при сжатии и растяжении 
почти одинаковы. После предела упругости с увеличением нагрузки 
становятся заметны укорочение образца и увеличение его попе
речных размеров. Цилиндрический образец приобретает бочкооб
разную форму, что объясняется трением на опорных поверхностях 
испытуемого образца, которое можно уменьшить за счет смазки 
При дальнейшем увеличении нагрузки образец обращается в ле

пешку. Напряжение, соответствующее временному сопротивлению, 
не наблюдается. Диаграмма напряжений имеет вид, изображенный 
на рис. 8.9.

Хрупкие материалы (чугун, камень, бетон и др.) при сжатии 
разрушаются с незначительными деформациями. Испытания пока
зывают, что хрупкие материалы обычно сопротивляются сжатию 
гораздо лучше, чем растяжению. Так, например, предел прочности 
при сжатии чугуна равен стцч =  5600—9000 кгс/см2 =  550—895МН/м2, 
при растяжении он в 4—5 раз меньше и равен аПч=Д200— 
1900 кгс/см2=  117—186 МН/м2.

Модуль упругости хрупкого материала различен при растяже
нии и сжатии. Так, для бетона модуль упругости при растяжении 
в 1,5 раза больше, чем при сжатии, а предел прочности бетона на 
сжатие в среднем в 6—8 раз больше, чем на растяжение.

Работа внешних и внутренних сил при растяжении (сжатии). 
Потенциальная энергия упругих деформаций.

Рассмотрим стержень постоянного сечения, который растяги
вается осевой силой. По мере медленного увеличения силы в пре
делах пропорциональности увеличивается и удлинение, т. е. пере
мещение точки приложения силы. Если бы внешняя сила Р была 
постоянна, то, как известно из физики, ее работа Ае на перемеще
нии АI равнялась бы Ае = Р-А1 или с учетом масштаба чертежа
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(рис. 8.10) площади прямоугольника О АБС. В рассматриваемом 
случае, когда сила растет от нуля до конечного значения Р, ра
бота определится с учетом масштаба площадью треугольника ОВС 
или Ае, очевидно, будет равна

=  (8.19)

где Р и А/ — конечные значения внешней силы и перемещения.
Внутренние силы совершают ра

боту Ai отрицательную и равную

А1 =  -  Д Д  (8.20)

1 Р5

1 _ . Ь

или с учетом формулы (8.5) ее 
можно записать в виде

N N1 _  
2 E F  ~  

(Д/)2 Е Г  
21

N4 __
2E F  ~

(8.21)

Величина, равная работе вну
тренних сил, но имеющая противо
положный ей знак, называется по
тенциальной энергией упругих де
формаций и обозначается буквой Я. 
Таким образом,

П  =
№•I
2E F

(Д/)2 E F  
21 (8.22)

Потенциальная энергия упругих деформаций, отнесенная к 
единице объема, называемая удельной, будет равна

П    /7 № -1  <т2 се
Y  =  Т Т  =  2EF-F I ~  ~2Ё Г ' (8.23)

В случае ступенчатого стержня потенциальная энергия опре
делится из равенства

/7 = 2
/  =  1 2EtF t 1/ —1

ОЛ)2 E iF l 
2 li (8.24)

где п — число участков, на которых N и EF постоянны.

Понятие о концентрации напряжений

Ранее при определении напряжений в растянутом (сжатом) 
стержне принималось, что нормальное напряжение а по сечению 
распределялось равномерно. Опыты показали, что такое допуще
ние справедливо, когда сечение постоянно или плавно изменяется,
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При резком изменении сечения вблизи выточек, отверстий, в 
местах резких переходов от одного сечения к другому (рис. 8.11) 
наблюдается неравномерное распределение напряжений и появле
ние значительных местных напряжений на весьма малой части 
сечения. Это явление называется к о н ц е н т р а ц и е й  н а п р я ж е 
ния.

Обозначим наибольшее напряжение ок, среднее напряжение с 
учетом ослабления сечения выточкой отверстием о0. Тогда степень

Рис. 8.11.

концентрации напряжений оценивается теоретическим коэффи
циентом концентрации напряжений азг равным

Коэффициент концентрации напряжения определяется как от
ношение напряжения, определенного с учетом концентрации, к но
минальному напряжению в той же точке.

Коэффициент аз в большинстве случаев определяется экспе
риментально и лишь в немногих случаях может быть определен и 
теоретически. Так, если диаметр отверстия мал по сравнению с 
размерами сечения, доказано теоретически, что % =  3. Величина а3 
зависит от формы выточки, ее глубины, радиуса.

Пластичные и хрупкие материалы ведут себя по-разному при 
наличии концентрации напряжений.

Для пластичных материалов, имеющих заметную по величине 
площадку текучести, концентрация напряжений не опасна. Допу
стим, местное напряжение ок достигнет предела текучести ат при 
некотором значении нагрузки. При дальнейшем увеличении на
грузки среднее напряжение будет увеличиваться, а в точках, где 
наблюдается концентрация напряжений, оно будет оставаться по
стоянным и равным от- В результате напряжение по сечению вы
равнивается. Эффект концентрации напряжения при статической 
нагрузке пропадает.

Существенно большее влияние на прочность материалов оказы
вает концентрация напряжений в том случае, когда материал
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хрупкий (например, чугун, закаленные стали), т. е. для материа
лов, не имеющих площадки текучести. В этом случае, как только 
ск станет равным пределу прочности опч, в месте перенапряжения 
образуется трещина, которая затем ведет к быстрому разрушению 
детали. Поэтому при конструировании и изготовлении деталей 
следует избегать глубоких выточек, запилов, резких переходов 
сечений и т. д., которые вызывают концентрацию напряжений, а 
следовательно, преждевременное разрушение материала.

При переменных нагрузках концентрация напряжений снижает 
прочность и для пластичного материала.

Следует отметить, что, как показали опыты, для большинства 
материалов снижение прочности при наличии концентрации напря
жений получается меньше, чем аа. Поэтому введено понятие э ф- 
ф е к т и в н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  к о н ц е н т р а ц и и  н а п р я 
ж е н и й ,  равного

(8.26)
°пчк

где опч — предел прочности детали без концентрации напряже
ний, а опчк — предел прочности детали, имеющей заданную концен
трацию напряжений.

Очевидно, для пластичных материалов К, = 1.
В местах передачи давления одного тела на другое возникают 

высокие м е с т н ы е  к о н т а к т н ы е  н а п р я ж е н и я .  Задача об 
определении контактных напряжений решается в теории упругости 
при следующих допущениях:

— линейные размеры площадки текучести малы по сравнению 
с радиусами кривизны соприкасающихся поверхностей;

— сжимающая сила направлена по нормали к площадкам кон
такта и вызывает появление нормальных напряжений;

— материалы соприкасающихся тел подчиняются закону Гука.
Допускаемые контактные напряжения, значения которых даны

в справочниках, могут быть больше предела прочности. Объясняет
ся это в основном тем, что контактные напряжения быстро убы
вают по мере удаления от места контакта, кроме того, материал 
в месте контакта находится в объемном напряженном состоянии, 
при котором он способен выдерживать напряжения, значительно 
превосходящие предел прочности, соответствующий осевому на
пряженному состоянию.

О выборе допускаемых напряжений. Допускаемые напряжения 
выбираются так, чтобы обеспечить длительную безаварийную ра
боту механизма, прибора и отдельных их частей, учитывая самые 
неблагоприятные условия их работы. Поэтому если обозначить пре
дельные напряжения опр, то

м
спр 
~П~ >
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где п — коэффициент запаса прочности, который выбирают с учетам 
опыта эксплуатации. За предельное напряжение принимают для 
пластичных материалов предел текучести, для хрупких — предел 
прочности.

Для удобства выбора коэффициент запаса представляют в виде 
произведения частных коэффициентов запаса:

rt =  rt1Xrt2X«3X . . .  Х«я, (8.28)

где «1 — коэффициент, учитывающий отклонение механических ха
рактеристик от принятых в расчете;

«2 — коэффициент, учитывающий отклонение действующих на
грузок и напряжений от расчетных;

ц3 — коэффициент, учитывающий степень ответственности де
тали и отклонения условий работы от принятых в расчете.

В некоторых случаях количество частных коэффициентов за
паса может доходить до пяти и даже десяти. В машиностроении 
обычно учитывают только три вышеназванных частных коэффи
циента запаса, при этом их значения колеблются в зависимости 
от материала в пределах:

— для весьма хрупких Hi =  4—6; для хрупких пх — 3—4;
— для малопластичных пх = 2—3;
— для пластичных (расчет по пределу текучести) из табл. 1.

Таблица 1

Ст/5в 0 ,4—0,55 0,55—0,7 0 ,7—0,9 Литые

л, 1,2— 1,5 1,4— 1,8 1,7—2,2 1 ,6—2,5

«2 — принимается при ответственных расчетах 1 -т-1,5, при гру
бых— 2; п3 — принимается равным I,Он-1,5.

§ 39. ПОНЯТИЕ О РАСЧЕТЕ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ 
НА РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ

Статически неопределимой называется такая геометрически не
изменяемая система, в которой реакции связи при произвольной 
статической нагрузке могут быть определены лишь из совместного 
рассмотрения уравнений равновесия и уравнений, связывающих пе
ремещения системы.

Геометрически неизменяемой системой называется такая си
стема соединенных между собой тел, которая не допускает отно
сительного перемещения ее частей без деформаций.
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Примеры статически неопределимых систем представлены на 
рис. 8.12, г, д, е.

Разность между числом неизвестных реакций и числом урав
нений равновесия характеризует степень статической неопредели
мости системы. Следовательно, системы, представленные на 
рис. 8.12 (г, д, е), являются один раз статически неопределимыми. 
Отметим, что в указанных стержневых системах вследствие нали
чия шарниров все реакции направлены вдоль соответствующих 
стержней.

Статически определимые Статически неопределимые- 
системы системы

Рис. 8.12.

Рекомендуемая последовательность решения статически неопре
делимых систем:

— выбрать объект, равновесие которого будет рассмотрено, на
метить направление и определить количество опорных реакций;

— установить степень статической неопределимости, т. е. раз
ность между числом неизвестных и числом независимых уравнений 
статики;

— составить уравнения равновесия;
— изобразить систему после деформаций и план перемещений; 

записать уравнения совместности перемещений;
— решить полученную систему уравнений и определить неиз

вестные реакции.
Определить в зависимости от задания:
— напряжения при заданных сечениях стержней;
— сечения стержней при заданных допускаемом напряжении 

и отношениях площадей;
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— грузоподъемность системы при заданных площадях сечений 
и допускаемом напряжении.

Пример. Определить грузоподъемность системы, изображенной на рис. 8.13, 
если заданы допускаемое напряжение [а], площади сечений и материал (Е).

Р е ш е н и е .  Выбираем объект равновесия — узел А системы; число неизве
стных реакций равно трем; устанавливаем, что число уравнений равновесия 
равно двум (плоская система сил, сходящихся в одной точке); задача один раз 
статически неопределима.

Записываем уравнения равновесия:

^  Xi  =  — /?, sin а +  R 2 sin a — 0. 

откуда R i ~ R 2 ',
'V  Yi — Ri COS a -f R 2 COS a +  R3 —  P  =  0

2Ri COS a +  R 3 = P. (a)
Составляем план перемещений. Точка А 

под действием силы опускается и занимает 
новое положение А\. При этом все стержни 
удлиняются. Удлинение Д/i получается, если 
из точки В провести дугу радиусом ВА до 
пересечения со стержнем ВА\. Аналогично по
лучаем Ak. Учитывая, что удлинения малы 
по сравнению с длинами стержней, заменяем 
дуги перпендикулярами из А на ВА\ и DAU Записываем уравнение совместности 
перемещений.

Из заштрихованного треугольника AAiA следует
Д/3 COS а =  A/j

или, учитывая, что Ni — Ri и N3=R°, получаем

R3I3
EJ'\

COS а —
R\h
E\F1 ’ (б)

где 1Ъ — li COS а.
Решаем систему уравнений (а), (б) и определяем неизвестные:

Л3 =

Ri = R2 =

1 1 П 1 о1 -f 2 р F - COS3 аЕ’Ъ* 3

Р  COS2 а____£3' 3______
1 +  2 COS3 аС3Г3

)

(8.29)

Отметим, что р е а к ц и и  с у щ е с т в е н н о  з а в и с я т  о т  о т н о ш е н и я  
ж е с т к о с т е й  с т е р ж н е й .  Полагаем, что жесткости стержней одинаковы, 
т. е.

E\Fl — E 2F2 — E3F3,

тогда

1 +  2 COS3 а
Р COS2 а

1 +  2 COS3 а т. е. # 3>V ?1.
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Определяем допускаемую нагрузку из условия прочности

(J Я» Р
( 1 + 2  COS'* а) /*з

< 1«).

откуда
[Р] <  [ч] /3 (1 +  2 cos3 а). (8.20)

Отметим, что при таком методе расчета крайние стержни полу
чаются недогруженными и напряжения в них ниже допускаемых, 
что свидетельствует о плохом использовании материала.

Т е м п е р а т у р н ы е  на 
п р я ж е н и я  в с т а т и ч е с к и  
н е о п р е д е л и м ы х  с и с т е 
мах .  Рассмотрим стержень 
постоянного сечения, оба кон
ца которого защемлены 
(рис. 8.14). Требуется опреде
лить напряжение при его на
гревании на At° С. С подобной 
задачей встречаются, напри
мер, при эксплуатации трубо
проводов, подводящих среду с 
высокой температурой. Если 
бы стержень был защемлен 
с одного конца, при увели
чении температуры его удли
нение было бы равно Д/г =  
=  а • / • At, где а — коэффициент 
линейного расширения (а =  
=  125-10-7 для стали, а =  
=  165- 10~7 для меди и т. д.). 

Второе защемление препятствует удлинению, и поэтому в стерж
не возникают внутренние усилия. Воспользуемся общим методом 
решения статически неопределимых задач:

— отбросим мысленно опоры и заменим их реакциями RA и RB',
— объект равновесия — стержень, число неизвестных реакций 

равно двум, число уравнений равновесия одно; задача один раз 
статически неопределима;

— составляем уравнение равновесия в виде

2 Г / - - * а +  я в =  0 ’
откуда Ra ^ R b — R',

— записываем уравнение совместности перемещений
Alt -f- ДlR =  0

или, принимая, что стержень сжат (Д/л < 0),

E F — 0,

откуда R — a-EF-At\ 
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— температурные напряжения сжатия равны

°t =  - jr= a-E -A t .  (8.31)

Из полученного равенства следует, что температурные напря
жения не зависят от длины и площади сечения стержня, а зависят 
от свойств материала (а, Е) и изменения температуры (At). Так,
при А =  60° С для стального стержня Е ~  2 • 106- ^ -  =  1,96 • 105 —  , 
а =  125 * 10-7 из формулы (8.31) следует, что

а, =  aEAt =  125 ■ 10-7 • 1,96 • 105 • 60
или

ot =  147 ж  1500 кгс/см2.

Рассмотрим случай, когда между стеной и стержнем существует 
зазор 8 (рис. 8.14). Тогда уравнение совместности перемещений бу
дет иметь вид

Д /, +  A lR — 8
или

Яв1
EF  ~ 8,

откуда

R, =  /?„ =  ~  (аШ -  8) =  ЕЕ (a - A t -

Соответственно напряжение будет равно

o. =  E ( a A t - ± - ) , (8.32)

т. е. при наличии зазора напряжение уменьшается. Так, если при
нять 8 =  0,5 мм = 0,5-10_3 м, 1=1 м, то для рассмотренного выше

, п МН __гЛП кгспримера о, =  49 ж  500 .
Отметим, что для уменьшения температурных напряжений стре

мятся статически неопределимую систему превратить в статически 
определимую (например, рельсы укладывают с зазорами, хотя это 
нежелательно с других точек зрения, и т. д.). Часто для уменьше
ния температурных напряжений в статически неопределимую си
стему включают компенсаторы различных конструкций.



Г Л А В А  9

ОСНОВЫ ТЕОРИИ НАПРЯЖЕННОГО состояния

§ 40. ОСЕВОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ. СОСТАВЛЯЮЩИЕ 
НАПРЯЖЕНИЯ. ЗАКОН ПАРНОСТИ КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ

Продолжим исследование осевого напряженного состояния 
стержня, растягиваемого (сжимаемого) осевыми силами. Для пол
ной оценки его прочности следует знать напряжения не только в 
поперечном, но и в любом сечении стержня. Для этого рассмо
трим сечение tiL, проведенное под некоторым углом а к попереч
ному пт (рис. 9.1). Угол между внешними нормалями этих сече
ний также равен а. За положительное направление отсчета угла 
принимается направление, отсчитываемое против хода часовой 
стрелки (рис. 9.1).

В соответствии с рисунком полное напряжение
Р  Р  COS а

Р а  Р  ~р COS Я,га Г0 (9.1)

где F0— площадь поперечного сечения пт\
р

F = — 5----- площадь сечения nL.
а COS а

Далее из рис. (9.1, б) следует, что
ffa =  Ра cos a =  ao cos2 a; (9.2)

T«! e / ,«sina==- y  sin2a, (9.3)

т. e. я, и т, являются непрерывными функциями угла a.
Нормальные напряжения aa, по направлению совпадающие с 

направлением внешней нормали, принимаются за положительные 
напряжения (растяжение). За положительные касательные напря
жения Ха принимаются те, которые, будучи повернуты на 90° про
тив хода часовой стрелки, совпадают с направлением внешней нор
мали (рис. 9.1).

Из равенства (9.2) следует, что при c o sa = l (a =;()0) нормаль
ные напряжения имеют максимальные значения, а касательные 
(9.3) равны нулю,
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Напомним, что Нормальные напряжения, действующие По НЛ6- 
щадкам, на которых отсутствуют касательные напряжения, на
зываются г л а в н ы м и  н а п р я ж е н и я м и ,  а соответствующие 
площадки — г л а в н ы м и  п л о щ а д к а м и .

В рассматриваемом случае главная площадка перпендикуляр
на оси стержня (при а =  0, та=0, а =  атах==ао). На главной площад
ке нормальные напряжения имеют максимальные значения.

Из уравнения (9.3) следует, что касательные напряжения 
имеют максимальные значения при s in 2 a= l (2a =  90°), т. е. дей-

Рис. 9.1.

ствуют по площадкам, наклоненным к оси под углом а =  45°, и чис
ленно равны

(9.4)

Вопрос о том, какие из этих напряжений определяют прочность 
материала, будет рассмотрен в § 43.

Проведем площадку, перпендикулярную данной (рис. 9.2);
она будет составлять с поперечным сечением стержня угола +  у  .
Из формул (9.2) и (9.3) следует:

А =  <J0COS2 (a  +  = o 0sin2a; (9.5)

т * = ^ - s in 2 ( a +  T - W - - 2 ‘ ,sin2a- (9.6)

Сопоставляя (9.5) с (9.2), а также '(9.6) с (9.3) видно, что

— т
«+Т

(9.7)
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Следовательно, сумма нормальных напряжении, возникающих 
на взаимно перпендикулярных площадках, не зависит от угла а 
и равна главному напряжению.

По взаимно перпенди
кулярным площадкам воз
никают касательные напря
жения, равные по модулю, 
но разных знаков — з а к о н  
п а р н о с т и  к а с а т е л ь 
ных  н а п р я ж е н и й .

К

§ 41. ПЛОСКОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

Когда на элемент в виде кубика (рис. 9.3), условно вырезан
ного из тела, главные напряжения действуют по двум взаимно 
перпендикулярным направлениям, а в третьем направлении глав
ное напряжение отсутствует, имеет место плоское напряженное 
состояние. Исследуем напряжения, возникающие по наклонной 
площадке при плоском напряженном состоянии (рис. 9.3).

Обозначим главные напряжения, направленные по соответст
вующим осям, О] и 02- Пользуясь принципом независимости дейст
вия сил, запишем уравнения, определяющие напряжения, дейст
вующие по площадке, наклоненной под углом а.

Нормальные напряжения
<за =  Oj COS2 otj +  02 COS2 Я2 =  Oj COS2 Я  +  o2 s i n 2 я ,

где Я2 ~я\  +90°.
Касательные напряжения

=  4f- • sin 2« +  • sin 2а2 • sin 2а — j -  • sin 2а
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или

Оа =  Oj COS2 а - f  s in 2 «1

1̂ 2̂ * о\  2 • Sin 2а.
(9.8)

Из уравнений (9.8) следует, что по площадке, образующей 
угол ~2 ~ с рассматриваемой, соответствующие напряжения будут:

а в =  ffj sin2a -j- a2cos2a;
a+ T

T я =  —  T «+Т а
(9.9)

т. е. и при плоском напряженном состоянии также действует 
закон парности касательных напряжений. Складывая нормальные 
напряжения aa -f a

чаем
+  a«+ ■

полу-
0*

1 + а 2. (9.10) т Л

Сумма нормальных напряже
ний, действующих по взаимно 
перпендикулярным площадкам 
^ая +  а + я ),при плоском напря

женном состоянии равна сумме 
главных напряжений (ai +  a2).

Решим о б р а т н у ю  з а д а ч у .
Пусть заданы нормальные и ка
сательные напряжения по взаим
но перпендикулярным граням эле
мента (рис. 9.4). Требуется опре
делить величины главных напря
жений и положения главных площадок. Пусть для определенно
сти a j^. Отсчет угла а для определения направления

ранее производился от задаваемого напряжения л  п р о т и в  х о д а  
ч а с о в о й  с т р е л к и .  Следовательно, при заданном для 
определения направления л  отсчет а нужно будет производить 
от aa в противоположном направлении, то есть по х о д у  ч а с о 
в о й  с т р е л к и .

Из системы уравнений (9.8) и (9.9) следует

о, — a ^  =  Оу (cos2 а — sin2 a) — a2 (COS2 а — sin2 а) =  (0l — а2) COS 2а 
“+ 2
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или

- s i n 22 a =  K - a 2) | / ^  =

; 2 / ( ^ . ) 2_ t 2. (*)

С другой стороны, из (9.10)
C2 =  aa +  a„ , * — ®1*

“+ T

Тогда подкоренное выражение можно записать в виде

( S - £ l ) ’ г2 ——
у

г2 _

5а + 5
“+  Т  —  Т 2.

Возведем в квадрат обе части равенства (*) с учетом (**)

( ‘• - ° . + i ) 2= 4

®«+ 5
“+ Т

или
<г„ —<? + »

* + т =  of -  Oj + *+Т х2.

После простейших алгебраических преобразований получаем 
следующее квадратное уравнение для определения о;:

откуда

Э У Г -
+ 5 “+т

Jl~ _  2 +  т2 .* п •

Соответственно о,
«+-

2(3) ' / I
' (9.11)

*+Т ~Т т2 . I * )
Угол наклона главной площадки, на которой напряжение рав

но оь определяется из двух равенств:

sin 2а =  - 2*а
®1 2̂ ; cos 2а == ^  2
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откуда с учетом направления отсчета угла а
. о 2т"tg 2а = «г» — о (9.12)

«+•

(9.13)

Следовательно, главная площадка, на которой напряжение рав
но ai, направлена под углом а к площадке, по которой действуют 
напряжения оа и ха; при этом отсчет угла а от этой площадки 
производится п р о т и в  х о д а  ч а с о в о й  с т р е л к и  в том слу
чае, когда правая часть равенства (9.12) будет положительна.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и :
1. оа =  о; аа+ _*_ =  0; та =  1 фО — случай п л о с к о г о  п о п е 

р е ч н о г о  и з г и б а .  Тогда

•■-t +vT+^I

tg 2х =  ~  •

2. аа =  0; а =  х ф  0. По граням действуют только каса-

тельные напряжения— случай ч и с т о г о  с д в и г а ,  тогда
=  х; о3 =  — х;

tg2« =  oo; « =  45°, (9.14)

§ 42. ОБЪЕМНОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ.
ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОН ГУКА

При объемном напряженном состоянии (рис. 9.5) по взаимно 
перпендикулярным площадкам кубика действуют главные напря
жения a i> o2> a 3. На практике 
объемное напряженное состояние 
имеет место, например, у эле
ментарного кубика в месте кон
такта рельса и колеса, при дав
лении одного шара на другой 
и т. д.

Определение деформаций при 
объемном напряженном состоя
нии. При наличии только одного 
напряжения щ относительное 
удлинение в направлении ai бы-

<мло бы равно Ej =  -р -, а относи
тельное сжатие в двух других 
направлениях было бы одинаково и равно — • Поместим эти
данные в первый вертикальный столбец табл. 2.

125



Таблица  2

Направления
Деформации от напряжений

<*1 5а °з

П ервое £
<?2

- * ~ Ё
Сз

- Р - Т

<7j
Второе - * - Ё £

Третье
®i ^3

- * ~ Е £

Аналогично рассуждая, заполняем 2-й и 3-й столбцы. Суммируя 
по с т р о ч к а м ,  получаем выражения обобщенного закона Гука:

„ П1 Iх (**2 +  ®з) . h — -ff  £ ’
(Т2 Iх (®3 + <П) .Ч ~ ~ Ё  £ •

.  _ _ 5 з ____Iх (<*1 +  Да)
3“  £ £

1

)

(9.15)

При ai =  o2 =  03 =  oo параллелепипед деформируется, но остается 
параллелепипедом, подобным исходному; относительные деформа
ции будут равны

£1 =  £2 =  £3 ~  ~ Е ~ ( 1 — 21х).

Частный случай аз = 0 — плоское напряженное состояние. Из 
(9.15) следует

£

£2
52
£

(9.16)

Решая систему (9.16), относительно напряжений получаем:
£

°i — ! _  JJ.2 (£i +  Г£г); 

СТ2 =  1 _  jj.2 ( е2 +  Р Ч )  •

(9.17)

Удельная потенциальная энергия. Удельную потенциальную 
энергию а при объемном напряженном состоянии можно опреде
лить как сумму, состоящую из трех слагаемых: а = ах +  а2 +  а3. 
В соответствии с (8.23)

1 , 1 , 1
а  —  ~2 ст1£1 +  ~2 a2£2 +  ~2 J3£3-
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Подставляя значения еь с2 и е3 из (9.15) в (9.18), после преоб
разований получаем

а --- +  <*? +  аз ~  2и +  Gr/ !3 +  сз<п)
2 £ (9.19)

§ 43. ТЕОРИИ ПРОЧНОСТИ

При о д н о о с н о м  ( л и н е й н о м )  н а п р я ж е н н о м  с о 
с т о я н и и  условие прочности имело вид ama где допускае
мое напряжение определяется в зависимости от напряжения, ха
рактеризующего опасное состояние материала и выбранного коэф
фициента запаса прочности.

Так, для х р у п к о г о  материала при статической нагрузке за 
опасное напряжение принимается предел прочности аПч- Поэтому

Для п л а с т и ч н о г о  материала за опасное состояние прини
мают предел текучести ат. Тогда

При з н а к о п е р е м е н н о й  нагрузке и с и м м е т р и ч н о м  
цикле, при котором положительная амплитуда напряжения равна 
отрицательной, за опасное состояние принимают предел выносли
вости а_ь Пределом выносливости называется амплитуда напря
жения, при которой деталь не разрушается даже после того, как 
число циклов будет весьма велико (107 или 108 в зависимости от 
материала). Тогда

где [«]пч, Мт, М- 1  — соответствующие коэффициенты запаса проч
ности *.

Все опасные напряжения (оПч, от, o-i) при одноосном напря
женном состоянии берутся из опыта. Экспериментальное иссле
дование материалов, находящихся при плоском, а особенно объем
ном, напряженном состоянии, весьма затруднительно.

Поэтому, для того чтобы, используя данные, полученные при 
линейном напряженном состоянии на обычных испытательных ма
шинах, решить вопрос об опасном состоянии при плоском или 
объемном напряженном состоянии, вводятся гипотезы — теории 
прочности. Каждая теория прочности, которая появлялась по мере 
развития науки о прочности, исходит из принятия определенного 
критерия, который определяет опасное состояние материала.

* При возникновении в опасной точке только касательных напряжений
т(в =  0) ДОСТаТОЧНО ВЫПОЛНИТЬ у с л о в и е  ПРОЧНОСТИ T m a i <  [т].
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П е р в а я  т е о р и я  п р о ч н о с т и  — теория наибольших нор
мальных напряжений— исходит из того, что опасное состояние в 
материале, испытывающем сложное напряженное состояние, имеет 
место в том случае, когда наибольшее (по абсолютному значению) 
главное напряжение достигает предельно опасного значения для 
одноосного напряженного состояния, т. е.

а1 <  Нр или 1аз К  Меж. (9.20)
где 01 и оз — главные напряжения.

Для плоского напряженного состояния они определяются по 
формулам (9.13). Опыты показывают, что первая теория прочно
сти для хрупкого материала, находящегося в плоском напряжен
ном состоянии, удовлетворительно согласуется с опытом. Опыт 
также показал, что при всестороннем сжатии чугунный кубик не
разрушился при давлении 20000 кгс/см2=1960 - ^ ( хотя по первой 
теории прочности он должен был разрушиться при а =  2000 кгс/см2 =  
=  196 м2

В т о р а я  т е о р и я  п р о ч н о с т и  — теория наибольших отно
сительных деформаций — исходит из предположения, что опасное 
состояние материала, находящегося в сложном напряженном со
стоянии, определяется наибольшей относительной деформацией, 
которая не должна превосходить допускаемую относительную де
формацию для одноосного напряженного состояния. Пусть si и 
будет етах- Из обобщенного закона Гука следует

si =  ^  “  1Г (^ +  аз) < [ £].

где [г] =  ~ — допускаемая относительная деформация, а Я и
р.—средние величины, принимаемые одинаковыми как для осевого 
растяжения, так и для сложного напряженного состояния. После 
подстановки и сокращений получаем

ai — V- (а2 +  ®з)< [«]• (9.21)
В левой части неравенства (9.21) стоит э к в и в а л е н т н о е  

или п р и в е д е н н о е  напряжение. Формула дает удовлетвори
тельные результаты при проверке прочности хрупкого материала.

Первая и вторая теории прочности, относящиеся к х р у п к о м у  
разрушению, имеют общий недостаток: они дают результаты, от
личные от опытных, полученных при исследовании прочности пла
стичных материалов.

В соответствии, например, с формулой (9.21) образец, растя
гиваемый в двух или трех направлениях, должен выдерживать 
большее напряжение, чем при растяжении в одном направлении. 
Опытные исследования этого не подтверждают.

Т р е т ь я  т е о р и я  п р о ч н о с т и  — теория наибольших ка
сательных напряжений — предполагает, что опасное состояние ма-
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-г _  I gl g3 I Г 1 
Тшах 2 ^  Iх J >

г 1 Мгде |т] =  — Для одноосного напряженного состояния.
После подстановки и сокращения получаем

К - О з К М .  (9-22)

Опыты показывают, что полученное условие прочности, в ле
вой части которого стоит также приведенное напряжение, дает ре
зультаты, близкие к опытным, для пластичного материала. Однако 
в неравенство (9.22) не входит аг, что, конечно, является недостат
ком третьей теории прочности, так как оно не учитывает все об
стоятельства нагружения.

Ч е т в е р т а я  э н е р г е т и ч е с к а я  т е о р и я  п р о ч н о с т и .  
Согласно первой э н е р г е т и ч е с к о й  теории, предложенной Бель- 
трами (1885 г.), на опасное состояние материала оказывает влия
ние и напряжение, и деформации, т. е. величина удельной потен
циальной энергии, накапливаемой в окрестности опасной точки и 
определяемой по формуле (9.19). Однако дополнительные иссле
дования показали, что в условии прочности нужно учитывать не 
всю удельную потенциальную энергию, а только ту часть, которая 
соответствует изменению формы (энергия формоизменения Оф), 
и не учитывать потенциальную энергию, идущую на изменение 
объема av. Опуская промежуточные вычисления, укажем, что

«ф =  Л  — «г =  («1 +-<*2 +  °3 — °1а2 — а2аз — a3°i)- (9.23)

При одноосном состоянии аг =  <зз =  0- Тогда из (9.23) следует, 
что

териала, находящегося в сложном напряженном состоянии, опре
деляется м а к с и м а л ь н ы м  касательным напряжением

Следовательно, условие прочности по четвертой теории будет 
иметь вид

а * < [ Ч ф | = 1 4 г -[«Г . (9.23,а)

После подстановки значения аф из формулы (9.23) в левую 
часть полученного неравенства (9.23, а) и преобразований полу
чаем

а 1 +  °2 +  °3 —  ° l ff2 —  ®2а3 —  ° S ffl  <  М 2
ИЛИ

*экв -  / 4 * 1 ^ “ ^ 2+ ^ - вз)2+  ( ^ - ^ ]  <  И - (9.24)

1295— 765



(9.25)а экв =  К о ?  +  °2 _  °1а 2 <  М  •

Полученные равенства (9.24) и (9.25) дают результаты, удов
летворительно совпадающие с опытными для пластичных материа
лов, однако для материалов, неодинаково сопротивляющихся рас
тяжению и сжатию, результаты получаются менее удовлетвори
тельные.

Гипотезы максимальных касательных напряжений (третья тео
рия прочности) и энергии формоизменения (четвертая теория проч
ности) дают близкие результаты и являются основными гипоте
зами предельных состояний.

Рассмотренные ранее теории прочности учитывают особенно
сти напряженного состояния тела, но не учитывают его струк
турных особенностей, различной прочности материалов на растя
жение и сжатие и другие факторы. Поэтому эмпирические и полу- 
эмпирические критерии прочности являются более надежными. 
К ним относятся теории прочности О. Мора, П. П. Баландина, 
Я. Б. Фридмана и др.

Условие прочности по теории Мора будет
°i — vcr3 < [ a]P. (9.26)
М Р

где при [л]р =  [л]сжv =  -T-j— , [о]р и [а]сж— допускаемые напря-
Гчсж

жения на растяжение и сжатие, oi—уо3 =  оЭцв — эквивалентное на
пряжение.

Формула (9.26) имеет преимущество перед полученными ранее, 
так как в нее входят две экспериментальные величины, получае
мые при испытаниях на растяжение и сжатие. При v = l теория 
Мора совпадает с третьей теорией. Однако и теория прочности 
Мора не учитывает, что для ряда материалов зависимость между 
напряжениями и деформациями нелинейная. На практике исполь
зуют и теорию Баландина, которая для плоского напряженного 
состояния имеет вид

~Цг~ («1 — »г) +  4 “ “  v2) (al + 52)2+4v (aj+of—ал) <  [a]p, (9.27)

где, как и ранее,
МР

V М еж  ‘

При v = l формула (9.27) совпадает с четвертой теорией проч*
H0CTHt

Для плоского напряженного состояния при а3= 0



Г Л А В А  10

ДЕФОРМАЦИЯ СДВИГА И КРУЧЕНИЯ

§ 44. ЧИСТЫЙ СДВИГ

Ряд деталей машин и механизмов подвергается действию 
внешних нагрузок, которые стремятся сдвинуть одну часть детали 
относительно другой, как, например, болтовые, заклепочные и свар
ные соединения, врубки и др. При 
этом в плоскостях сдвига возни
кают касательные напряжения.
Сдвиг в чистом виде получить 
внешним воздействием на элемент 
трудно, так как он обычно сопро
вождается другими деформациями: 
растяжением или сжатием, изги
бом и др.

При расчете на сдвиг делают 
ряд допущений, и в первую очередь 
принимают, что касательные напря
жения по площади сдвига распре
делены равномерно. Так, при изу
чении работы одной заклепки 
(рис. 10.1), пользуясь методом се
чения, можно записать, что

P - x - F  =  0,

где Р г— значение сдвигающей силы, а Т7 — площадь сечения.
Условие прочности для одной заклепки будет иметь вид

т"--'7г< Мс. (ЮЛ)

где [т]с= (0,6-^0,8)[а]р — допускаемое напряжение на сдвиг.
При наличии нескольких заклепок предполагают, что усилия 

по заклепкам распределены равномерно, что более или менее 
справедливо лишь к моменту разрушения статической нагрузкой, 
когда напряжения выравниваются за счет пластических дефор
маций.

Рис. ЮЛ
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( 10.2)

В этом случае условие прочности будет иметь вид

nF л d2 
~

<  Н е

где п — число заклепок, a d — диаметр заклепки.
В формуле (Ю.2) не учитываются напряжения, которые по* 

являются вследствие изгиба под действием пары сил, растяжения 
вследствие реакции склепываемых листов и силы трения.

Выделяем в сечении, подвергающемся сдвигу, весьма малый 
параллелепипед (рис. 10.2). Под действием сдвигающего усилия 
он перекашивается, что является характерной особенностью сдви-

AS I

Рис» 10.2,

га. В соответствии с законом парности касательных напряжений 
они действуют не только по горизонтальным, но и по вертикаль
ным (боковым) плоскостям. Рассматриваемый вид плоского на
пряженного состояния называется чистым сдвигом. При чистом 
сдвиге внутри выделенного параллелепипеда есть главные пло
щадки, составляющие (ф. 9.14) 45° и 135° с горизонталью, по которым 
действуют главные напряжения: растягивающее а\—х и сжимаю
щее аз =  —х (рис, 10.2, а). Установим связь между напряжением и 
деформацией при чистом сдвиге. Для этого рассмотрим деформа
цию параллелепипеда, считая нижнюю плоскость его закрепленной. 
Верхняя плоскость под действием сдвигающего усилия переме
стится и займет новое положение. При рассмотрении деформации 
грани abed (рис. 10.2,6) введем следующие обозначения:

AS— абсолютный сдвиг;
=  tg Т— относительный сдвиг (вследствие малости угла

tg r ~ r ) ;
AL— абсолютное удлинение диагонали;

AS cos 45̂е =  —  = ----- j-----=  pcos245° — относительное удлинение диа-
cos 45° 
гонали.
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Определим еь используя обобщенный закон Гука. Из уравнения 
(9.15) при а2 =  0 следует, что

_  а, ра3
1 Е  Е  '

Для случая чистого сдвига о) =  т и оз =  —-г, следовательно,
„ _  т 0 + Мsi — р (10.3)

Учитывая, что si=ycos2 45°= -у , из уравнения (10.3) следует, 
что

Т 2 ( 1 + р ) т- (10.4)

Коэффициент, стоящий перед относительным сдвигом у, назы
вается м о д у л е м  с д в и г а  или модулем упругости второго рода 
и обозначается буквой G.

G = Е
2(1 +н9 ‘ (10.5)

Модуль сдвига зависит от материала стержня.
Так, принимая для малоуглеродистой стали р =  0,3, получаем

9.106
G =  2(1 Д з )  = 0 ,7 7 - 10е» 0 , 8 -106 кгс/см2 =  0,75-105 МН/м2.

Из формулы (10.5) видна связь между тремя упругими по
стоянными: коэффициентом Пуассона р. и модулями упругости при 
растяжении Е и сдвиге G. С учетом (10.5) выражение закона Гука 
при сдвиге будет

т — Gy. (Ю.6)
Из формулы (10.6) можно получить значение абсолютного 

сдвига. Пусть Q — сдвигающая сила и т==-^-.  Тогда

=  (Ю.7)

где GF — жесткость при сдвиге.
Полученное уравнение имеет форму, подобную уравнению, вы

ражающему закон Гука при растяжении.
Пользуясь указанной аналогией, выражение для потенциальной 

энергии упругих деформаций при чистом сдвиге можно записать 
в виде

П ^ А Щ О е (Ш 8)

Соответственно удельная потенциальная энергия
П  т Ю  г2

а — V — 2 “ 2G • (10.9)
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§ 45. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ ПРИ КРУЧЕНИИ

В практике часто приходится встречаться с кручением стерж
ней (валов), как, например, при передаче мощности на гребной 
винт подводной лодки, торпеды, на лебедку брашпиля, трансмис
сионные валы и, т. д. В дальнейшем ограничимся рассмотрением 
кручения стержней, поперечное сечение которых круг или кольцо.

Рис. 10.3.

Рассмотрим кручение стержня круглого сечения, защемленного ле
вым концом (рис. 10.3) с прямоугольной сеткой линий, нанесенных 
на его поверхность. Приложим на его свободном конце внешний 
вращающий момент (AfB).

Принимаем следующие допущения, справедливые при м а л ы х  
упругих деформациях:

— сечения стержня, плоские до деформации кручения, оста
ются плоскими и после деформации (гипотеза плоских сечений);

— расстояния между двумя любыми поперечными сечениями 
стержня, его общая длина и диаметр после деформации не из-
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меняются; эти допущения, подтверждаемые опытом, свидетельст
вуют об отсутствии нормальных напряжений в сечениях;

— радиусы, проведенные в сечении, поворачиваясь после де
формаций, остаются прямыми, т. е. сечения, поворачиваясь вокруг 
оси вала, как бы остаются жесткими круговыми пластинками.

Прямоугольная сетка, нанесенная на поверхность до нагруже
ния, после малых упругих деформаций превратится в сетку, состоя
щую из параллелограммов. Это позволяет сделать вывод о 
появлении касательных напряжений в поперечных сечениях 
стержня.

В защемлении при нагружении сечение остается неподвижным. 
Наибольшее угловое перемещение будет иметь крайнее тор
цевое сечение. Обозначим его <р и назовем абсолютным углом за
кручивания.

Для определения крутящего момента, действующего в любом 
сечении стержня, строим эпюру крутящего момента Мк. Выделим 
в рассматриваемом сечении (рис. 10.3) элементарную площад
ку dF, лежащую на расстоянии р от центра сечения. Обозначим 
касательное напряжение на этой площадке т Тогда элементар
ное внутреннее усилие будет равно ~ dF. Элементарный крутящий 
момент от усилия i dF, в свою очередь, будет равен произведению 
усилия на плечо, т. е. dMK =  рт̂  dF.

Крутящий момент, действующий в данном сечении, опреде
лится суммированием элементарных моментов

Установим связь между двумя переменными р и т стоящими 
под знаком интеграла. Для этого рассмотрим деформацию элемен
тарного цилиндра (рис. 10.3,6) длиной dx. Из построений следует, 
что

( 10. 10)
F

dS =  i d x  =  r-d<р,

где по закону Гука у — • Следовательно, ■dx =  rd<? или

( 10.11)

При

Из сопоставления последних равенств в формуле (10.12) сле
дует, что

(10.13)
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т. е. касательные напряжения по сечению распределены по л и- 
н е й н о м у  закону; они равны нулю на оси вала и максимальны 
на его поверхности. Подставляя тр из (10.13) в (10.10), получаем

Мк= \ 'шах -Z-dF-г
шах j  Р2 dF.

Полученный интеграл вида J  р2dF =  / p, т. е. является полярным

(10.14)

моментом инерции сечения. Следовательно,
Т

Мк =- Г Л»

откуда
Мк-г Мк

шах — /р Wp ’ (10.15)

1 р
где lFp =  -р- — полярный момент сопротивления.

В любой точке сечения, расположенной на расстоянии р от 
центра круга:

хр Ь
(10.16)

§ 46. ПОДБОР ДИАМЕТРА ВАЛА ИЗ УСЛОВИЯ ПРОЧНОСТИ4

При расчете вала на кручение по допускаемым напряжениям 
условием прочности будет неравенство вида тщ ах^Ы к 
или

^ < м , .  (10.17)

Полярный момент сопротивления поперечного сечения пусто
телого вала =  будет (§ 21, ф. 5.32)

Формула (10.17) позволяет в зависимости от задаваемых вели
чин определить размеры сечения, проверить прочность или най
ти [М„].

Из условия прочности (10.17) следует, что

d > V t 16Л4К
:^]к(1-«4) 1,72 У - Mv

х1к (1 ai) (10.18)

Величина а обычно колеблется от 0,3 до 0,7. Так, например, 
для промежуточного вала валопровода корабля а =  0,5 ч-0,65, для 
гребного а =  0,35 и т. п. Величина допускаемого напряжения на 
кручение [т]к~  (0,5 ч-0,6) [а].
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В частном случае, когда вал сплошной (а =  0), диаметр вала 
определяется по формуле

з __

“ > 1’7 2 У й -  <1(Ш>
Для тонкостенной трубы, у которой толщина стенки 8 значи

тельно меньше радиуса трубы, момент сопротивления (см. ф. 5.34)
ltd2 Ь

равен Wv =  — —-—  Следовательно, условие прочности
на кручение будет иметь вид

! % < № '  (Ю.20)

откуда при Гср^г

или

( 10.21)

Пример. Мощность силовой корабельной установки jV =  10000 кВт. Опре
делить диаметр промежуточного вала валоцровода, через который мощность 
передается от двигателя на винт. Вал полый (а=0,5), его частота вращения 
равна 400 оборотам в минуту и допускаемое напряжение на кручение [т]к =

=  50 ^ ?  = Е0-10. »
Р е ш е н и е .  Определяем вращающий момент (равный в данном примере 

крутящему) по формуле

МК = МВ = 9-50•—  =г 9550• 10J” °  =  23,8 - 101 Н-м. к в п 400

Определяем наружный диаметр вала по формуле (10.18): 
з з

d > '-n V  = 172 V 6 0 .^ 0 - 0 5 . )  = “ -  М’4
Внутренний диаметр вала равен di — ad = 0,5 • 29,4 см=14,7 см. Округляем: 

d = 30 см; cfj =  15 см.

§ 47. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ ПРИ КРУЧЕНИИ

Определим деформацию, т. е. угол закручивания, при кру
чении круглого стержня. Для этого перепишем уравнение (10.11) 
в виде

откуда

rQ
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Подставив значение ттах из формулы (10.15), находим, что 
, Мк-г dx MKdx

Если Мк и G/p по длине стержня (вала) х изменяются непре
рывно, угол -закручивания стержня будет равен

X
=  (Ю.22)

о р

Если Мк и G/p на рассматриваемом участке стержня длиной х 
постоянны, то

(10.23)

т. е. является линейной функцией от х. В конце участка длиной, 
равной I:

9 (0  —
Мк-1
G/p (10.24)

При наличии нескольких участков, на каждом из которых Мк 
и G/p постоянны, полный угол закручивания всего стержня (вала) 
определится суммированием

9 = (10.25)

В полученных уравнениях G/p — ж е с т к о с т ь  п о п е р е ч 
н о г о  с е ч е н и я  при кручении. Полярный момент инерции /р ха
рактеризует влияние размеров и формы сечения стержня на его 
способность деформироваться при кручении.

Физической^характеристикой с т е р ж н я  при его кручении яв

ляется коэффициент, равный
G/p
I который называется

ж е с т к о с т ь ю  п р и  к р у ч е н и и .
Уравнение (10.24) имеет структуру формулы, определяющей 

деформацию стержня при его растяжении осевыми силами, и вы
ражает закон Гука при кручении.

Пользуясь этой аналогией, запишем выражение для потен
циальной энергии упругих деформаций при кручении круглого 
стержня постоянного сечения в виде

t2G7p Л ф 
21 ~  2G/p • (10.26)

Кроме условия прочности необходимо соблюдать у с л о в и е  
ж е с т к о с т и ,  которое записывается в виде

(10.27)



где <р*.— относительный угол закручивания, т. е. угол закручива
ния вала единичной длины:

мк
GIp ' (10.28)

Обычно допускаемые углы закручивания задаются в градусах 
на погонный метр (100 см). Поэтому условие жесткости удобно за
писать в виде

/Мк ■ 100 180 -- ■ 0
GIp я '  *■'** (10.29)

Подбор диаметра сечения исходя из условия жесткости?*<[?].
7id4учитывая, что 32 ( 1 —а4), производится по формуле

32/VfK - ICO-180 
V я2 (1 —a4) (<f°| G 15’5 Г ( Г - Д К1 ,Т<?- (1а30)

По результатам опытов установлены следующие допускаемые 
углы закручивания: нормальные условия работы [tp°]= (0,3-е
-т-0,5) град/пог. м, при знакопеременных нагрузках [<р°] =  
=  0,25 град/пог. м, ударных [ф°] =  0,15 град/пог. м.

В заключение отметим, что диаграмма кручения образца из 
пластичного материала будет иметь на начальном участке харак
тер, подобный диаграмме растяжения. При статических испыта
ниях на кручение, так же как и при растяжении, на диаграмме 
напряжений характерные точки называются пределом пропорцио
нальности, пределом упругости и пределом текучести.

На рис. 10.4 представлен участок чугунного вала, к которому 
приложены вращающие моменты. При чистом кручении в соот
ветствии с формулой (9.14) наибольшие нормальные- (главные) 
напряжения at по модулю равны касательным и действуют по глав-
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ньш площадкам, составляющим 45 или 135° к оси вала 
(рис. 10.4,6). Разрушение вала из хрупкого материала произойдет 
по площадке, по которой действуют главные напряжения ai (рас
тяжение), так как допускаемые напряжения на растяжение для 
хрупкого материала значительно ниже, чем на сжатие. Характер 
излома при чистом кручении представлен на рис. 10.4, в.

§ 48. НЕКОТОРЫЕ СООБРАЖЕНИЯ О РАЦИОНАЛЬНЫХ ФОРМАХ 
СЕЧЕНИЙ ПРИ КРУЧЕНИИ

Очевидно, наиболее рациональным сечением с точки зрения 
прочности при кручении будет такое, которое при тех же Wv и /, 
что и у других, имеет наименьшую площадь сечения, а следова
тельно, и наименьший вес стержня. Для равной прочности сплош
ного и трубчатого сечения необходимо соблюдать условие, чтобы

я д з  i t d 3 ( l —  а 4)

( ^ р ) с п л = ( ^ р ) т р  ИЛИ - j ^ - = -------- jg-------- ,

(10.31)

откуда наружный диаметр трубчатого сечения будет
,, d
ат з

J / I ^
Отношение соответствующих площадей трубчатого и сплошного 

сечения с использованием уравнения (10.31) будет равно 
Лv.di

тр ■ (1 -  а2)
itd2
~

d2 (1 ~ « 2)
1 — а2

3
К о ■ а4)2

Их веса относятся при равных длинах, как и площади попе 
речных сечений, т. е.

Qrp 1 — а2
Фспл _Е.

(1 -  а4) 3
(10.32)

Ниже (табл. 3) приведены результаты расчетов по получен
ному уравнению (10.32), из которых видно, что применение труб
чатых тонкостенных сечений дает весьма заметную экономию ма
териала.

Т а б л и ц а  3

а,
а= 5 Г 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Отношение весов 0,99 0,96 0,92 0,85 0,79 0,70 0,61 0,51 0,39
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Следует учесть, что, если вес вала мал по сравнению с весами 
других деталей и стоимость изготовления его полым велика, валы 
изготовляются сплошными.

§ 49. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ И ДЕФОРМАЦИЙ В ВИНТОВЫХ 
ПРУЖИНАХ С МАЛЫМ ШАГОМ

Пружины нашли широкое распространение в технике. Поэтому 
для правильной эксплуатации техники нужно уметь определять 
наибольшие напряжения и удлинение (укорочение) пружин под 
действием приложенных нагрузок. Ограничимся исследованием 
пружин с малым шагом. Шагом пружины называется расстояние 
между соответственными точками двух смежных витков.

а) Определение напряжений в винтовых пружинах

От нручения От сдвига

Вводим обозначения (рис. 10.5): ^  — средний радиус пружины; 
г — радиус проволоки пружины; h — шаг пружины.

Пружина имеет малый шаг.
Поэтому можно условно при
нять, что длина витка пружины 
1=2-kR, а сечение витка плоско
стью, проходящей через ось пру
жины, будет круг.

Для определения внутренних 
силовых факторов, действующих 
в сечении, применим метод сече
ний. Для равновесия (рис. 10.5) 
отсеченной части необходимо, что
бы в поперечном сечении были 
приложены поперечная сила Q =
= Р и крутящий момент Мк =
= P 'R ,  равный по величине мо
менту силы Р относительно цен
тра тяжести сечения.

Касательные напряжения от крутящего момента, предполагая, 
что они распределены в сечении по линейному закону, как и при 
кручении прямого стержня, будут равны

Мк _  PR _  2PR _  8PD 
Wp кг3 кг3 тс d3 

~2~
(10.33)

Касательные напряжения, соответствующие деформации сдви
га, предполагая, что они равномерно распределены по сечению, 
определяются по формуле

Q Р ___ 4Р_
F г.-г2 ъй2 (10.34)
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Из рисунка следует, что в точке А сечения эти напряжения 
складываются. Следовательно, наибольшее напряжение будет 
равно

Тшах — Тк +  Хс — ~ ^ Г  ( 1 +  Щ  ) * (10.35)

Последнее равенство можно записать в виде

(10.36)

в котором поправочный коэффициент К зависит от отношения-^-.А
При выводе уравнения (10.35) не учитывалась кривизна витка и 
ее влияние на распределение касательных напряжения и их ве
личину. Значение коэффициента К с учетом кривизны дано в 
табл. 4.

Т а б л и ц а  4

г
3 4 5 6 7 8 9 10

к 1,58 1,40 1.31 1,25 1.21 1,18 1,16 1,14

Условие прочности

=  (10.37)

Допускаемое напряжение [т], например, для рессорной стали 
равно 380 - ^ - ~ 4 0 - ^ у И  определяется при статической нагрузке.
Для переменной нагрузки они снижаются обычно на 1/3-Т-2/3; по
следняя цифра относится, например, к клапанным пружинам, ра
ботающим, кроме того, в условиях повышенных температур.

б) Определение деформаций пружин с малым шагом

Деформация (осадка) пружины X может быть определена из 
условия, что работа Ае приложенной силы Р на перемещении X чис
ленно равна потенциальной энергии, накапливаемой пружиной при 
ее упругом кручении. Потенциальной энергией от других видов 
деформаций пренебрегаем. Тогда, учитывая, что
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где  / =

о т к у д а

2tzRh —  д л и н а  п р у ж и н ы ,  а  п — ч и с л о  в и т к о в ,  п о л у ч а е м  
Р1 1 (PRY 1
2 2 G/p ’

I 4 PR3n 8PD*n
~Gr* (10.39)Gd* *



Г Л А В А  И

ДЕФОРМАЦИЯ ИЗГИБА

§ 50. НОРМАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ПРИ ЧИСТОМ ИЗГИБЕ

Как было установлено в главе 7, при плоском поперечном из
гибе в сечениях балки возникают поперечная сила Q и изгибаю
щий момент Мп, обусловленные (рис. 11.1) наличием касатель
ных 1 и нормальных а напряжений.

Рассмотрим эпюры Q(x) и М(х) для балки, представленной на 
рис. 11.2, а. На участке CD балки поперечная сила Q =  0, а изги
бающий момент Ми =  const. Участок CD испытывает, как говорят, 
ч и с т ы й  из г иб ,
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Ч и с т ы м  и з г и б о м  (или просто изгибом) называется такое 
напряженное состояние стержня (балки), при котором в его по
перечных сечениях действуют внутренние силы, перпендикулярные 
сечениям, причем главный вектор их равен нулю, а главный мо
мент отличен от нуля.

р г , и Р "в*?.
а 1 ^х a I

С ! 1 'О
1 3

Эпюра Q[x)

В результате изгиба верхние волокна балки сожмутся, нижние 
растянутся (рис. 11.2,6). В слое, разделяющем эти области, про
дольные волокна не изменяют свою длину. Такой слой называется 
н е й т р а л ь н ы м .

Нейтральной осью (иногда нулевой линией) называется линия 
пересечения нейтрального слоя с поперечным сечением. В основе 
определения нормальных напряжений в сечениях балки при чи
стом изгибе лежат следующие допущения.
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По гипотезе плоских сечений (И. Бернулли *) при чистом из
гибе плоские сечения, перпендикулярные оси балки до деформа
ции, остаются и после деформации плоскими и перпендикулярны
ми изогнутой оси (рис. 11.2, в).

Отметим, что при наличии поперечной силы Q сечения не оста
ются плоскими, а искривляются. Однако искривления двух смеж
ных сечений (например, / —/ и II—II, рис. 11.2, в) происходит так, 
что расстояния между соответствующими точками сечений почти 
не изменяются; в этом случае искривление практически не влияет 
на величину нормальных напряжений.

Продольные волокна не давят друг на друга, а испытывают 
простое растяжение или сжатие.

Для точек, равноудаленных от нейтральной оси, по всей ши
рине симметричного сечения нормальные напряжения одинаковы.

Материал исследуемой балки, деформируясь, подчиняется зако
ну Гука и работает одинаково па растяжение и сжатие.

Балка деформируется в условиях плоского поперечного изгиба 
без коробления, что обеспечивается выбором геометрической фор
мы и размеров балки; так, для прямоугольника — должно быть 
невелико (<^0,2).

Выделим из балки постоянного сечения на участке CD элемент 
балки длиной dx. При изгибе он деформируется (рис. 11.2, в). Обо
значим радиус кривизны нейтрального слоя р, при этом длина во
локна нейтрального слоя, равная dx = pdy, не изменяется по срав
нению с начальной. Волокно, отстоящее от нейтрального слоя на 
расстояние у, будет иметь длину (p + y)d<p. Относительное удлине
ние рассматриваемого волокна будет

S — (р + .У) dy— _ У
Р <*<? р

Соответствующее нормальное напряжение в этом волокне 
будет

c =  eE =  - j -E.  (11.1)

Из равенства (11.1) следует, что нормальные напряжения по 
высоте сечения распределены по линейному закону. Они равны 
нулю на нейтральной оси (// =  0) и максимальны в наиболее уда
ленных точках от оси г, т. е. при у = ут&х- Эпюра распределения 
нормальных напряжений по высоте балки прямоугольного сечения 
представлена на рис. 11.3. Однако определять напряжения по урав
нению (11.1) невозможно, так как неизвестен радиус кривиз
ны р. Для его определения воспользуемся тем обстоятельством, что

* Видный швейцарский математик, член семьи Бернулли, давшей И извест
ных математиков и механиков (1667— 1748 гг.).
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изгибающий момент создается нормальными напряжениями. 
Тогда

УИи == о_у dF, ( 11.2)

где odF — элементарное внутреннее усилие;
odF-y — момент относительно оси г, создаваемый элемен

тарным внутренним усилием.

Рис. 11.3.

Подставляем значение а из (11.1) в уравнение (11.2). Учтем, 
что Е и р =  const. Тогда

f  1 ~  м -
r F

Интеграл вида \  у2 dF =  1г является осевым моментом инер-
F

ции сечения относительно оси z.
Следовательно, —  / ,  — Ми 

р
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или
1
р ~~

и (Н .З )

Произведение Е1г называется ж е с т к о с т ь ю  п р и  и з г и б е .  
Сопоставляя формулы (11,1) и (11.3), получаем

Мн-у
(Н .4 )4 •

Максимальные напряжения
Мк  ‘.Углах

J max 4 •

Величина —— =  IF, называется
>'шах

относительно оси г. Поэтому

моментом сопротивления сечения

Л4 (11.5)max U4 '
Наибольшие нормальные напряжения следует определять в том 

сечении, где действует наибольший изгибающий момент Мгаах, ве
личина которого известна из построенной эпюры М(х).

§ 51. УСЛОВИЕ ПРОЧНОСТИ ПО НОРМАЛЬНЫМ НАПРЯЖЕНИЯМ

Условие прочности по нормальным напряжениям при изгибе
будет иметь вид

■̂ max г 1 
Wg ^  'а 'И) ( Ц . 6 )

откуда

\ г г >  м ™ах . 
г

(11.7)

Для прямоугольного сечения момент сопротивления относи-
„ ,v/ bh2 , , тельно центральной оси z равен =  где о — ширина, a h  —

высота сечения.
Задаваясь отношением ширины к высоте, из (11.7) можно опре

делить размеры сечения. Так, если тогда W t  =  =
Л3

=  K - q- .  Подставляя в (11.7), получаем

(11.8)
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Если материал балки работает на растяжение и сжатие по- 
разному, проверку прочности необходимо производить но двум 
условиям, а именно:

М„
wa) <  Мс

м„
< М р . (11.9)

Так, для несимметричного сечения, представленного на рис. 11.4,
М'"max-̂ max и

м  v(2)max-' max < ( 11.10)

где УЙ’ и у(2)
J  п

У

тах - расстояния от нейтральной оси z до наиболее 
удаленных точек сечения.

Формула (11.6) называется п р о в е р о ч н о й ,  так как она пред
полагает, что сечение задано. Вторая формула (11.7) называется 
п р о е к т и р о в о ч н о й ;  при ее исполь
зовании предполагается, что размеры се
чения не заданы, а их нужно определить.
В этом случае после определения необ
ходимого значения Wz, если форма сече
ния принимается стандартного профиля 
(двутавр, швеллер и др.), используют 
сортамент.

г
I ;

_ н
S iV,

Пример. Для транспортировки изделия вдоль 
помещения с помощью блока устанавливается 
двутавровая балка. Определить ее сечение, если р ис ц  ^
вес изделия G =  6 т с » 59 кН приложен в точке, 
в которой сила тяжести передается через блок
на балку. Расстояние между опорами /= 8  м, допускаемое напряжение принять 

кгс МН
равным [о]н =  1400 137 . Весом балки пренебречь.

Р е ш е н и е .  Наибольший изгибающий момент возникает тогда, когда изде
лие будет расположено посредине балки. Он будет равен

Л4тах " ~т~ — ~ 7 ~  — 12 тс-м =  12 ■ 10s кгс-см =  117,6 кН-м.

Из условия прочности (11.7) следует

М,„ах 12-105W, >
М и 1400 =  858 см3.

В соответствии с ГОСТ 8939—56 принимаем двутавр № 40, который имеет 
№1 =  947 см3; / 2=  18930 см4.

Наибольшие напряжения при установке такого двутавра будут равны

12- 105
947

=  1280 кгс/см2.

что составляет
*тах 1АА 1280 1ЛП П1П,

• Ю0 =  т-глтг • 100 =  91% 0Т допускаемого.
М и 1400
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Формула (11.6) позволяет определять допускаемую нагрузку 
При заданных размерах балки. В этом случае вначале определяют

[Ми\ =  Г г [о]и,
а затем по допускаемому моменту определяют допускаемую на
грузку. Так, в предыдущем примере приостановке двутавра № 40 
находим, что [Л4И] =  947- 1400=13,3- 105 кгс-см.

Затем, учитывая, что [Л4И] =  I -QJ— ; определяем допускаемый
„  * 4 [Л4И| 4-13,3-105 п а гглвес изделия. Он будет равен — = — §Л(Р—  =  ооэикгсж

~  65,2 кН.

§ 52. КАСАТЕЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ПРИ ИЗГИБЕ 
(ФОРМУЛА Д. И. ЖУРАВСКОГО)

При плоском поперечном изгибе в сечениях балки возникают 
изгибающие моменты и поперечные силы. Если изгибающие мо
менты обусловлены наличием нормальных напряжений, то попереч-

Рис. 11.5.

ные силы — наличием касательных напряжений. Формулу, опреде
ляющую касательные напряжения, получил Д. И. Журавский, изу
чая изгиб балки прямоугольного сечения.

Рассмотрим два смежных сечения балки постоянного прямо
угольного сечения (рис. 11.5), расстояние между которыми бу
дет dx. В левом сечении действует изгибающий момент М0(х), 
в правом Мй(х)+dM(x) ~М \(х ) . Соответственно нормальные на
пряжения в левом и правом сечениях в точках, имеющих коорди
нату у, будут:

___ 4Vy ______°о — ~ 7— > ai — —7—1г *г ( i i . l i )

Эпюры нормальных напряжений даны на рис. 11.5, а. Выделим 
на расстоянии уо от нейтрального слоя параллелепипед (рис. 11.5,6
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и еа) и рассмотрим условия его равновесия. На левую боковую 
грань / —2—6—5 площадью Fn действуют нормальные напряжения 
оо(у) и касательные т, на правую 4—3—7—8 площадью /^ — нор
мальные напряжения щ (у) и касательные т, равные по величинеть 
X! =  х, одинаковые во всех точках по ширине сечения.

В силу закона о парности касательных напряжений по гори
зонтальной площадке 2—3—7—6 действуют касательные напря
жения, по величине равные т. Нормальные напряжения на гори
зонтальной площадке отсутствуют, так как было принято, что 
продольные волокна друг на друга не давят. Запишем уравнение 
равновесия выделенного параллелепипеда

=  joj dF — J o0dF — ibdx  — 0 (11.12)
F0 Fq

или, подставляя значения a0 и щ из (11.11) в (11.12), получаем

4^- [ydF — ~  \ydF =  x-b-dx.  
г h  * К

Интеграл, полученный в левой части равенства, является ста
тическим моментом площади F0 относительно оси г. Обозначим его

тогда

\ y d F  =  S°„

S° — x -b ■ dx.

Учитывая, что М\ — MQ = dM и - ^ -  =  Q, получим величину
касательных напряжений в продольных волокнах, которые равны 
по модулю т в соответствующих точках поперечного сечения,

X Q-S°
b-lz (11.13)

Из формулы (11.13) следует, что касательные напряжения 
прямо пропорциональны поперечной силе О и статическому мо
менту Уг° о т с е ч е н н о й  ч а с т и  с е ч е н и я ,  лежащего вне рас
сматриваемого слоя в направлении (рис. 11.6) от у до края сече
ния, и обратно пропорциональны ширине сечения и моменту 
инерции в с е г о  сечения. При постоянной ширине сечения Ь наи
большее касательное напряжение в данном сечении будет в тех 
точках, для которых S° наибольшее, т. е. в точках, лежащих 
на оси z, для которых нормальное напряжение равно нулю.

Пример. Построить эпюру распределения касательных напряжений по вы
соте прямоугольного сечения (рис. 11.6), для которого известны Q, размеры се

чения и
Ыг3 
12 '

ш



Р е ш е н и е .  Определяем статический момент S°. Выделяем слой на рас
стоянии у от оси г. Статический момент заштрихованной площадки S° =

h h
. f  h \  h — ~ y  ~ T  + y

=- b (  'У  ). Ус, где y c = ------------ ------- ,1ЛИ У с =  —   ~  расстояние

от центра тяжести этой площадки до оси г. Следовательно,
Ъ_ fJF 
9 ( 4 • — У2

Эпюра Т

Рис. 11.6.

Подставляя все известные величины в формулу (11.13), после простейших 
преобразований получаем

- Й Н - ? - ' ) -
Из равенства (11.14) следует, что по высоте сечения касательные напряже

ния изменяются по параболическому закону. Определяем значения т в трех 
точках:

__ __ _3_
4 ~  2 F ’

JL ■ Q_
4 ’ Т~  8 ' F ' 

при у  =  ±  —  ; т=0.

По полученным данным строим эпюру т по высоте сечения. Из эпюры 
$рис. 11.6) следует, что

3 Q

п 6<? &при у  = 0; т =  ттах = j j p ------
и о

при у  — ±

F  ‘ (11.15)

Пример. Определить наибольшее касательное напряжение в балке круглого 
сечения, предполагая, что для такой формы сечения формула Д. И. Журавского 
применима.

Р е ш е н и е .  Определяем статический момент полусечения круга (рис. 11.7) 
S° = F0-yc= зг/-1 4 г йъ

4 г
где v c =

2 .
Зя 3 Г ~  12 '

• координата центра тяжести половины кругд,
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Вычисляем максимальное касательное напряжение

Л d3
_  QS* Q 'T2 4 О

Tmax_ b-iz ~ . nd* ~ ~ Т ’Т ’ <Ш 6)
"̂~64~

. 7id* %d2
/- = -б Г : F = ~ r ■

Пример. Установить характер распределения касательных напряжений по 
высоте двутавра (рис. 11.8). Для построения эпюры определить, пользуясь сим

метрией, напряжения в четырех точках нижней половины сечения, учитывая, 
что точки 2  и 3 располагаются на границе между полкой и стенкой.

Момент инерции сечения взять из сортамента.
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Р е ш е н и е .  Определяем т в четырех точках полусечения: 
Точка /:

S° =  0; т, =  0.

Точка 2;

Точка 3:

ы, ы (  hl \ M  - t  ^  ( 2' + 2 ^  = bt ( —  + T J  ’ Т2 ~ 4

S , ° = « ( t - +  2 dl,
Ь_ 
d '

Точка

S° — М { "тр + "2“ ) +
d-Af О bt (Aj +• О +

d-A2

2d-Л

(11.17)

(11.18)

(11.19)

Вид эпюры т по высоте сечения представлен на рис. 11.8.
П р и м е ч а н и е .  Значение статического момента полусечения двутавра от

носительно центральной оси S°  можно найти в сортаменте (ГОСТ 8239—56), 
что позволяет определить тШах с наименьшей затратой времени.

Указанные касательные напряжения получены для точек, ле
жащих на оси у двутавра. В уголках при переходе от стенки к 
полке имеет место концентрация напряжений, которая в прибли
женном расчете не учитывается.

В заключение отметим, что проверка прочности при изгибе 
должна производиться не только по нормальным, но и по каса
тельным напряжениям, т. е. соблюдаться условия:

аmax max -с (11.20)

§ 53. ГЛАВНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ. ПРОВЕРКА ПРОЧНОСТИ 
ПО ГЛАВНЫМ НАПРЯЖЕНИЯМ

При плоском поперечном изгибе балки каждый элемент балки 
находится в плоском напряженном состоянии (рис. 11.9), при ко
тором аа Ф 0; о

* + Т
0; It 1 =

«+ ■
Главные напряжения определяются по формуле (9.13)

о ± j/a2 -f- 4т2
max
min

1 ; 3  ‘ + ( 11.21)

где знак « +  » берется при определении втах^вь а знак » при 
определении от щ =  аз. Угол наклона главных площадок опреде
ляется по формуле

tg2a =  ~ .  (11.22)
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Если отсчет угла в дальнейшем производить от направления 
главных площадок, то под углом 45° к ним располагаются пло
щадки, по которым действуют максимальные касательные напря
жения, равные по величине

Cj--  (73 +  4т2
ш̂ах 2 2 (11.23)

Имея значения аь о2 =  0, а3, можно составить условия прочности 
по всем теориям (см. § 43).

По п е р в о й  теории прочности ai [а] или с учетом (11.21)

£ ± 1 ^ ± 5 ! < [ о ] .  (11.24)

По в т о р о й  теории прочности (9.21) ai — p(a2 +  a3) <  [а]. После 
подстановки значений оь о2 и а3

п + J/V + 4т2 __ ст — Ст3 + 4т2 ^
2 Р 2 ^  1 J

ИЛИ

а +  <  Н ,

где р — коэффициент Пуассона.
•Если принять для стали р. = 0,3, тогда последнее неравенство 

будет иметь вид
0,35о +  0,65]Л2 +  4т2<[а], (11.25)

где в левой части стоит приведенное напряжение.
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В соответствии с т р е т ь е й  теорией прочности (9.21)

К  — °з] <

подставляя из (11.21) значения и 03, после сокращений полу
чаем

V ° 2+  4x2<  [а]. (11.26)

Ч е т в е р т а я ,  э н е р г е т и ч е с к а я ,  теория прочности имела 
вид

| / 4 'К ° 1 ~ ° 2 ) 2+  (°2 — °з)2+  (а3 —al)2] <  [°]- 

При сг2 =  0 формула упрощается

+  °1 “  ° 1°з =  (a i —  Зз ) 2 +  a ia s <  М 2-

Подставляя значения ai и о3 из (11.21), после простейших пре
образований получаем

/а 2  +  Зт2< [о ] . (11.27)
П р и м е ч а н и е .  При проверке прочности допускается, чтобы приведенное 

напряжение превосходило допускаемое на 3—5%.

Потенциальная энергия при изгибе. При чистом изгибе изги
бающий момент Мп =  const — М. Можно показать, что потенциаль
ная энергия упругих деформаций балки при чистом изгибе опреде
ляется по формуле

п - ш .  ш -м >

где I ■— длина балки.
При плоском поперечном изгибе в сечениях возникают и по

перечная сила, и изгибающий момент, переменные по длине балки. 
С известным приближением и вполне достаточной для практики 
точностью потенциальной энергией от сдвига можно пренебречь 
и определить потенциальную энергию при изгибе по приближенной 
формуле

[М (.х)]2 dx  
2EI (11.29)

§ 54. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ОСИ ИЗОГНУТОЙ БАЛКИ

Под действием нагрузок, приложенных в главной плоскости 
балки, происходит плоский изгиб. Балка деформируется: ее сече
ния перемещаются и поворачиваются вокруг своих нейтральных 
осей z, перпендикулярных главной плоскости.

П р о г и б о м  ил и  л и н е й н ы м  п е р е м е щ е н и е м  у (х) дан
ного сечения балки называется перемещение точки на оси прямого
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стержня — центра тяжести сечения — в направлении, перпендику
лярном оси балки в недеформированном состоянии.

У г л о м  п о в о р о т а  или  у г л о в ы м  п е р е м е щ е н и е м  ср'(х) 
данного сечения балки называется угол, на который поворачивает
ся данное сечение по отношению к его положению до деформации.

Определить перемещения — это значит найти прогиб и угол по
ворота любого сечения балки в функции координаты л:, что необ
ходимо для оценки жесткости балки. Так, в зависимости от на
значения наибольший допускаемый прогиб стальных балок обычно

, , I . I .находится в пределах [j/j =  — -т^-, где I — длина пролета
балки.

Выбираем прямоугольную систему координат (рис. 11.10). За 
положительный прогиб принимаем такой, который совпадает с на
правлением оси у. За положительное направление угла поворота 
принимаем такое, при котором отсчет <р производится от положи
тельного направления оси л: против хода часовой стрелки.

Из рис. 11.9 следует, что вследствие малости углов поворота 
сечений (^шах обычно не более 1° =  0,017 рад).

/  = =  tg ф » <р. (11.30)

В дальнейшем влиянием поперечной силы на величину пере
мещений будем пренебрегать, что, как показывают подробные ис
следования, вполне допустимо. Кривизна связана с изгибающим 
моментом М(х) уравнением (11.3):

1 М(х) 
р ~  EI ■

С другой стороны, из аналитической геометрии известно, что 
кривизна плоской кривой определяется уравнением

J _ — I v" 
р ~  ±  [1 + / Т А •

(11.31)
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Для балок величиной у', а тем более ее квадратом по сравне
нию с единицей в уравнении (11.31) можно пренебречь. Так, при 
9 =  0,017 рад ошибка при отбрасывании величины у'2 может быть 
оценена в 0,3%. Поэтому в дальнейшем кривизну будем опреде
лять по формуле

р У
d2y  

— d x 2
(11.32)

Из сопоставления формулы (11.31) с (11.32) приближенное 
дифференциальное уравнение оси изогнутой балки будет

d2y  , М (х) 
Ч х 2 ~  -  EI (11.33)

Когда ось у направлена вверх, в уравнении (11.33) оставляем 
знак « +  ». В этом случае, когда балка прогнется выпуклостью 
вниз (г/< 0 ), и кривизна (левая часть уравнения), и изгибающий 
момент (правая часть) положительны, т. е. имеют одинаковый 
знак.

При выборе положительного направления оси у вниз кривизна 
изменяет знак и становится отрицательной, а знак изгибающего 
момента не изменяется. В этом случае в формуле (11.33) перед 
правой частью должен быть поставлен отрицательный знак.

Для определения перемещений необходимо интегрировать диф
ференциальное уравнение вида

d2y  М (х) 
lx* ~  EI (11.34)

Отметим, что при постоянной жесткости балки 
писать следующие дифференциальные зависимости,
У 4 ( х ) ш-

dy
d x =  ¥ ( * ) ;

d3y  _  
d x 3 ~

Q ( x )  . \
' E l  ' 1

d2y М (x) . d*y ?(-*) 1
d x 2 EI  ’ dx* EI  •

EI можно за- 
учитывая, что

(11.35)

Из дифференциального уравнения (11.34) путем интегрирова
ния можно определить <р(х) и у(х) любого сечения балки. По
стоянные интегрирования определяются из граничных условий. 
Рассмотрим последовательность определения прогибов и углов по
ворота на примерах.

Пример. Определить перемещения поперечных сечений изделия под дейст
вием собственного веса, если оно установлено на двух опорах (рис. 11.11). При
нять сечение постоянным по длине и интенсивность нагрузки ^=const.

Р е ш е н и е .  Задачу , рекомендуется решать в такой последовательности.
Выбрать начало и направить оси прямоугольной системы координат. Наме

тить направление реакций опор, составить уравнения равновесия, решить их и 
определить величину и направление реакций. В рассматриваемой задаче 

ql
°А — °В ~  ~2 ~ в СИЛУ симметрии.
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Составить уравнение, определяющее изгибающий момент:

M (x)^R kx - ^ - .

Записать дифференциальное уравнение оси изогнутой балки и проинтегри
ровать его два раза:

d3y
d x 3

RАX qx2
т ~

t:i

В результате интегрирования получаем угол поворота сечения и прогиб

+ С,;<*>(*)

У(х)

1 R ax * qx3

£7 2! 3!

1 - R ax 3 qx4
£ / 3! 4!

+  С iX +  С 2,
С)

где Ci и Сг — постоянные интегрирования, для определения которых нужно 
иметь не менее двух граничных условий. Установить граничные условия. В рас
сматриваемом примере:

при х =  0; р ( 0 ) = 0 — прогиб на левой опоре; 
при х = 1\ у ( 1 ) — 0 — прогиб на правой опоре.
Дополнительное условие при симметричной нагрузке:

при а =  — ; =  О— угол поворота сечения посредине пролета.

Для определения произвольных постоянных Ct и С2 используем первое и 
второе условия:

при

при

1 ~Ra- o q-о
El 3! 4!
1 ГЯА ■/» qi4

El 3! 4!

+  Ci *0 +  С2 =  0, откуда С2 =  0;

+  Ci-l — 0, откуда Ci ql3
2 4 £ / *

Подставить значение произвольных постоянных в систему (*):

-]; I

г]-
qP i 1 Г

qlx2 qx3
¥ \x ) — 2 4 £ / 1 El  L 4 6

У (*) =  ~ qR r i ] Г qlx3 qx 1

2 4 £ / 1 El L 12 24

(11.36)

159



При х = 1/2 у=утах  и из второй формулы системы (11.36) находим
5ql*

У max -  384EI ' (11.37)

Отметим, что при х=0  из (11.36) получим, что Cj — ср(0) и С2 = у ( 0). Таким 
образом, физический смысл произвольных постоянных: С{ соответствует углу  ̂по
ворота в начале отсчета координаты х — ср(0)=фо, а С2 соответствует прогибу в 
начале отсчета у (0 )= у0.

Пример. Определить средний диаметр перископа подводной лодки и пере
мещения (угол поворота, прогиб) его свободного конца (рис. 11.12, а), считая

С[-2,5кн/м

Рис, 11.12.

перископ тонкостенной трубой постоянного сечения с толщиной стенки 8=0,4 см, 
если принять, что при определенной скорости хода o =  const, интенсивность H a -

г. гкН . „ „
грузки от давления воды q —l,b— =const по всей длине перископа. Допускае-м

мое напряжение принять равным [о]н =  100 ~ Mv  • I — 4м.

Р е ш е н и е .  Рассматриваем перископ как балку с одним защемленным кон
цом— консоль, на которую действует равномерно распределенная нагрузка (q= 
=const). Выбираем начало координат в точке О — защемлении (рис, 11.12,5). 
Определяем из условий равновесия опорную реакцию и опорный момент:

2  Y‘ =  До — ч1 = До = qi\

]то1 = Мй + Я0. 0— ^ - = 0 ;  М 0 3L 2 ‘
Записываем выражение для изгибающего момента в сечении *

М (х) =  Ма +  R0x qxi

Интегрируем два раза дифференциальное уравнение (11.34), обозначая по
стоянные интегрирования ер0 и уп:

d x 2 El  ’
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М 0х + Ro
ж2
2

qx3
1Г

EI

У ■— .У о "Ь ?о ‘ х  +

у 2 уЗ

EI

qx*
И Г

Определяем постоянные из граничных условий, а именно: в защемлении 
угол поворота и прогиб равны нулю, т. е. при х =  0 сро =  0; у0= 0.

Записываем формулы, определяющие угол поворота и прогиб любого сече
ния. После подстановки значений R0 и М0 и преобразований:

?(■*) =
qP

6£7

у(х) = qi* Г
2AEI L— 4

х3
~Р + х*_

Р ] •

На свободном конце при х = 1

'Ртах
ql3 _  qP
6EI ’ JVmax 8ET '

Начало координат можно выбрать и на свободном конце консоли 
(рис. 11.12, s ) . Тогда опорные реакции определять не нужно; изгибающий мо
мент в сечении / —7 (координата х отсчитывается от свободного конца кон-qx2
соли — точки Л) будет равен М(х)=-----_

Подставляем значение М(х) в дифференциальное уравнение (11.34) и инте
грируем его дважды при граничных условиях х=1\ 9 (/) =  0 и у(1) = 0.

dAy
d x 2

qx 1

J E T  ’
dy
dx = ? w

qx 3

TM +  Си у (x) —
qx4 

24Е/ +  C\X +  C2.

Постоянные интегрирования определяются из уравнений:
CflZ рР9 (/) — -----~ j -  +  Ci =  0, откуда С 1 =  <рА =  угол поворота сечения Л;

qP рР рР
У (0  =  — 2 Ш  +  б£7 +  с 2 =  о, откуда С2 =  у А =  — -g^j- — прогиб сече

ния Л.
При изменении направления оси ж изменяется знак ? (см. знак угла пово

рота сечения Л).
После подстановки значений С  и С2 и преобразований получаем следующие 

уравнения для определения угла поворота и прогиба любого сечения;
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Вычисляем средний диаметр перископа у основания из условия прочности

42

W  =
■к d2b М„ 2

2,5

М« 100-103 =  0,2 • 10"3 м3.

откуда

" -  V - "  = /  ± S ® r = °-252 " = 25'2 '»■
Вычисляем наибольшие значения угла поворота и прогиба конца перископа,

если 1  =  W ■ 200
25,2 — 2520 см4 =  2,52-Ю-5 м4 =  const по всей длине:

| *Ршах | -  б£7 

ql4

2,5-КУМ3
6-1,96 • 10s-10<;-2.52 • 10—е 

2,5 * 103 - 44
li'maxl 8Е/ -  8-1 ,96-Ю5-10«-2,52-10-5

—  =  5,33 • 10—3 рад.

1,62 • 10—2 м =  1,62 см.

Отметим, что в рассмотренном примере

Углах 1,62 1
Т  ~  400 ”  W  ■

§ 55. УНИВЕРСАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В сложных условиях, когда балка нагружена различного 
рода нагрузками, образующими несколько участков, рекомен
дуется применять универсальные уравнения, вывод которых 
дан ниже.

Рассмотрим балку, к которой приложены сосредоточенные силы, 
величина которых Pi, пары сил (моменты) Mi и распределенные 
нагрузки постоянной интенсивности ^  (рис. 11.13). Если распре
деленная нагрузка не доходит до конца балки, ее следует довести 
до конца, приложив для компенсации нагрузку такой же интен
сивности, но направленную в противоположную сторону.

Запишем с помощью единичной функции (см. стр. 95) изги
бающий момент для сечения любого участка, в том числе для по
следнего

Ж (х) =  V  М, (х  -  ,  +  У ч ^ - Ь,) I , ' .  х +

I Qi (х — di i)2 т Ч ?  Qi (х — dh)2 г
+  2  '-----2-------Ч-- * “  2 -------2------ Ч ;

Единичные функции указывают, на каких участках действуют 
изгибающие моменты. Так, запись Pt ( х — bd)lbix говорит о том,
что при x< bu P i ( x - b i )  -0 =  0; при х>Ьи Р{(х — Ьг) • 1^ 0, т. е. мо
мент, создаваемый силой Pi при х>Ьг-, существует. Подставим вы-
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ражение момента М(х) в дифференциальное уравнение упругой 
линии и проинтегрируем его два раза, не раскрывая скобок:

+ 2
1 Qi(x  d i { f  ld Qi ( x  —  di 2y i d

_£1 Л  ____________
3! 3!

,  . . , 1  \X ^ M , ( x - a t )4 a,.x \ Л  Pi ( x - b t)4b..x
У (•*) =  Уо +  *0-* + T 7  [ 2 j -------- 21------— -------- gj----- — +

, V  Яi (* -  dnY !dhx V  g‘ (X ~  db) 4 .
+  /  i Zi----------------- /  i--------------- II----------

где <po и уо — угол поворота и прогиб сечения в начале отсчета ко
ординаты х, т. е. начальные параметры.

Рис. 11.13.

Обозначим:
(х — at) 1а .̂ х=т ,1 — расстояние от места приложения пары сил 

(момента) до сечения, имеющего координату х\
(х — bt) lb х =Pi — расстояние от точки приложения силы до 

рассматриваемого сечения;

(Х di\) Id. . х ^нач IIV
(х  d i2) f d̂ . х — АГКоН i

расстояния от начала и соответствую
щего конца равномерно распределен
ной нагрузки до рассматриваемого се
чения.
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Подставляя принятые обозначения, получаем уравнения, опре
деляющие угол поворота ср(я) и прогиб у{х) любого сечения:

9(х)

У (*) =Уо +  % ■*+ -£7
V  Мщг]

2!

+
V < 7-(< a4- < 04),
/  ' 4!

1I

(11.38)

Полученные уравнения называются у н и в е р с а л ь н ы м и ;  они 
позволяют определять перемещения балок без проведения предва
рительного интегрирования.

Реакции и опорный момент включаются в число сосредоточен
ных сил и соответственно моментов.

При определении знаков слагаемых нужно учитывать приня
тые ранее правила знаков для изгибающего момента. Начальные 
параметры 90 и уо определяют из граничных условий. Некоторые 
из них приведены в табл. 5.

Т а б л и ц а  5

jd>

Я

^  1 Л 1  х

х = 0  -, у0 - 0 

х - l i y(L) = 0

1У

L

х= i ■, if (L) = О 
x - L  ; y(L)  =0

\У
. 1 X

x - a  ; у  (a)  = 0  
x - a + L ,  y ( a * L ) - 0ж  J lа Т  L ""fa'

Пример. Определить с помощью универсальных уравнений угол поворота

опорного сечения А и прогиб сечения С (рис. 11.14), если Е — 2 - 105 ■■■ г ; М =
vH

=  40 кН-м; I =  4 м; q =  20 ; 1г =  0,346-10“ 4 м4.
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Р е ш е н и е .  Составляем уравнения равновесия в виде М п =  т, „ =  0.

Л1А -  2  А ~  0 и определяем опорные реакции (рис. 11.14). Они полу
чаются равными:

Л! . 3 . 40 3

Ян /И

, + - g - ^  =  - ~  +  -g--20-4  =  20 кН; 

40
t + - % Я 1  = —  +  -g --20-4  =  20 кН.

ч

U у=20кН/м

i H  П  П  Н  Ь

.n=mJKn-M

^  1/2=2 м 'К у \ с \  
1~4м

Рис. 11.14.

S Л

Производим проверку, используя третье уравнение равновесия:

V Yi = R K + R s ~ ~  =20 + 20 20'4 :0.

Записываем универсальные уравнения для сечения на втором участке, учи
тывая, что

ОТ/ — ^ Х ----- 1 1 — (X 2) /2. P i — Х\ Л'нач — ■*;

"̂кон = {х 2) /2.
1 ( М (х— 2)/2. ̂  R&xi Я \х% (-'■ 2)3 /2; jc] \

9 (■*) = 9о + - щ  \--------jj-------+ —2i------------------ 3!

. 1 — 2)*/2;jt _ ЯА*3 q [ x * - { x - 2 ) 4 2;x] \
У (х) —  Уо + <гох  + -^Tj у 2! ^  3! 4! / '

Граничные условия:
*  =  0; у  (0) =  у 0 =  0; 
х  = 1 , у  (1) = 0 .

Используем второе граничное условие

.......................... 1 j M ( l - 2 Y  , « а /3 9 ( Р - ( / - 2)‘П  _
У(0 = Ъ - 1 + Ж  -----2!----- + -------------- 71--------' ~ °-3! 4!

После подстановки значения R A и преобразований находим
1

Ъ = ?А E L
Ml 0 
24 +  384 9  ) '
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Подставляя числовые значения 

1 /  40-4 , 9
Ж<?о =  9 а ~ 384 20 ' 43 j  -  3£/,

кН • м2 =
3 E I ,24 ооч /  г

Угол поворота и прогиб любого сечения определяются по уравнениям:

20.*2 20 [-у3— (-у — 2)3/2;jk]

■ тс-м2.

? (*) -

у ( Х )  =

70
3 £ /, +  £ ^ 1

40 ( х - 2) , , 
1! 2- х +

70 1 40 (х  — 2)2 ,
3 Е1г Х +  Е1г 1 2! +

2! 3!

2 0  х 3 2 0 \ х * - ( х - 2 ) Ч 2.Х\
3! 4!

В частности, для сечения С(хс= 2 м) прогиб будет равен

yc = y ( - f  )=У(2) =
70-2
3 £ /. +

20 - 23
6££

20 - 24 
2 4 £ /,

100 кН-м2 10 тс • м2
3 £ /г ~  3£7г

Подставляя числовые значения, получаем: 

70 -10—3
2•105-3460•10—8

—  = _  0,33-10“ 2 рад ( и  —0,58°);

У о =  —
100 10—3 

2 -105-3460 ПО- 8
=  — 0,49-10“ 2 м =  — 0,49 см.

§ 56. ПОНЯТИЕ О ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКОМ СПОСОБЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Обычно при расчете на прочность для определения наиболь
шего изгибающего момента строят эпюру М(х).  В основе графо
аналитического способа лежит использование эпюры М (х) для 
определения перемещений.

Запишем приближенное дифференциальное уравнение оси изо
гнутой балки (11.34)

d2y  М (х) 
d x 2 ~~ £ /  ’

где М(х) — изгибающий момент, задан в виде эпюры графически 
(рис. 11.15).

Интегрируем приближенное дифференциальное уравнение
X

dy  , , . Г М  (t) dt  опч
■3j =  ‘P(*) =  <Po +  J — У — . (11-39)

о
Выделяем на эпюре М (х) полоску шириной dt. Тогда

X
j  М (t) dt =  F(x) ,
о

166



где F{x) — площадь эпюры М(х),  ограниченная ординатой сече
ния, угол поворота которого определяется. Следовательно, при 
EI = c onst

<р (л:) == сро Н— ' (11.40)

Интегрируем равенство (11.39), получаем
X X

У W  =  y0 + ^ + - i r \  d x \  М (t) dt.
6 6

Можно показать, что
X X  X
J dx  [ М  (t ) dt — | (х — t) М (t ) dt,
о б  б

В соответствии с рис. 11.15
X
f ( x - t ) M ( t ) d t  =  S(x),
о

где S(x ) — статический момент площади эпюры F(x),  лежащей 
слева от рассматриваемого сечения, относительно центра тяжести 
сечения, прогиб которого определяется. Следовательно,

+  +  (11-41)

Формулы (11.40) и (11.41) позволяют определить угол пово
рота и прогиб любого сечения балки. Для пользования этими урав
нениями необходимо иметь эпюру М(х),  знак которой нужно учи
тывать при определении ср(х) и у{х).
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Пример. Определить графоаналитическим путем (рис. 11.16) угол поворота 
опорных сечений и прогиб посредине пролета двухопорной балки АВ,  к которой 
на правой опоре приложена пара сил, момент которой М.

Р е ш е н и е .  Строим эпюру М(х).
Записываем граничные условия у(0)=уо=0; у(1)=0.

М

S (/)
Подставляем в (11.41) у  (/) =  ч0-1 Н— -gj-  =  О,

откуда

<Ро =  —
S (0
1-EI

1 / 1 ,,, /
1Е1 (  2 М ' 3

Ml
6 El 'Pa -

Определяем из формулы (11.40) угол поворота сечения В

F (I)
ТВ -  То +  - g j -

м , + Т м1
6 El El

Ml 
3El  ■

L
Вычисляем из равенства (11.41) прогиб при х= ~

В результате получено: 

Ml
ТА = 6 EI  ’

+
~

 |cNОО-II S(4 ) . Ml
~т +El 6Е1

1 М 1
2  2  2 '

1
3

1
2 МР

Е/ 16£/ ‘

Тв — 1
Ml
ЗЕ/ ,  , ( »  =  ■

МР
ш г (11.42)

что совпадает с точным решением.
При сложном очертании эпюры М{х) можно (рис. 11,17) вос-
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пользоваться следующими приближенными формулами для опре
деления площади и статического момента *:

F (/,) =  [М  (0) + т ( \ ) + М  ( / ,) ] ;

5 ( / г) = = х [ ^ ( 0 )  +  2ж ( А ) _ | (

где /j — длина участка, на котором М(х)  изменяется по определен
ному одинаковому закону.

м*'

М(о) Ы / 2 _ М(Ц2) м(1)

0
1

М(х)

х А
з:

/ \
//

*______

—

; *

г/
г

г

1-й участок 2-й участок 12

6
Рис. 11.17.

Для определения статического момента относительно оси, па
раллельной данной, можно воспользоваться равенством (5.19).

S ( l  + a) =  S(l)  + aF, (11.44)

где а — расстояние между осями.
Пример. Определить угол поворота и прогиб сечения В консоли (рис. 11.18) 

графоаналитическим способом.
Р е ш е н и е .  Строим эпюру изгибающего момента М(х).
Записываем граничные условия:

х  =  0; (fo =  0; >’о =  0.

* Формулы точны, если эпюра М(х)  ограничена кривыми не выше третьего 
порядка.
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Для сечения х = 1 ,  используя (11.40) и (11.41), получаем.

F (/)
?(0 = ?в = ~ЁГ 

I
- [ м  (0) +  4Л4 ) + м  (/)

6 Е1
ql3

6 EI  ’

j « ) = ^ b = - ^ I = w [ ' «(0) + 2" ( - 5

6£ /
qP_
2 8 J 8£7 '

У
А

М(х)

-  1 TIE X

; 1

М(1) = 0

§ 57. ПОНЯТИЕ О СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ БАЛКАХ

Часто по условиям эксплуатации необходимо число опорных 
устройств делать больше двух, например у валопровода, соеди
няющего силовую установку с гребным винтом, у коленчатого вала 
многоцилиндрового двигателя и т. д.

Установка дополнительных опор позволяет уменьшить дефор
мации и напряжения, но требует большей точности монтажа. Си
стемы, у которых с точки зрения равновесия имеются «лишние» 
связи, называются статически неопределимыми.

Разность между числом связей и числом уравнений равновесия 
характеризует статическую неопределимость системы. Для воз
можности определения реакций связей, а затем построения эпюр 
Q(*) и М(х) необходимо иметь кроме уравнений равновесия до
полнительные уравнения, которые получаются из рассмотрения 
условий с о в м е с т н о с т и  п е р е м е щ е н и й  т е х  с е ч е н и й ,  
г де  п р и л о ж е н ы  л и ш н и е  с в я з и .
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Рассмотрим балки, у которых число опор больше двух. Такие 
балки называются не р а з  р е з н ы м  и или м н о г о п р о л е т н ы -  
м и. Ось неразрезной балки обладает свойством деформироваться 
так, что углы поворота балки слева и справа от каждой опоры 
будут численно равны между собой.

Мысленно разрежем балку над «лишними» опорами и соеди
ним части ее между собой шарнирами. Этим мы нарушим связь 
между пролетами (рис. 11.19). Для восстановления связи прикла-

а

дываем изгибающие опорные моменты, которые являются пока не
известными. Они определяются из тех условий, что под действием 
приложенных нагрузок и искомых опорных моментов углы пово
рота сечений слева и справа от каждой опоры должны быть рав
ны. Обозначим длины пролетов по номеру п р а в о й  опоры. Выде
лим два смежных пролета: 1п — слева от опоры п и 1п+\ — справа 
от нее (рис. 11.20,а). Каждый пролет (отдельная двухопорная 
балка) находится под действием момента на л е в о  й опоре, мо
мента на п р а в о й  опоре и пролетной нагрузки (рис. 11.20, 6).
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С учетом равенств 11.42, считая опорные моменты положи
тельными, получим:

Угол поворота <рРЛ с л е в а  от опоры п балки 1п (рис. 11.20,6)

Для неразрезной балки <р'л =  <р{;пр. (11.45)

9сл
п

м л-1 /и
6 EI

М„1Я
ЗЕ1 +  9 -

Угол поворота с п р а в а  от опоры п балки ln+i

9̂ пр _ А/1 /„_[ 1 •A'i,, j il„ 1 1п _____ Я~Н n-j-l I 0 cnp
3EI 6 EI  ^  *

(*)

где cp™— угол поворота разрезной балки слева от опоры п от 
нагрузки, приложенной в пролете 1п\ соответственно <рр?р— угол 
поворота справа от опоры п от нагрузки в пролете 1п+\ (приняты 
положительными). После подстановки в (11.45) значений срп 
и cpn+i и простейших преобразований получаем

м п_х1п +  ш п (/„ +  /л+1) +  Мп+11п+1 =  - 6 Е /  [9S i-955p]. (П-46)

Углы и <р£2р определяются аналитическим или графоана
литическим способом или могут быть взяты из справочных таб
лиц. У консольных балок моменты над крайними опорами равны 
изгибающим моментам от нагрузок, приложенных к консольным 
частям балок. При защемлении конца неразрезной балки вводят 
условно дополнительный фиктивный пролет и опору. После со
ставления уравнений трех моментов длина фиктивного пролета 
принимается равной нулю.

Решая полученную систему уравнений (11.46), определяют 
опорные моменты, равные изгибающим в сечениях над опорами. 
Записывая выражения изгибающего момента последовательно в 
сечениях над каждой из опор, можно определить опорные реакции, 
после чего построить эпюры Q(x) и М(х).

Пример. Записать уравнения трех моментов, определить неизвестные опор
ные моменты, определить реакции опор и построить эпюру М(х)  методом сло
жения для балки с нагрузками, представленными на рис. 11.21.

Р е ш е н и е .  Определяем, что балка трижды статически неопределима: 
«лишние» опоры 2 и 3 и защемление, т. е. неизвестные Мг, М3, М4.

Составляем уравнение трех моментов для опоры п = 2

M J 2 +  2Л42 (/2 +  /,) +  М 3/3 =  — 6£/ ( ? рл -  9^ р),

где Aii =  —Р1\ — —Ю-1 =  — 10 кН -м; 92*

(пару М относим к пролету /2)

с п р __ Р ' А  _  4 0  - 2 2

16 Е1 16 EI

М12 30-2 20
3 EI ~  3 EI ~  EI

Ю_ 
EI  ‘
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или

После подстановки числовых значений получаем

-1 0 -2  +  2М2 (2 +  2) +  М у 2 = + - g - )

4М2 +  М 3 =  —80.

Аналогично 

для п =  3:

составляем уравнения

М21г + 2уМ3 (/3 + li) + MJi — 6El Г РА (
. 16£/ V

для н =  4: Л134  +  2Д ( (/4 +  /5) +  Mg/g — 6Я/
<7̂4 

24 £7

J l 4_V 
24E/JJ’

где /6 =  0.
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После подстановки и сокращении получаем систему:
4Л12 +  М 3 =  —80; }

М-2 -Ь 4М3 -Т — —50; J- 
М3 +  2 М4 =  —20. j

Решая систему трех уравнений, определяем неизвестные моменты:
М 2 =  — 18,-4 кН-м; М3 = —6,15 кН-м; Л14 =  —6,93 кН-м.

Опорные реакции могут быть определены из уравнений, определяющих изги
бающие моменты над опорами. Так, например (рис. 11.21),

М 2 =  —Л  (h +  h)  +  R i h ~  М, откуда R t — 20,8 кН;

М3 =  —Р\  (/4 +  l2 +  l3) +  Rt (13 +  /3) — М +  R J 3 — Р 2 и т. д.

После подстановки определяем, что R2 = 15,3 кН. Аналогично находим R3= 
=  33,5 кН; ^4 =  20,4 кН.

При определении перемещений сечений неразрезной балки для 
определения ср0 и у0 граничных условий б у д е т  в с е г д а  б о л ь 
ше  д в у х .  «Лишние» граничные условия могут быть использо
ваны для проверки значений опорных моментов М2, М3 и М4.

Эпюра М(х)  построена методом сложения эпюр (рис. 11.21,г) 
от приложенных нагрузок (рис. 11.21, в), рассматривая каждый 
пролет как самостоятельную разрезную двухопорную балку, и от 
найденных опорных моментов М2, М3 и М4 (рис. 11.21, 6).



Г Л А В А  12

СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ

§ 58. ВИДЫ СЛОЖНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

При простых деформациях под действием приложенных внеш
них нагрузок в поперечных сечениях стержня возникали при осе
вом центральном растяжении продольная сила, при кручении кру
тящий момент, при чистом изгибе изгибающий момент и т. д.

Однако уже при исследовании плоского поперечного изгиба 
было установлено, что в сечениях стержня одновременно возни
кают поперечная сила и изгибающий момент, при деформации пру
жины — поперечная сила и крутящий момент и т. д. На практике 
более часто встречаются случаи, когда в поперечных сечениях 
стержней от внешних нагрузок возникают одновременно внутрен
ние силы и внутренние моменты. Так, например, в сечениях стерж
ня с ломаной осью, представленного на рис. 12.1, от сил Pi и Р~2, 
приложенных в сечении А, возникают на участке 1\ поперечные 
силы и изгибающие моменты, действующие во взаимно перпенди
кулярных плоскостях, на участке 12— крутящий момент от силы/3!, 
изгибающие моменты от Р\ и Р2, поперечная сила от Р\ и продоль
ная сила Р2. Соответствующие эпюры представлены на рис. 12.1.

Рассмотренные напряженные состояния, когда в поперечных 
сечениях одновременно возникает несколько внутренних силовых 
факторов (сил, моментов), которые необходимо учитывать при 
определении напряжений и перемещений, называются с л о ж н ы 
ми д е ф о р м а ц и я м и  или с л о ж н ы м  с о п р о т и в л е н и е м .

При определении напряжений и перемещений, учитывая, что 
деформации малы, пользуются принципом независимости действия 
сил. Для этого вначале рекомендуется строить эпюры внутренних 
сил и моментов, которые позволяют определить опасные сечения, 
как это представлено на рис. 12.1. Затем отдельно от каждого 
внутреннего усилия определяют напряжения в различных точках 
наиболее опасного сечения, используя полученные ранее форму
лы. Это позволяет определить наиболее опасную точку (иногда 
таких точек может быть несколько) сечения, для которой и со
ставляют условие прочности.
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К о с о й  и з г и б  (рис. 12.2, а) имеет место, когда внешние на
грузки, приложенные перпендикулярно оси стержня, не лежат ни в 
одной из главных плоскостей инерции. Общий метод решения задач

на косой изгиб заключается в том, что рассматривают составляю
щие внешних нагрузок, действующие в главной плоскости и в пло
скости, ей перпендикулярной. Нормальные напряжения в точках 
сечения вычисляют как алгебраическую сумму напряжений, вы
зываемых нагрузками, действующими в одной и другой главных 
плоскостях. Так, из рис. 12.2,6 следует, что наибольшие нормаль
ные напряжения будут в точках А (растяжение) и С (сжатие) се
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чения, т. е. там, где они суммируются. Напряжения 
точке N (у, z ) опорного сечения ABCD равны

Му-г Мг-у 
h — М. Z sin а

+ У  COS а  ^

~ й ~  ) ’

У
® в

,
6-0

©

0
©

М(У,1)
е  1

J

%

г

а ®
в 1 ®~

6

Рис. 12.2.

где
Му =  Р-1■ sin а =  7Wmax sin а;
Мг — P-l-  cos я =  Afmax cos я.

Учитывая, что точка А имеет координаты Уд— ---- 1-
__ь_

~  2 ’ 
имеем:

__ лл (  — b/2sina h /2cosa  ^
°А шах у Ту Тг ]

любой

( 12. 1)
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или а =  Мmax max
s i l l  а  ! COS а ( 12.2)

Для определения перемещения центра тяжести торцевого се
чения пользуются равенством

где
/ = К ( Л )2 +  ( /у)2,

/ у 3
3£Д и /у

Ру/3
3£/„

(12.3)

/* и fy — перемещения центра тяжести сечения Е вдоль соответ
ствующих осей координат.

Осевое И згиб

Можно показать, что нейтральная ось (нулевая линия) в сече
нии (рис. 12.2, в) всегда перпендикулярна направлению вектора 
полного перемещения /, т. e .Z p= Z -f, и перпендикулярна плоско
сти действия нагрузки только тогда, когда 7y =  /z, т. е. когда равны 
осевые моменты инерции сечения.

В н е ц е н т р е н н о е  с ж а т и е  ( р а с т я ж е н и е )  имеет ме
сто, когда короткий стержень сжимается продольной силой, дей
ствующей вдоль оси, параллельной центральной (рис. 12.3, а).
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Если перенести точку приложения силы на центральную ось, то 
для сохранения равновесия необходимо приложить присоединен
ную пару, момент которой М = Ре. Так, из рис. 12.3,6 следует, что 
при приведении силы Р к центру О получаем осевое сжатие, и от 
двух присоединенных пар с моментами Му = Ре2, Мг = Реу— изгиб 
в двух взаимно перпендикулярных плоскостях.

Суммарное нормальное напряжение в точке N сечения, имею
щей координаты у и г, будет равно

или

0 =  +  °и =  — F
Р ’ву-У

4

где

Р_
F 1 + е,*г

i =  \ / h -‘■у — ' F и I,

(12.4)

— радиусы инерции сечения соответственно относительно осей ко
ординат у и 2.

Аналогичные равенства могут быть получены при внецентрен- 
ном растяжении.

Остановимся более подробно на исследовании совместного дей
ствия кручения и изгиба — напряженного состояния, весьма часто 
встречающегося на практике.

§ 59. СОВМЕСТНОЕ ДЕЙСТВИЕ ИЗГИБА И КРУЧЕНИЯ

Пример, когда вал подвергается совместному действию изгиба 
и кручения, представлен на рис. 12.4, а. На вал действует вра
щающий момент МВ = Т • R и силы (?2 — вес поднимаемого груза, 
G1 — вес шкива, 3Т — суммарное натяжение ремней и момент Ĝ r 
на барабане. Эпюры М(х)  и Мк представлены на рис. 12.4, в 
и 12.4, г.

Эпюры нормальных и касательных напряжений даны на 
рис. 12.4, г.

Касательными напряжениями тс от поперечных сил пренебре
гаем, так как наибольшие касательные напряжения от сдвига бу
дут в точках горизонтального диаметра, в которых нормальные 
напряжения равны нулю (рис. 12.4, г).

Вырежем из вала элемент, находящийся на поверхности в опас
ной точке; он находится в плоском напряженном состоянии 
(рис. 12.4,6).

В дальнейшем используем теории прочности, учитывая, что для 
круглого вала

Ошах
Л<и . _
Wg ’ max

М к . 
Го ’ 2WZ =  2 Wr (12.5)
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1-я т е о р и я  п р о ч н о с т и .  Условие прочности записывается в 
виде (формула 11.24).

ai ^  [а] или [а +  ^ а2 “Ь 4х2! [°]-

f(Tc)max

L<x+f
Рис. 12.4.

Учитывая равенство (12.5):
Ми , 1/ 

~W7+ V
M , V + 4  J Мк
W:

ИЛИ

Обозначим

мА + V  Ml + м\
2 Wt

Ми + V  Ml + Ml

2 W,

< W -

< H

: Л'Ррасч ( 12.6)
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и будем его называть расчетным моментом по 1-й теории проч
ности.

2-я т е о р и я  п р о ч н о с т и  ИСХОДИТ ИЗ условии, ЧТО Е ,пах<[е]. 
После преобразования при jjl = 0,3 было получено (11.25)

0,35а -f 0,65 У  а2 -(- 4т2 [а]

или, учитывая равенство (12.5)

0,35М И +  0.65 У  M l +  Ml
W, - < М -

Обозначим
0,35УНИ -f 0,65 У М 2 -f М 2 =  М 11} и | ? г и I к расч* (12.7)

3-Я т е о р и я  п р о ч н о с т и  ИСХОДИТ ИЗ условия, ЧТО Т щ ах< [т] 
или по уравнению (11.26)

У ° 2+  4т2 <  [о].

После подстановки значений 0 и т из равенства (12.5) полу-
V  м 2 + м 2

ч и м  -------- ^ --------- %  [а ].Wz
Обозначим

У Ж 2^- М 2 =  М тг и 1 к ра<расч* ( 12.8)

Для материалов, у которых [а]сж ф [а]р, условие прочности по 
теории Мора можно записать в виде (9.26).

[а ]р.
М ргде v =  -г-=— .

При v = l приходим к 3-й теории прочности.
Подставляя значения сп и аз, получим

I3 +  V +  4т2] ---- Y  [а —  У о2 4 -  4т2]<[а]р.

Учитывая равенства (12.5), после преобразований

(1 - v )  мн + (1 + v) У  А^+ М\
2W; < [с

обозначим
(1~Д  Л4И + (1 + v) У М̂  + М*

:М°р а с ч * (12.9)

4-я т е о р и я  п р о ч н о с т и  исходит из условия, что йф<Лаф] 
или по уравнению (11.27)

У  О2 +  Зт2 [о].
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После подстановки значений а и -с получим

V M l  +  0 ,7 5 <
-----W,-----<[•]■

Обозначим
УМ 1 + 0,75М1 =  М " № ( 12.10)

Рис. 12.5.

Условие прочности для любой теории прочности имеет вид

откуда

М®
н Р г < и ,

м (1)W  >̂  Расч
( 12. 11)

где М ®сч — расчетный момент, зависящий от принятой теории 
прочности и определяемый по одной из формул (12.6) — (12 10)

ттй?3(1— а4) для круглого пологоПодставляя значение W,

сечения, при
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32 M (i) ч

IT (1 —  а4) [а]

32

= 2,16 К- ми)Jyip  а с ч

О - * 4) м
(12.12)



Из полученного условия следует, что при определении диаметра 
необходимо учитывать характеристики материала вала, а далее 
исходя из этого выбрать теорию прочности, которая определяет 
опасное состояние материала, и допускаемое напряжение. Затем 
найти расчетный момент и по формуле (12.12) диаметр вала. По
лученный диаметр округляют до ближайшего стандартного зна
чения.

П р и м е ч а н и е .  Если нагрузки лежат в разных плоскостях, их проектируют 
(рис. 12.5) на вертикальную и горизонтальную плоскости и строят эпюры изги
бающего момента в каждой плоскости отдельно. Суммарный изгибающий момент 
в каждом сечении круглого вала определяется по равенству

Мл =  К (Л '/ИГ)2 +  ( М ^ у  . (12.13)

§ 60. СОВМЕСТНОЕ ДЕЙСТВИЕ ИЗГИБА, КРУЧЕНИЯ И РАСТЯЖЕНИЯ
(СЖАТИЯ)

Рассмотрим вал, который одновременно испытывает изгиб, кру
чение и растяжение (сжатие). Наибольшее нормальное напряже
ние определяется по равенству

Соответственно максимальное касательное напряжение по фор
муле

max №р •

Условие прочности по 3-й теории будет

/ ( т  +  т£- ) ’ + 4 ( - $ г ) ’ < Н -
Соответственно по 4-й теории прочности

(12.14)

(12.15)

Подбор размеров сечения по формулам (12.14) и (12.15) произ
водится методом последовательного приближения.

§ 61. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ЗАПАСА ПРОЧНОСТИ

Если размеры сечения и нагрузки заданы, обычно производят 
проверочный расчет, для чего определяют к о э ф ф и ц и е н т  з а 
п а с а  п р о ч н о с т и  или коэффициент безопасности, например, 
для п л а с т и ч н о г о  материала по формуле

п ~Z >апр
(12.16)
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где ат — предел текучести;
Jnp •приведенное (эквивалентное) напряжение, величина ко

торого зависит от выбранной теории прочности.
Так, при использовании 3-й теории прочности зпр =  У  а1 -)- 4т2

п = J/V + 4т2

Принимая, что 0,5ат =  тт, определяем, что
1п

У  У М У
Обозначим:

—  — пз — коэффициент запаса прочности по нормальным напря
жениям;

М  — — коэффициент запаса прочности по касательным напря
жениям.

Тогда
1 ”. Пгп

У ' Ш V  п] + у
(12.17)

Аналогично можно определить коэффициент запаса прочности 
при использовании, например, 4-й теории прочности. Если принять, 
что тт =  0,58ат, можно воспользоваться равенством (12.17),



Г Л А В А  13

ПОНЯТИЕ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ НАПРЯЖЕНИЙ 
В ТОНКОСТЕННЫХ ОБОЛОЧКАХ

Наряду с призматическими телами в военно-морской технике 
широко распространены тела, у которых два размера значительно 
превышают третий (толщину) и которые называются оболочками 
и пластинами.

К оболочкам могут быть отнесены, например, корпуса подвод
ных лодок, торпед, мин, ракет и других видов техники, которые 
представляют собой комбинации цилиндрических, конических, ша
ровых и других типов оболочек. Ниже даны понятия о прочности 
тонкостенных оболочек.

§ 62. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ГЕОМЕТРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ
ВРАЩЕНИЯ

О б о л о ч к а м и  называются тела, ограниченные двумя криво
линейными поверхностями, расстояние между которыми мало по 
сравнению с другими размерами тела.

С р е д и н н о й  п о в е р х н о с т ь ю  о б о л о ч к и  называют гео
метрическое место точек, равноудаленных от наружной и внутрен
ней криволинейных поверхностей.

Т о л щ и н а  с т е н к и  5 равна длине отрезка перпендикуляра 
к срединной поверхности, расположенного между наружной и вну
тренней криволинейными поверхностями, ограничивающими обо
лочку.

Различают оболочки постоянной толщины (8 =  const) и обо
лочки переменной толщины (§ =  var), тонкие и толстые.

К тонким оболочкам часто относят такие, у которых отноше-D
ние -g-)>20, где R — наименьший радиус оболочки.

О б о л о ч к о й  в р а щ е н и я  (рис. 13.1) называется такая,^у ко
торой срединная поверхность образуется вращением кривой, на
зываемой образующей, вокруг оси, лежащей в ее плоскости.

Точки пересечения образующей с осью оболочки называются 
полюсами. Проведем плоскость, проходящую через ось оболочки. 
Пересечение плоскости с срединной поверхностью образует кри-
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вую, которая называется м е р и д и а н о м ;  о н а  с о в п а д а е т  с 
о б р а з у ю щ е й .

Плоскости, перпендикулярные оси, пересекают поверхность по 
кругам, которые называются параллелями. Радиус кривизны ме
ридиана называется первым главным радиусом кривизны поверх
ности в данной точке.

Радиус кривизны кривой, полученной от пересечения поверх
ности плоскостью, перпендикулярной меридиану, называется вто
рым главным радиусом кривизны поверхности в данной точке.

Начала радиусов кривизны К\ и Къ называются центрами 
кривизны; при этом центр кривизны К2 лежит на оси обо
лочки.

Угол срт  (рис. 13.1) будем называть широтой рассматриваемой 
точки. Угол между двумя соседними вторыми радиусами кривизны 
обозначим 9 t.

Нормальные сечения образуются пересечением поверхности обо
лочки плоскостью, проходящей через нормаль к поверхности в дан
ной точке.

Если на оболочке есть точка, в которой pm — pt — р (или R1 = 
~ R 2 = R), она называется точкой округления, как, например, точка 
сферической поверхности, полюсы эллипсоида вращения и т. д. Обо
значим через г радиус параллельного круга, тогда r=p(Sin<pm.
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§ 63. ОСНОВНЫЕ ДОПУЩЕНИЯ

При рассмотрении тонких оболочек вращения, у которых тол
щина значительно меньше радиуса, обычно делают следующие 
допущения.

Прямые, перпендикулярные срединной поверхности оболочки, 
до деформации остаются прямолинейными и нормальными к де
формированной срединной поверхности и не изменяют своей длины.

Нормальными напряжениями сжатия (растяжения), действую
щими на площадках, параллельных срединной поверхности в на
правлении радиусов кривизны оболочки, можно пренебречь.

Внешние нагрузки (например, давление), действующие на обо
лочку, распределены по ее поверхности симметрично относительно 
оси оболочки.

В силу симметрии нагрузки нормальные силы и моменты, дей
ствующие на АВ и CD (рис. 13.1), равны между собой. По этой 
причине на указанных площадках не может быть и поперечных 
сил.

Нормальными напряжениями от изгиба ои можно пренебречь 
по сравнению с напряжениями от растяжения ар, т. е. считать, что 
аи<С^р. Отметим, что в местах резких переходов, жесткого за
щемления, приложения сосредоточенных сил появляются напря
жения изгиба, пренебрегать которыми уже нельзя. Для опреде
ления этих напряжений применяют методы, которые изложены в 
специальных курсах. Зона, в которой необходимо учитывать на
пряжения изгиба, невелика; на небольшом удалении от этих мест 
расчет можно .проводить по безмоментной теории (принимая 
М„ =  0).

§ 64. УРАВНЕНИЕ РАВНОВЕСИЯ ЭЛЕМЕНТА ОБОЛОЧКИ

Рассмотрим уравнение равновесия элемента ABCD (рис. 13.2) 
оболочки вращения постоянной толщины, находящейся под вну
тренним давлением р. С учетом принятых выше допущений на 
выделенный элемент оболочки действуют следующие силы, ве
личины которых равны:

Т =  otdFm =  otodSm; \
N  — amdFt =  GmbdS(\ (13.1)
Р  =  pdSmdSt. I

Проектируем все силы на внешнюю нормаль к поверхности 
(ось г)

'2i Z t =  —2 Т sin4p- — 2N sin +  pdSmdSt =  0.

Вследствие малости углов полагаем, что

s in 4 f1 =  4 ^  =  4 ^ L ; sin-% ^ =  ^  =  4 f a-. (13.2)2  2  2 p i  Z  Z  Z p m
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Тогда уравнение равновесия можно записать в виде 

-  2Т Ф -  -  2 N ^ l +  pdSmdSt =  0.2р( 2pm
После подстановки значений сил из (13.1) и сокращений получаем 
уравнение Лапласа

+  =  X  (13.3)
р t ы  8

Третье главное радиальное напряжение, вызываемое давлением 
между слоями оболочки, весьма мало по сравнению с а; и ат и им 
обычно пренебрегают. Напряженное состояние оболочки тогда при
нимают плоским (двухосным).

В уравнение (13.3) входят две неизвестные величины: ат и at. 
Поэтому решить его можно только для частных случаев.

Ц и л и н д р и ч е с к а я  о б о л о ч к а ,  н а х о д я щ а я с я  п о д  
в н у т р е н н и м  д а в л е н и е м ,  например бронзовая втулка, наса
женная на вал с натягом (рис. 13.3).

Главные радиусы кривизны pt — R', рт = °°. Тогда

стt
p R    p D

Ь  28 *
(13.4)

Отметим, что, если цилиндрическая оболочка закрыта с торцов, 
в ней кроме at возникает осевое напряжение (рис. 13.3), равное

__ р  ръР\ pR\
=  2 яЯ ср5 =  Ж срь *
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где 2Ri и 2.Rcp — внутренний и средний диаметры соответственно. 
Полагая для тонкостенных оболочек Ri=Rcv = R> получаем, что 
осевое — меридиональное напряжение ат определяется по формуле

pR    р О
28 48

(13.5)

б
Рис. 13.3.

С ф е р и ч е с к а я  о б о л о ч к а ,  н а х о д я щ а я с я  п о д  в н у 
т р е н н и м  д а в л е н и е м  (рис. 13.3,6). Для сферической оболоч
ки pm = pt = R И о т  =  аг==о получаем из (13.3)

pR _ pD 
" 2 Г -  48 •

(13.6)

Задаваясь диаметром при заданном давлении, можем опреде
лить толщину оболочки из условия прочности а<^[а].Так, на
пример, в случае сферической оболочки

откуда
> pD_

4 М *

Если принять
=  120 мн

Р- 1,2
МН d =  0,8 м,
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то

8> 7 Т ^  =  Т Ш Г  =  0 '002 м = 0 ’2 “ ■

Аналогичную задачу можно решить и для цилиндрической обо
лочки, используя условие

> рР 
2 И •

Для определения неизвестных ат и сц одного уравнения (13.3) 
недостаточно. Дополнительное уравнение составляют на основа
нии условия равновесия зоны.

§ 65. УРАВНЕНИЕ РАВНОВЕСИЯ ЗОНЫ

З о н о й  мы будем называть часть оболочки, мысленно отсекае
мую конической поверхностью, нормальной к меридиану. Для 
определения внутренних сил воспользуемся методом сечений. Рас

смотрим оболочку, имеющую полюс и заполненную жидкостью 
(рис. 13.4). Отбросим мысленно верхнюю часть оболочки, заме
нив ее действие на нижнюю силой, величина которой ат'Ь ’2хг, 
где ат — меридиональное напряжение.

На нижнюю часть оболочки кроме вышеуказанной силы дей
ствуют:

— сила тяжести, равная весу жидкости, заполняющей нижнюю 
часть оболочки;

— сила, создаваемая давлением жидкости, заполняющей верх
нюю отбрасываемую часть оболочки, равная р-тсг2.
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Уравнение равновесия зоны оставшейся части оболочки будет 
иметь вид

22 Yi =  am • • 8 • sin cpm — Gx — ръг2 =  0.

Из этого уравнения следует, что
_ (jj + /ПГ'Г2

°m 2ur8 sin tpm (13.7)

Второе главное напряжение определяется из формулы Лап
ласа (13.3). Пусть оболочка заполнена газом, весом которого мож
но пренебречь (G i=0). Тогда из формулы (13.7) следует

__ р-тгг2 __ р-г
° т 2тсг5 sin <р/л 28 sin <fm

или, учитывая, что sin <fm =  h>
P-Pt
28 ' (13.8)

Запишем формулу Лапласа (13.3)

I gm ___Р_
Рt Рот _  8

откуда с учетом (13.8)

Ж  _ сот • рt
® Р от : °от ( 2 ■ Л

Рот
(13.9)

Пример. Определить нормальные напряжения в конической оболочке, нахо
дящейся под внутренним давлением р (рис. 13.5).

Решение.
Воспользуемся формулой (13.8), учитывая из рис. 13.5, что t̂ — x i g a ,  а

Рот =  ° ° -  
Тогда

„ _  Ж  _  PXtga
т 28 28

Другое главное напряжение определяется из формулы (13.9)

= 2<jm = p x t g a
8

Элемент конической оболочки находится в плоском напряженном состоянии. 
По обобщенному закону Гука

.  _  ° т  —  №  _  Р ' Х  t g  a  (1  — 2 р . )

т  Е 2ЪЕ

Соответственно
„ _  «< — (Ч»от _  p - X - t g a  (2 — (J.) 
1 ~  Е ~~ 2ЬЕ
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Удлинение образующей

Д5т  =  j  cm d x  =  - L - | ! i p t g a  j  x d x  =  — 2Ъ^  p  t g a ^ l .
0

Пример. Определить напряжения n тонкостенной торообразной оболочке 
(рис. 13.6), нагруженной внутренним давлением p =  const.

Р е ш е н и е .  Составляем уравнения равновесия отсеченной части горообраз
ной оболочки (рис. 13.6,6), выделенной сечениями, нормальными к поверх
ности:

Y i =  — cm8 -2тс (a -f R  sin 9 ) sin 9  -f- p  [(a +  R  sin <f)2 — a2] тс =  0,

где 2ic (a 4- R  sin <f) 8 — кольцевая площадка, по которой действуют нормальные 
напряжения:
тс [(a+ /?  sin <р)2—а2] — проекция площади отсеченной части торообразной обо
лочки, которая может быть преобразована следующим образом:

тс [а2 +  2a R  sin 9  +  R 2 sin2 <p — a2] s= тсR  sin 9  [2a 4- R  sin 9 ].

Из уравнения равновесия следует, что

p - iz R  sin у [2а +  R  sin 9 ] 
2тс (a 4 - R  sin 9 ) sin 9 - 6

или
— 2a 4 - R  sin 9  

°т ~  28 a 4 - R  sin 9

Отметим, что
, _____ _  p R  2 a  — R

5max I -  5m I 3, -  28 a — R ’Г 0

Нормальное напряжение определяем из формулы Лапласа

с< , Cm Рт —  ̂ »
Р/ 9т ^

в которой для рассматриваемого случая

Pm =  R> ?t =
а  4- R  sin 9  

sin 9

(13.10)

(13.11)

После подстановки значений от, рт и pt в формулу Лапласа (13.3) полу»
чаем

®m \ (  Р PR 2а 4- R  sin 9 1 \  а
Pm / =  { —  — 28 a -j- R  sin 9 R )

Р 1 а 4- R  sin 9 2a +  R  sin <f\ P R
8 V sin 9 2 sin 9  / 28 *

Следовательно,
£В__
28 ~

const. (13.12)
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Ч а с т н ы е  с л у ч а и :
а = 0 ; торовая оболочка переходит в сферу

_ РЯ
—  2 8  *

а  =  оо; торовая оболочка переходит в цилиндр:

вт =  lim
а-* во

p R

28
2 а  — R  p R  p R

a  —  R  ~  Т ~ ’ ~  ~ 2 Ь ~ ‘

a = R ; внутренняя часть торовой оболочки переходит

вт =  в, 28 '

в жгут



Г Л А В А  14

УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 

§ 66. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ КРИТИЧЕСКОЙ СИЛЫ

При расчете на сжатие коротких стержней достаточно боль
шого сечения и малой д л и н ы ~ 2 - г - 3 ;  условие прочности имеет 
вид

При достаточно большой длине и малой площади сечения 
стержня можно наблюдать, как при определенном значении сжи

мающей силы стержень теряет свою первоначальную прямоли
нейную форму и выпучивается. Происходит так называемый про
дольный изгиб (рис. 14.1).

Если Р меньше определенного значения, равного РКр, стержень 
сохраняет свою прямолинейную форму равновесия; если Р>РКр, 
форма равновесия становится криволинейной. При значении 
p=zPKV прямолинейная форма равновесия становится неустойчи
вой и легко может перейти в криволинейную. Сила РКр называется 
к р и т и ч е с к о й  с и л о й .  Когда величина силы становится рав
ной PYф, условия нормальной работы нарушаются и поэтому по
лагают, что критическая сила соответствует нагрузке, которая ус
ловно может быть названа разрушающей.
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Под устойчивостью понимают свойство системы самостоятель
но восстанавливать начальное состояние равновесия, из которого 
она была выведена в результате сообщения ей некоторого откло
нения. Система, не обладающая этим свойством, называется не
устойчивой.

Понятие устойчивого и неустойчивого равновесия можно 
уяснить себе, наблюдая равновесие шарика во впадине (устой
чивое) и на гребне (неустойчивое положение равновесия).

Явление потери устойчивости можно наблю
дать при нагружении сжимающей (радиаль
ной) нагрузкой тонких колец, при этом круглое 
сечение становится эллиптическим и сплющи
вается при сжатии продольными или попереч
ными или одновременно продольно-поперечными 
нагрузками тонкостенных цилиндрических обо
лочек и т. д. (рис. 14.2).

В

Р=Р,нр

И -

Рис. 14.2. Рис. 14.3.

Вообще потеря устойчивости чаще всего проявляется в тонко
стенных конструкциях, что следует иметь в виду при их эксплуа
тации.

При изучении устойчивости система принимается идеальной. 
Так, при сжатии стержня осевой силой принимают, что материал 
стержня однороден, ось прямолинейна, сила приложена цен
трально.

Рассмотрим стержень, сжатый продольной силой Р (рис. 14.3). 
Весом его будем пренебрегать. Стержень деформируется в на
правлении наименьшей жесткости. Приближенное дифференциаль
ное уравнение оси изогнутого стержня будет иметь вид

dx2
М(х) 
EI ■ ’min

(14.1)

где М (х) = — Р-у  — изгибающий момент в сечении с координа
той х\

/ щ — наименьший осевой момент инерции сечения 
стержня. Условия закрепления точек А и В 
по осям у и z приняты одинаковыми,
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Подставляя в (14.1) значение изгибающего момента, получаем
Д2у 
dx2

Р-у
EI min

(14.2)

Обозначим

(14.3)

Тогда дифференциальное уравнение упругой линии будет иметь 
вид

§ -  +  ^ ■ = 0 . (Н.4)

Решением уравнения (14.4) будет
у  =  Acos kx + В sinkx. (14.5)

Постоянные интегрирования А и В определяются из гранич
ных условий, которые для рассматриваемого стержня будут иметь 
вид:

при х  =  0 у ( 0 ) = 0  и 
при х  =  1 у (I) — 0.

Из первого граничного условия следует г/(0) —А • 1 + 5  • 0 =  0, 
т. е. Л = 0, и, следовательно,

у =  5  sin.*, (14.6)

т. е. форма кривой — синусоида.
Подставляя второе граничное условие, получаем 0 =  £sin&/. Но 

В ф  0, ибо при В = 0 стержень сохраняет прямолинейную форму 
равновесия; нет потери устойчивости (г/ =  0). Следовательно, 
sin&/ =  0, т. е. Ы = ъп, где п — 1, 2 ..., откуда получаем, что

£»=-— . (14.7)

Из сопоставления равенств (14.3) и (14.7) следует

ш
I

Р  кр 

^тт
(14.8)

Из уравнения (14.8) определяем критическую силу

Лер’
nVEL

/2
а из уравнений (14.6) и (14.8) прогиб

у =  В sin —  х.

(14.9)

(14.10)
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=  У т а х = / *  откуда =  т. е. B =  f.
Однако найти величину / из имеющихся граничных условий 

нельзя. Отметим, что приближенное дифференциальное уравнение 
упругой линии (14.1) справедливо лишь при малых прогибах.

На рис. 14.4 показана форма упругой линии в зависимости 
от п: при п= 1 она изменяется по полуволне синусоиды, при п =  2 — 
по волне синусоиды и т. д. Кроме того, на рис. 14.4 приведены 
соответствующие значения критической силы, определенные из 
(14.9).

Коэффициент В  находится из условия, что при x ~ ~ y  У ~

(/) л 2 Е  0  m in  J 2)_ u n * E 3 m i n  , n (i) B ,3L 9 ^ 2E J m in  h n (i)
P„ = --------J2 --------- > Pn p ~  12 - ^ PK p i П<р j i  -УРкр

Рис. 14.4.

Равенство, определяющее наименьшее значение критической 
силы при п= 1, носит название первой критической или Эйле
ровой силы

тг2£/ ,
р кР = ---- ■ (14.11)

Из формулы (14.11) следует, что критическая сила зависит 
от длины стержня I, его механических свойств, характеризуемых 
модулем упругости, и минимального момента инерции сечения / min. 
Очевидно, при выборе сечений стержней, работающих на продоль
ный изгиб, следует стремиться к тому, чтобы оба осевых момента 
инерции 1У и 1г сечения были равны друг другу (например, сече
ние имело бы форму iKpyra, квадрата и т. д.).

§ 67. КРИТИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ

Согласно определению критические напряжения
Якр w2£ /min

°кр р  р р

(для п= 1)

(14.12)
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Отношение минимального момента инерции к площади сечения 
равно квадрату радиуса инерции сечения, т. е.

1т‘п __ /2 
Р  min'

Тогда формулу (14.12) можно записать в виде

^ 'm in  *
°кр /2 / I \2  •

(  ( Ш 1П /

Отношение длины стержня к минимальному радиусу инерции 
сечения называется г и б к о с т ь ю  стержня и обозначается \

тогда
*тш

(14.13)

1Г 2£
ffKP Х2 • (14.14)

Таким образом, критическое напряжение обратно пропорцио
нально квадрату гибкости и прямо пропорционально модулю 
упругости Е,

§ 68. ВЛИЯНИЕ ЗАКРЕПЛЕНИЯ КОНЦОВ СТЕРЖНЯ НА ВЕЛИЧИНУ 
КРИТИЧЕСКОЙ СИЛЫ И КРИТИЧЕСКОГО НАПРЯЖЕНИЯ

Величина критической силы в уравнении (14.11) была опреде
лена для случая, когда стержень был шарнирно закреплен, что 
нашло отражение в граничных условиях. Этот способ закрепления 
концов принято называть о с н о в н ы м .

Концы стержня могут быть, кроме того, например, либо за
щемлены с двух концов, либо один конец защемлен, а второй сво
боден, и, наконец, стержень может быть шарнирно оперт с одного 
и защемлен с другого конца. Для каждого случая граничные усло
вия будут свои и, следовательно, значения Ркр и оКр будут различ
ными.

Однако, не повторяя вычислений, связанных с определением 
постоянных интегрирования Л и В для различных случаев закреп
ления концов стержня, можно получить соответствующие уравне
ния, определяющие Ркр и вкР, в результате следующих рассу
ждений.

Рассмотрим стержень с одним защемленным и другим сво
бодным концом.

Из рис. 14.5, я следует, что одна половина стержня, например 
верхняя, находится в тех же условиях, что и стержень, защемлен
ный с одного конца. Обозначим Длину этой Половины буквой /. 
Величина критической силы для стойки с одним защемленным, а
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другим свободным концом будет такая же, как и для стержня 
шарнирно опертого, но длиной 21, т. е.

< 1 4 Л 5 >

Из рис. 14.5,6 следует, что средняя часть стержня при двух 
защемленных концах его будет находиться в таких же условиях, 
что и стержень с шарнирно опертыми концами. В местах перегиба

"pl I Р«р
^ H b r V ’

- + —  — /7777

I

в А
/7/7>У,’77 

ркр~

I „ _ H^EJmin 
' Рир "(21)2

~ Т
а

s-tssu cLLL/

Т'77/?
{В

*7777

_ Л zE Jmm р -  л2Е^
Р»Р (0,51)2 гпр (0,71)2

Рис. 14.5.

кривой (точках А и В) изгибающие моменты равны нулю. Тогда 
для стержня с защемленными концами

кр
”2£/n,in

(0.5/)2
(14.16)

Аналогичные рассуждения приводят к тому, что приближенно 
для стержня с одним защемленным, а другим шарнирно опертым 
концом

кр ■
'^m ln
(0.7/)2

(14.17)

Формулу Эйлера для всех рассмотренных случаев закрепле
ния концов можно записать в обобщенном виде

ТС-jE/ ,
кр- (14.18)

где |i l — приведенная длина, а р. — коэффициент Ясинского (вве
ден в 1892 г.), или к о э ф ф и ц и е н т  п р и в е д е н и я  д л и н ы .

На расчетных схемах шарниры в соответствующих точках 
предполагались шаровыми. В действительности шарнирные опоры 
большей частью делаются цилиндрическими, т. е. шарнирными, 
только в одной плоскости. В другой плоскости они являются ус
ловно защемленными.
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Концы сжатого стержня часто присоединяются сваркой, клеп
кой и т. д. к другим элементам конструкции, которые не являются 
абсолютно жесткими. В таких соединениях нельзя считать концы 
стержня защемленными и допускается на 10—20% уменьшать 
коэффициент приведения длины стержня.

Для стержней с различными сечениями по длине и различ
ными нагрузками, например равномерно распределенной по дли
не, критическая сила определяется по формуле, подобной фор
муле Эйлера, но путем введения в нее дополнительных коэффи
циентов.

Пример. Пользуясь формулой Эйлера, определить отношение критических 
усилий для стоек, имеющих равные площади сечений, одна из которых круглого 
сплошного сечения, а другая трубчатая (а =  0,8).

Р е ш е н и е .  Обозначим:

7с 2£7СП _ 2£/тРр  сп _________. р тр _  Jy_££__
КР (р/)2 ’ КР (р./)2 ’

где р и — критическая сила для сплошной и трубчатой стойки соот
ветственно. Следовательно, отношение критических сил равно

к ;  _
(14.19)

где / сп и / тр— моменты инерции сплошного и трубчатого сечения, соответствен
но равные:

•МР тр го*т(1— а*) 
~  64 ’ 1  ~~ 64

Запишем условие равенства площадей сечений стоек сплошного и трубЧа* 
того сечений

тс (Р 
4

или rf2 =  d \ р (1 — а2)' (14.20)

Находим из равенств (14.19) и (14.20), что
•И /1 ,2\2реп 

г  кр
рТР 
л кр

rf^ p d -a 2)2

rf4To U - a4)тр 1 +

Подставляя численные значения, получим

1 — 0,82реп
кр

ртр
кр 1 + 0,82 : 0,22.

Результат свидетельствует о преимуществе трубчатых сечений перед сплош
ными не только при изгибе или кручении, но и при продольном изгибе.

§ 69. ПРЕДЕЛЫ ПРИМЕНИМОСТИ ФОРМУЛЫ ЭЙЛЕРА. 
КРИТИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ ЗА ПРЕДЕЛОМ ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ

Формула Эйлера применима до напряжения, соответствующего 
пределу пропорциональности, до которого справедлив закон Гука,
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т. е. при условии, что оКр < ^ п- При а =  ап гибкость X достигает 
своего предельного значения Хпред. Из равенства (14.4) следует, что

*2Е
,2 ап>
Лпред

(14.21)

откуда определяется предельное значение гибкости

/IF- (14-22)
Так, например, для мягкой стали Ст. 3 предел пропорциональ

ности равен оп~2000 кгс/см2=196 МН/м2 и ~ 2- 106 кгс/см2га
5= 1,96 • 105 МН/м2. Поэтому для этой стали по формуле (14.22)

X и2-1,96-105 
196 100.

Предельное значение гибкости для стержня из дюралюминия, 
у которого ап^ 1 7 4  -^ .= =  1770 - ^ -  и £  =  0,69 • 105 ~  zz

»  0 ,7-106- ^ ,  будет

Xпред 1 /
и2-0,69-105

174 62,5.

Критические напряжения для малых гибкостей (Х<ХПред), т. е. 
за пределом пропорциональности, определяются на основании ре
зультатов многочисленных экспериментов. Условно разделим 
стержни с малой гибкостью на две группы: первая группа — стерж
ни с малой гибкостью ( так, для стали Ст. 3 с гибкостью до Х<(40— 
короткие стержни), вторая группа — с большей гибкостью (для 
стали Х>40).

Первая группа на устойчивость не рассчитывается, так как 
подобные стержни выходят из строя вследствие появления либо 
текучести (пластичные материалы), либо достижения предела 
прочности (хрупкие материалы).

Вторая группа рассчитывается на устойчивость. Многочислен
ные эксперименты по исследованию продольного изгиба были про
ведены проф. Ф. Ясинским. На основании серии опытных иссле
дований им предложено определять критические напряжения по 
формуле

акр =  « — Ь\, (14.23)

где а и Ь — коэффициенты, зависящие от материала*. Так, для
~  О О О П  МН ,  . . .  мнстали Ст. 3 а =  330—s- и Ь = 1 ,4 4 —5- .м2 ’ м2

* Значения коэффициентов а и Ь можно найти в справочниках.
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Формула (14.23) для мягкой стали (например, для Ст. 3) при
меняется обычно в пределах 60<Х<100. Кроме опытной фор
мулы Ф. Ясинского применяется и ряд других опытных формул. 
Так, Тетмайер предложил формулу для определения критических 
напряжений в виде

акр=  7760-  120Х + 0,53X2, (14.24)

которая дает хорошие результаты для Х =  70н-80 (Ст. 5, чугун 
и др.).

6„р,*гс/см2

2 Ш
2000

Область применения 
формулы Эйлера

Я > 100 (для Cm 3 )

Гипербола Эйлера

75 100 125 150 175 200

тт

Рис. 14.6.

Часто используются и другие формулы для определения крити
ческих напряжений за пределами пропорциональности, например 
равенство

сткР =  ао — я*2. (14.25)

где при Х = 0 ао =  ат для пластичного материала и ао =  аПч для хруп
кого материала.

В частности, для сталей принимают ао =  2800 кгс/см2 =  
=  274 МН/м2 и а =  0,09 кгс/см2^  0,0088 МН/м2, соответственно 
для чугуна со =  4200 кгс/см2 =  412 МН/м2 и я =  0,44 кгс/см2 =  
=  0,043 МН/м2.

На рис. 14.6 представлена обобщенная кривая Эйлера для 
мягкой стали (сталь Ст. 3), на которой участок для 40^X ^100  
принят изменяющимся по формуле Ясинского.

§ 70. ПРОВЕРКА СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ НА УСТОЙЧИВОСТЬ

Вместо уравнений Эйлера, Ясинского и др., каждое из которых 
применимо в определенных пределах гибкости, можно пользоваться 
одним, пригодным для стержней различной гибкости.
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Стержень, сжатый силой Р, проверяется на прочность и устой
чивость по условиям:

где И е «  =  рд И

Обычно коэффициент запаса на устойчивость принимается для 
стали равным [пу]= 1,8н-3,0, для чугуна [пу} = 5 н-5,5. Соответственно

среднее значение коэффициента запаса 
на сжатие [по]=1Д Как правило, п0<.пу. 
Из (14.25) и (14.26) следует, что отно
шение допускаемых напряжений будет

[а]у ^Kpl̂ o] __ ^
Меж <5о[пу\ ^

ИЛИ

Му — 9 Меж- (14.28)
В последнем равенстве (14.28) коэф

фициент ср называется коэффициентом 
уменьшения основного допускаемого на
пряжения на сжатие или коэффициентом 
продольного изгиба. Он зависит от гиб
кости X и материала стержня.

Используя значения аКр = f(X) и коэффициентов запаса пу и по, 
составлена таблица, в которой для различных материалов приве
дены значения ф в функции от гибкости. С помощью коэффициен
та ср можно решать задачи, связанные с проверкой стержней на 
устойчивость или подбором сечений.

Пример. Для устойчивости тонкой переборки толщиной 12 мм установлена 
стойка длиной 1 = 3 м, состоящая из двух неравнобоких уголков (рис. 14.7), ко
торая воспринимает основное сжимающее усилие Р =  30 т~295 кН. Определить 
сечение стойки, считая концы ее закрепленными шарнирно, если [о]= 1200 кгс/см2 =  
=  118 МН/м2.

Р е ш е н и е .  Задаемся коэффициентом <ро = 0,7 (обычно в начале расчета при
нимают <р=0,6 +  0,8).

Определяем [а]у = у0 Меж =  0,7 • 1200 =  840 кгс/см2.

Вычисляем 2F >  ■ f  ■ =  -̂ ,.1^  =  35,7 см2.
М у 840

Принимаем в соответствии с ГОСТ 8510—57 угольник № 14/9 толщиной 
8 мм, который имеет F =18 см2, / 2=  120 см4, у0= 2,03 см.

Следовательно, для двух угольников

/*, =  2/(0 =  / ш1п =  2 [120 +  (2,03 +  0.6)М 8] =  489 см4;

Рис. 14.7.

(14.26)

(14.27)
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min
_ ~\f I  mill   I  f  489
~  ' 2F ~  V 2П8

l =
2 F 

jj./
2-18 

300
36.8

=  3,68 c m ;

81.5.

Определяем по таблице f(X) для A=81,5 и стали Ст. 3, что 
довательно, новое значение [о],у =̂ср;[а]с>к =0,741 -1200=890 ’ кгс/с: 
Напряжения сжатия в сечении стержня:

о Р  _ 30-10* оог кгс
2F ~  2-18 см* 82 МН

м2

J ! ^ . i oo% = M _ _ ^ . ]0oo/o = 7*3%.

Следовательно, стержень недогружен на 7,3%, т. е. больше 

равного =  2ч-3%. Расчет следует повторить, принимая, например, 
=  0,72.

<?i =0,741. Сле- 
vi2~88 МН/м2.

допускаемого, 
.. 9о +
%------2 —



Р А З Д Е Л  II

К И Н Е М А Т И К А

§ 71. ВВЕДЕНИЕ

К и н е м а т и к о й  называется раздел механики, в котором изу
чается механическое движение, рассматриваемое без учета сил, 
приложенных к движущимся объектам. Таким образом, кинема
тика изучает механическое движение с геометрической точки зре
ния как процесс изменения положения материальной точки или 
механической системы в пространстве с течением времени. Меха
ническое движение является простейшей формой движения. 
«В мире нет ничего, кроме движущейся материи, и движущаяся 
материя не может двигаться иначе, как в пространстве и во вре
мени» *. Следовательно, пространство и время являются объек
тивными, реальными формами существования материи. Кинемати
ка позволяет решать ряд практически важных задач. Знание за
конов кинематики потребуется также и для изучения последующих 
разделов механики (динамики, гидромеханики, передаточных ме
ханизмов) и специальных дисциплин.

Система отсчета. Напомним, что системой отсчета называется 
система координат, связанная с телом («телом отсчета»), отно
сительно которой изучается движение. Движение тела относитель
но разных систем отсчета может быть различным.

Так, матрос, стоящий на палубе корабля, для системы коор
динат, связанной с движущимся кораблем, является неподвиж
ной точкой, а для системы координат, связанной с Землей,— по
движной. Таким образом, механическое движение или покой изу
чаются относительно выбранной системы отсчета.

О с н о в н о й  с и с т е м о й  о т с ч е т а  называется такая систе
ма координат, которая при изучении движения принята за непо
движную. Часто условно за основную систему отсчета принимают 
координатные оси, связанные с Землей. Однако надо помнить, что 
в ряде задач кинематики необходимо учитывать и вращение Земли, 
как, например, при изучении движения ракет дальнего действия, 
спутников Земли и т. д.

В этом случае за основную принимают гелиоцентрическую си
стему отсчета с началом в центре Солнечной системы и осями, 
направленными на неподвижные звезды.

* В. И. Л е н и н .  «Материализм и эмпириокритицизм», изд. 1948 г., стр. 158.
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В классической механике пространство предполагается одно
родным, трехмерным, обладающим одинаковыми свойствами во 
всех направлениях, а время независимым от движущейся мате
рии.

Положение тела в пространстве является функцией времени. 
Время принимается протекающим одинаково в любых системах 
отсчета, как угодно перемещающихся относительно друг друга.

Г Л А В А  15

КИНЕМАТИКА ТОЧКИ

§ 72. СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Рассмотрим движение материальной точки М в основной си
стеме отсчета (рис. 15.1).

Пусть в различные моменты времени движущаяся материаль
ная точка занимает в пространстве последовательно различные 
положения. Геометрическое место последовательных положений 
движущейся точки относительно данной системы отсчета назы
вается траекторией точки. Таким образом, траектория точки — 
это линия, описываемая движущейся точкой в пространстве в рас
сматриваемой системе отсчета.

В зависимости от формы траектории движение может быть 
прямолинейным, при котором траектория — прямая линия, или 
криволинейным, при котором траектория— кривая линия.

Движение точки считается з а д а н н ы м ,  если для любого мо
мента времени можно указать положение точки в пространстве 
на ее траектории. Рассмотрим способы задания движения мате
риальной точки: векторный, координатный и естественный.

В е к т о р н ы й  с по с о б .  Положение точки М в пространстве 
задается радиусом-вектором, начало которого совпадает с точ
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кой О — началом основной, например прямоугольной, системы ко
ординат (рис. 15.1, а):

r=7(t),  (15.1)
где t — время.

Уравнение (15.1) называется уравнением движения точки в век
торной форме. Будем считать, что r ( i ) — однозначная, непрерыв
ная, дважды дифференцируемая функция. Тогда, например, урав
нение

r =  2(** +  1 ) 7 + 4 / - / + (1 - t ) k
определяет движение некоторой материальной точки. Так, в мо
мент

t — О г(0)=21 + Ъ при t =  1 с г ( 1 ) = 4 г  +  4/ и т. д.
К о о р д и н а т н ы й  с п о с о б  (рис. 15.1,а). Положение точки 

задается координатами х, у и z, т. е. известны:
х =  x(t); |
У =  У(0;  (1.5.2)
z = z{t), )

где x(t), y(t), z ( t ) — однозначные, непрерывные, дважды диффе
ренцируемые функции времени.

Уравнения (15.2) называются уравнениями движения точки в 
прямоугольной (декартовой) системе координат. По существу, 
уравнения (15.2) одновременно являются параметрическими урав
нениями траектории материальной точки, где параметром является 
время.

В частном случае, когда точка движется в плоскости Оху:
x =  x(t); )
У =  У(*);> (15.2а)
z =  0 )

или в другом случае, когда точка движется вдоль прямой (в част
ности, вдоль оси Ох):

x =  x{t)\ у =  0; г =  0. (15.26)
Очевидно, из уравнений (15.2) можно исключить время и свя

зать между собой координаты движущейся точки. Тогда получен
ные зависимости будут уравнениями траектории точки в коорди
натной форме.

Кроме вышеуказанного способа задания движения материаль
ной точки в прямоугольной системе координат следует отметить и 
другие координатные способы (рис. 15.2), как, например:

а) в п о л я р н о й  системе координат; точка движется в плоско
сти Оху (рис. 15.2, а)

?  =  ?(*); r =  r(t)\
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б) в ц и л и н д р и ч е с к о й  системе координат (рис. 15.2,б)

9 =  9 (0; r =  r(t)\ z =  z(t);

в) в с ф е р и ч е с к о й  системе координат (рис. 15.2, в)

?  =  ?(*);  0 =  0(О; Р =  Р (О-

Пример. Определить траекторию точки в координатной форме г= г(9), если 
ее движение задано уравнениями:

/* — дТ; 9 =  bt.

Р е ш е н и е .  Движение задано в полярных координатах. Разделив одно урав
нение на другое, получим

а
Г = -Г*‘

т. е. траектория точки — спираль Архимеда. Движение начинается из начала 
координат — точки О, так как при / =  0, /о=0  и cf0= 0.

Естественный способ. При естественном способе задания дви
жения материальной точки должны быть заданы (рис. 15.1,6):

а) траектория точки относительно выбранной системы отсчета;
б) начало отсчета дуговой координаты по траектории (точ

ка А). Дуговой координатой точки называют длину дуги am — s 
траектории;

в) положительное направление отсчета дуговой координаты;
г) закон изменения дуговой координаты, т. е. уравнение дви

жения точки по траектории
s-=s(t).  (15.3)

Уравнение (15.3) называется у р а в н е н и е м  д в и ж е н и я  
м а т е р и а л ь н о й  т о ч к и  в д о л ь  з а д а н н о й  т р а е к т о р и и  
в е с т е с т в е н н о й  фо р ме .
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Для перехода от координатного способа задания движения ма
териальной точки к естественному следует воспользоваться выра
жением дифференциала дуги

d s = ± V ( d x ) * + { d y y  + (dz)*.

Из уравнения (15.2) определяем, что
dx — xdt\ dy =  ydt; dz  =  zdt.

Тогда
ds =  ± У  x 2 + у2 + z2 dt,

откуда
s =  ±  J Y x 2 +  У2 + z2dt  +  C,

где С — постоянная интегрирования, определяемая из началь
ных условий задачи; знак перед корнем выбирается в зависимо
сти от выбора положительного направления отсчета дуговой коор
динаты.

При прямолинейном движении точки координатный способ за
дания движения сводится к естественному.

Пример. Движение точки, например центра тяжести торпеды, задано в век
торной форме

г = ю t*-i + 5 e-j.
Следовательно, в координатной форме уравнения движения будут иметь

вид:
х  =  Ш 2; у  =  5I2.

Определить уравнение траектории в виде зависимости между координатами 
точки у=у(х)  и закон движения точки по этой траектории.

Р е ш е н и е .  Определяем уравнение траектории точки в виде у= у(х ) .  Для 
этого исключаем из заданных уравнений движения время 1, например, делением 
второго уравнения на первое

—  =  0,5 или у =  0,5.x. л: J
Уравнение г/=0,5х является уравнением прямой линии. Из уравнений движе

ния видно, что при 1=0 х=0, y=Q. Следовательно, точка М движется из на
чала координат по траектории — прямой линии (рис. 15.3), причем при возраста
нии 1 х > 0; ( /> 0.

Находим закон движения точки по траектории. Для этого вначале диффе
ренцируем уравнения движения:

d x  -  2 ()tdt\ dy  =  10tdt,

а затем определяем
ds =  V  {dxy  +  (dyY = 10 V b td t .  

Интегрируем полученное уравнение, тогда

s =  5 У 5 l2 + С.

Если при 1=0 s =  so =  0, тогда С =0 и S  =  5]/^ 5 I2,
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Пример. Определить траекторию точки М кривошипно-шатунного механизма 
у которого длина кривошипа равна длине шатуна ОА=АВ = г и АМ = МВ Кии' 
вошип вращается с постоянной угловой скоростью ш (ш=ш/ где о — угол пгшо 
рота кривошипа). г у ■

Р е ш е н и е .  Устанавливаем из рис. 15.4, что координаты точки М 6v 
дут: 1

3 3
■* =  г cos 9 =  -  г cos и>1 ;

У =  -ту- /* sin 9 =  —  г sin at.

Определяем траекторию точки у= у(х) ,  для чего записываем полученные 
X V

уравнения в виде: —g----- — cos sp; — —̂  =  sin f .  Возводя в квадрат обе части

Т Г ~ 2 Г
уравнений и складывая их, получим

~ * L  + - ^ - .  = 1
(1,5г)2 ^  (0.5г)2

Следовательно, траектория точки — эллипс с полуосями, равными а=1,5г 
и 6 =  0,5/-. При t = 0 лг0 =  1,5г= а, у0= 0, т. е. точка в начале движения находится 
на большой полуоси в М0. При возрастании времени t координата у увеличи
вается, а х  уменьшается. Следовательно, материальная точка движется по траек
тории против хода часовой стрелки.

§ 73. СКОРОСТЬ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Определение скорости точки при векторном способе задания 
движения. Перемещением точки называется изменение положения 
точки в рассматриваемой системе отсчета, определяемое вектором, 
проведенным из начального положения точки в конечное.

Пусть материальная точка занимает в пространстве положе
ние М, определяемое радиусом-вектором г в момент времени t, и 
положение Ми определяемое радиусом-вектором г{ при / + At. Эле
ментарным перемещением точки за малый промежуток времени At 
называется вектор ММ^—Аг (рис. 15.5, а).
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С р е д н е й  с к о р о с т ь ю  wcp называется отношение вектора, 
изображающего элементарное перемещение движущейся точки, к 
промежутку времени, в течение которого оно происходит.

Направление средней скорости v cp совпадает с направлением 
вектора элементарного перемещения Дг, так как Дt — положитель
ная скалярная величина.

И с т и н н о й  с к о р о с т ь ю  или с к о р о с т ь ю  в д а н н ы й  
м о м е н т  в р е м е н и  называется предел иСр при Д ^О , т. е.

v =  lim ^ср — lim
ДЛ>0 Д<->0

Д г
и

d r  
dt ’ (15.5)

Таким образом, скорость точки есть векторная величина, харак
теризующая быстроту изменения положения точки в данный мо
мент времени в данной системе отсчета, равная первой производ
ной от радиуса-вектора движущейся точки по времени. Вектор 
скорости является связанным вектором.
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Учитывая, что при A^->0 точка М\ стремится по кривой к точ
ке М, хорда М\М переходит в касательную к кривой в точке М. 
Следовательно, скорость в данный момент времени направлена по 
касательной к траектории в сторону движения материальной точки. 
Численную величину (модуль) скорости в дальнейшем мы будем 
обозначать той же буквой v, но без черточки сверху, или симво
лом | v |. Размерность скорости [о] =  длина/время. В системе единиц 
СИ и в системе МКГСС за единицу скорости принимают 1 м/с.

Определение скорости точки при координатном способе задания 
движения. Напомним, что г =  х  ■ i +  у -J-f- z ■ k, где i, j  и k — орты 
неподвижной прямоугольной системы координат, постоянные по 
величине и направлению. Тогда

v dr
dt

dx
dt

dz
Ж (15.6)

С другой стороны, вектор скорости можно выразить через его 
проекции в виде

v =  vx -i + vyj + v z -k. (15.7)

Сопоставляя полученные равенства (15.6) и (15.7), получаем, 
что проекции скорости на неподвижные оси прямоугольной систе
мы координат будут (рис. 15.5,6)

dxvx =  4 f  =  x ; vy dy dz
:"rfT =  y; vz =  n r  =  z - (15.8)

Таким образом, проекции скорости на оси прямоугольной систе
мы координат равны производным по времени от соответствующих 
координат. Величина скорости (рис. 15.5,6) определяется равен
ством

v — f /  v \  +  v* -f v\ — ] / x2 -f у2 +  г2 . (15.9)

Направление скорости определяется углами а, % у, косинусы 
которых (направляющие косинусы) равны:

cos а =  cos (i, v) — ~ ;

cos р =  cos (у, v ) — ~ ;  \ (15.10)

cos у =  cos (k*v)  =  ,

где а, р и y — углы, которые вектор v образует с соответствующи
ми осями координат х, у и г.

Рассмотрим материальную точку М (рис. 15.5, в), когда она за
нимает на траектории положения Мь М%, Мз.^_. и в этих положе
ниях имеет соответствующие скорости щ, у2, Уз...  Откладывая из 
произвольно выбранной точки О (полюса) векторы щ, у2, ^з---

213



и т. д. и соединяя их концы, получим кривую — годограф вектора 
скорости.

Г о д о г р а ф о м  в е к т о р а  с к о р о с т и  д в и ж у щ е й с я  
т о ч к и  называется геометрическое место точек концов векторов 
скорости, отложенных от произвольной точки пространства. Для 
получения уравнения годографа скорости из уравнений проекций 
скорости на оси координат исключают время, т. е. определяют 
при движении точки vy = f\(vx)-, vz — f2 (vx).

Ч а с т н ы е  с л у ч а и :
1. При равномерном движении точки по окружности годогра

фом скорости является тоже окружность, радиус которой равен 
модулю скорости.

2. При произвольном движении точки по прямой годографом 
скорости тоже является прямая.

3. При равномерном движении по прямой годографом скоро
сти является точка.

Пример. Подводная лодка (ПЛ),  которую мы принимаем за материальную 
точку, движется в горизонтальной плоскости Оху согласно уравнениям движе
ния х = 8 13; у — М4. Определить траекторию подводной лодки х = {(у) и годограф 
скорости vx = f i{vy).

Р е ш е н и е .  Исключая параметр t из уравнений движения подводной лодки, 
получаем

или Х = у ] / Гу.
Траектория точки — полукубическая парабола (рис. 15.6, а). Но не вся 

кривая является траекторией. Из исходных уравнений следует, что х н у  изме
няются в пределах от 0 до +  оо (на рисунке — сплошная линия).
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Дифференцируем х и у по t, получаем

х  — vx = 24Я; у  s=vy = Ы. (*)

Исключаем из последних уравнений параметр t, тогда

Годограф скорости — квадратная парабола (рис. 15.6,6).
• 3

Но не вся кривая =  ~g- у 2 служит годографом. Из уравнений (*) сле

дует, что х и у изменяются в пределах от 0 до +  °о. Отсюда годографом будет 
лишь часть кривой, заключенной между точками закрытого интервала [0, +  оо].

Определение скорости точки при естественном способе задания 
движения. Рассмотрим случай, когда задана траектория и уравне
ние движения материальной точки в естественной форме, т. е. 
s =  5 ( ( ) , начало и положительное направление отсчета дуговой ко
ординаты. В момент времени t точка находится в положении М, в
момент времени t + At — в положении Ми дуга AfMj =  As 
(рис. 15.5, а).

В соответствии с определением средней скорости
— Д г  Д Г Д5
v*v~~Tt "дГ’-дГ-

Скорость в данный момент времени будет

Дг As dr dsHim-
At+0 As м ds dt

Учтем, что dr lim 4 ~ds Др->0 ^
[, а направление AfAfi='Ar в пре

деле при As—>-0 будет совпадать с касательной к траектории в
dr 
dsточке М. Следовательно, =  т и тогда

v ■■ ds -  
dt  т’ (15.11)

где т — единичный вектор (орт) касательной, направленный в сто
рону положительного отсчета координаты s(t).

Спроектируем равенство (15.11) на касательную. Для этого
скалярно умножим обе его части на орт -с. Тогдап-т или,

учитывая, что х • х =  1,
ds
dt ' (15.12)

Проекция вектора скорости на касательную к траектории 
равна первой производной от дуговой координаты s по времени.
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Модуль скорости точки v равен абсолютной величине vт — проек
ции скорости v на направление касательной, т. е.

(15.13)

Если точка движется от М к Mi, т. е. в направлении положи
тельного отсчета криволинейной координаты, то

ds . п — ds -
ж > °  и v - = n r x’

где v =

При перемещении точки от М\ к М 
ds
dt < 0  и v

dt

ds I -
¥ Г -

где v ■■ ds
~dt

(15.14)

(15.15)

Р а в н о м е р н ы м  д в и ж е н и е м  называется такое, при ко
тором проекция v вектора скорости v постоянна. Тогда йз (15.12) 
следует:

ds =  v dt  иX
s — v t -f С*.

Постоянная интегрирования С определяется из начальных усло
вий. Так, если при t — Ь координата точки будет s0, то C = s0, и, 
следовательно,

s (t) =  vt +  50. (15.16)

Следует отметить, что дуговая координата s(t) определяет по
ложение точки на траектории, а не путь — расстояние, пройденное 
точкой к моменту времени t. Лишь в случае, когда точка движется 
по траектории все время в положительном (либо отрицательном) 
направлении отсчета, во все время движения дуговая координата 
будет характеризовать и пройденный путь. В общем случае точка 
может двигаться по какой-либо траектории, например, из положе
ния А в положение В, а затем в обратном направлении — из В в А. 
Тогда к концу рассматриваемого промежутка времени дуговая ко
ордината будет равна нулю, а путь — расстояние, пройденное точ
кой, будет П — | АВ\ +  | В А | .

Путь, пройденный точкой по траектории, можно определять 
аналитически или графически в зависимости от способа задания 
скорости точки. Рассмотрим пример определения пути, когда ско
рость точки задана а н а л и т и ч е с к и .

* В дальнейшем для краткости значениё проекции скорости на касатель
ную v  иногда будем обозначать v.

216



При изменении направления движения по -траектории скорость 
меняет свой знак. Очевидно, путь П, пройденный точкой, должен 
определяться суммированием длин участков, на которых скорость 
сохраняла свой знак, т. е.

/7 =  | s2 — si | +  | s3 — -S21 +  [ — s31 и т. д.
Пример. Точка движется по траектории со скоростью, алгебраическое зна-

1С • 8Ttt . . .чение которой изменяется по закону v  =  - г -  sin ——  (м/с). Определить ду-
О 1 и

говую координату и расстояние, пройденное точкой к моменту времени 1 = 5 с, 
если при t —0 s0= 0.

Р е ш е н и е .  Определяем дуговую координату. Известно (15.12), что 

= V, откуда ds =  vdt и, следовательно,

(' л* Г , 3 (  8x1 \
s=:) vdt = ) i r sm^ dt или 5 = X I 1 -  zos- w )  •

Для момента 1 =  5 с, 1=5
_

COS —— -5 
15 16

м.

Вычисляем расстояние /7, пройденное точкой. Предварительно нужно уста
новить, в какие моменты времени ее скорость обращается в нуль. Это будет

. и „ 8х1„ i f ,
тогда, когда sin ■ =  0, т. е. — =  тел. где n=  1, 2...

15 15

15Отсюда ; —  с при п =  1,
о

, 30 _12 =  - г -  с при /г =  2 и т. д.
о

Следовательно, П  =  | Sj — s0 1 +

+ -Иcos

+

8тс 15 8it 30 N
1 Г • -g- -  cos •

~пг ' ~ r t
3 , , , 1 1 з /
т<-- 1- 1) + h r 1 +

S2 — S1 I + I S3 ■ 

+ -3

2

8

cos
8u
15

+

30 
8 

_6 
8

• cos

— cos

— -0- +

8x
IF
8x
Тб"

9 I 33
16 I ~ 16 M-

+

Пример. Величина скорости катера при отходе от пирса изменялась в те
чение первых трех минут по закону о = 1 - 1 0 _ 312 м/с. Определить расстояние, 
пройденное катером через 1,5 мин после начала движения, если оно было пря
молинейным.

Р е ш е н и е .  Направим ось х но траектории катера. Тогда
dx

Учитывая, что направление движения по траектории не изменяется, опре
деляем расстояние, пройденное катером, по формуле

90 90
л =

I
vx dt = j М О  ~ 4 4 t  = 243 м.

о
Рассмотрим случай, когда изменение проекции скорости на ка

сательную задано графически (рис. 15.7, а). Пусть в момент вре
мени / величина скорости точки будет v(t), в момент t + At соот
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ветственно у+ Д у. Тогда площадь заштрихованной элементарной 
фигуры с точностью до малых высшего порядка с учетом масшта
ба будет равна [ i f  &.F=*vAt, где |j.f — масштаб площадки. 

Очевидно,
п t

\lF'F  =  lim ‘ ~  1 vdt. (*)
(=1 о

M  CM

Сопоставляя (15.12) с полученной формулой, видим, что с уче
том масштаба площадь, ограниченная осью времени, графиком 
скорости v(t) и двумя ординатами, соответствующими началу и 
концу рассматриваемого промежутка, соответствует расстоянию, 
пройденному точкой за этот промежуток времени.

Пример. Определить расстояние, пройденное кораблем, если график изме
нения величины скорости в функции времени представлен на рис. 15.7,6.

Р е ш е н и е .  Определяем площадь фигуры 0— 1—2—3—0:
F =  Ft +  F2 +  F3 =  7,5 +  22 +  12 =  41,5 смг.

Вычисляем масштабы по оси абсцисс: 1 см — 4 мин=240 с, т. е. р( =  

*=240 с/см, по оси ординат 1 см — 2 м/с, т. е. p-t, =  2 —^ . Следовательно, мас
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штаб площади диаграммы р/7= щ -щ , =  240’2 =  480 м/см2. Находим расстояние, 
пройденное кораблем, по равенству

s =  480-41,5 =  19920 м =  19,9 км.

§ 74. УСКОРЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

В общем случае движения скорость точки изменяется в зависи
мости от времени как по величине, так и по направлению. Допу

стим, точка занимает в моменты времени / и t+At  положения М 
и  Mi и ее скорости в эти моменты будут соответственно v и v+Av 
(рис. 15.8, а). Перенесем мысленно вектор щ в точку М и построим 
параллелограмм, в_котором диагональю будет щ, а двумя сторо
нами v и Av, где Ду — приращение скорости за время At.
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Средним ускорением точки за промежуток времени At  назы
вается отношение

wср
A v

а (15.17)

Очевидно, вектор wcp совпадает по направлению с До. Предел 
отношения элементарного приращения скорости До к элементар
ному приращению времени At  при At-*-0 называется полным уско
рением точки в данный момент времени, т. е.

w ■ ,■ A v  
= пш —гг =  
д<->о ^

dv
Т Г '

Учитывая равенство (15.5), получаем, что

w d v d2r
Ш2 ■ (15.18)

Таким образом, ускорение точки есть пространственно-времен
ная характеристика быстроты изменения скорости точки в данный 
момент времени в данной системе отсчета.

У с к о р е н и е м  н а з ы в а е т с я  в е к т о р н а я  в е л и ч и н а ,  
р а в н а я  п е р в о й  п р о и з в о д н о й  от в е к т о р а  с к о р о 
с т и  по в р е м е н и  ил и  в т о р о й  п р о и з в о д н о й  от  р а 
д и у с а - в е к т о р а  т о ч к и  по в р е м е н и .

Учитывая, что радиус-вектор движущейся точки равен

r =  x - i  + у- J +  z- k,

ускорение можно выразить векторным равенством
- •• — • • — .. —
w =  - j p = x - i + y - j  + z-k.  (15.19)

С другой стороны, вектор ускорения можно выразить через про
екции на оси неподвижной системы прямоугольных координат 
(рис. 15.8, б) в виде

w =  wx -i +  wy • / +  wz -k. (15.20)

Из сравнения равенств (15.19) и (15.20) следует, что

wx =  x  =  v;, 
wy = y ~ v y; 
wz =  z =  vz.

(15.21)

Проекции ускорения точки на оси неподвижной прямоугольной 
системы координат равны вторым производным по времени от со
ответствующих координат рассматриваемой точки или первым про
изводным от соответствующих проекций скорости этой точки.
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Модуль ускорения определяется равенством

w =  | /  w2x +  w2y +  w\ =  х2 +  у 2 +  г2 . (15.22)

Соответствующие направляющие косинусы вектора ускорения: 

cos а =  cos U, w) = —— ;

cos р — cos (У, r'w) — ; ■ (15.23)
—— '' — «еду

COS "[ =  cos {k, w) =  —f- .

Численную величину (модуль) ускорения будем обозначать 
той же буквой w без черточки сверху или символом \w\. Ускорение 
имеет размерность [да] =  скорость/время =  длина/(время)2. За еди

ницу ускорения в системе СИ и в системе МКГСС принимают 
1 м/с2.

Пример. Определить траекторию, скорость и ускорение материальной точки, 
уравнения движения которой заданы в виде: x= acos 2 t ‘, y = bsu\2 t, где а и 
b — постоянные коэффициенты.

Р е ш е н и е .  Устанавливаем, что точка движется в плоскости Оху, так как 
2=0.

Определяем траекторию, для чего складываем заданные уравнения движе
ния. Получаем, что

т. е. траектория — прямая линия. При i = 0 (начало движения) х = а; у = 0.
Направление движения из точки А показано на рис. 15.9 стрелкой. Через

П =  в материальная точка занимает положение х = 0 ; у=Ь , после чего дви

жение происходит из В в обратном направлении. В момент t=% точка зани
мает вновь начальное положение А, затем движется к В и т. д., т. е. точка 
совершает колебания.
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Определяем последовательно проекции скорости на неподвижные оси пря
моугольных координат, а затем величину и направление скорости:

х  =  v x — — 2 а sin t cos t = — a sin 2 1 ;
у  Vy =  2 b sin t cos t =  b sin 21 ;

v — У  v 2x +  = У  a2 +  b2 sin 2 t.

Отметим, что направление движения в любой момент времени определяется 
вектором скорости.

Направляющие косинусы:

cos (/, v) =  --------—v у  а?
— Л_ у

Ь2
; cos (у, v)

у  а2 + Ь2

Определяем последовательно проекции ускорения на оси координат, а затем 
величину и направление ускорения:

х  — — 2a cos 21 \ у  = 2 b cos 21 \ 

w — V '  +  w 2 =  2 У  a2 + b2 cos 21 .

Направляющие косинусы:

cos a = Wx_
w

a
■ /- ; cosу  a2 + b*

b
у a2 + b2 1

Пример. Подводная лодка, которую в условиях поставленной задачи можно 
принять за материальную точку, начинает совершать вокруг объекта циркуляцию 
таким образом, что ее положение в любой момент времени может быть опреде
лено уравнениями:

х  =  a cos оit, у  — a sin at, (*)

где а и и не зависят от времени.
Определить траекторию и закон движения подводной лодки вдоль траек

тории, а также ее скорость и ускорение в любой момент времени. Начальное 
положение подводной лодки совпадает с началом О отсчета дуговой коопди- 
наты (рис. 15.10).

Р е ш е н и е .  Записываем уравнение траектории в виде у= у(х ) .  Для этого 
возводим в квадрат обе части равенства (*) и складываем их. Тогда х2 + у2=

222



^ а 1, Т. е. траектория Подводной лодки — окружность радиуса а (рис. 15.10). 
В начале циркуляции (/ =  0), х = а, у = 0, т. е. подводная лодка находится 
в точке ЛТ(0) и движется по траектории против хода часовой стрелки. Это 
направление принимаем за положительное направление отсчета дуговой коор
динаты.

Определяем дуговую координату подводной лодки на траектории, для чего 
находим:

dx  =  — aa sin at dt\ dy  =  aa cos at dt; 
ds = (dx)2 -f (dy)2 = ] / (— aa sin at)2 -+- (au> cos at)2 dt  =  aa dt.

Интегрируя, получаем s = aat + C, где C =  0, так как при t = 0 s =  0 по началь
ному условию.

Находим величину скорости точки, которая может быть определена: 
а) через проекции на неподвижные оси прямоугольной системы координат:

*>х
d x  dy
—г г  —  — Sin at; =  ~~гг =  aa COS at:d t  * dt

V =  V  Vx + V y=  йм;

направляющие косинусы и соответствующие углы будут равны:
V xcos a =  —— 
v — — sin at; COS В -- . cos at;

a =  90° +  at  p =  at;
направление движения по траектории — против хода часовой стрелки, так как, 
например, в первой четверти vx<0, vy>0;

б) дифференцированием дуговой координаты по времени v = =  йш.
Проекции скорости и скорость представлены на рис. 15.10.
Определяем величину ускорения точки по его проекциям на оси прямо

угольной системы координат:

wX dvx
dt

— aa2 Cos at;

Wy - d v v „ .
—77~ =  — aa2 S in  at d t  ’

откуда w  =  у w \  -f =  aa2.
Направляющие косинусы и соответствующие углы равны:

— Л -  W  г  .—  Л -  Щ
COS а =  COS (w, l ) =  — — =  — COS b it: cos 3 =  cos (wt j )  =  ------ =  — sin <of;w  4 w

a =  180° +  (ОГ; P = 9 0 °  -f at.

Отметим, что угол между радиусом-вектором и осью х равен at. Таким 
образом, ускорение направлено вдоль радиуса-вектора к центру окружности 
(рис. 15.10).

§ 75. ПОНЯТИЕ ОБ ЕСТЕСТВЕННЫХ ОСЯХ. ПРОЕКЦИИ УСКОРЕНИЯ 
НА ЕСТЕСТВЕННЫЕ ОСИ

В общем случае траектория точки может быть не плоской 
кривой (например, винтовая линия). Отметим на траекторий 
(рис. 15.11) два положения точки: положение М, в котором она
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находилась в момент времени /, и положение М\, в котором она на
ходится в момент времени t + At. Длину дуги между двумя поло
жениями точки обозначим As. Проведем касательные к траектории 
е  точках М и Mi и орты касательных, которые обозначим соответ
ственно т и ц.

Н о р м а л ь н о й  п л о с к о с т ь ю  в точке М называется пло
скость D, перпендикулярная орту т. Любая прямая, проведенная 
в плоскости D через точку М, называется нормалью.

Перенесем орт ц в точку М. Угол Дер между векторами т и ц 
называется у г л о м  с м е ж н о с т и  (рис. 15.11, а). Из аналитиче
ской геометрии известно, что кривизна кривой в данной точке — 
величина, обратная радиусу кривизны р (рис. 15.11,6), равна
пределу отношения при As->-0, т. е.

I
р =  lim

Д 5> 0

Для прямой линии р =  оо, для окружности р = г (радиусу окруж
ности).

Проведем^ плоскость (на рис. 15.11, а заштрихована) через 
векторы т и ц с началом в точке М.

Предельное положение плоскости, когда точка Мх—>М (т. е. 
As-^-О), называется с о п р и к а с а ю щ е й с я  п л о с к о с т ь ю  
(рис. 15.11, а й в ) .

Линия пересечения соприкасающейся и нормальной плоскостей 
называется г л а в н о й  н о р м а л ь ю  (рис. 15.11,в). За положи
тельное направление главной нормали принимаем направление в
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сторону вогнутости траектории. Орт, направленный по главной 
нормали, обозначим п. Прямая, одновременно перпендикулярная 
касательной т и главной нормали п, называется б и н о р м а л ь ю .  
Направление бинормали определяется ортом Ь, который должен 
быть направлен так, чтобы, глядя с его конца, вращение орта % 
к п происходило в сторону меньшего угла против хода часовой 
стрелки.

Прямоугольная система координат, направленная по касатель
ной главной нормали и бинормали к траектории, начало которой 
совпадает с движущейся точкой, называется естественной. Оси 
этой системы называются естественными осями.

Проекции ускорения на естественные оси координат. Скорость 
точки в любой момент времени можно записать в виде

v =  v4-x, где =

Тогда ускорение точки

К  •')• (15.24)

Вектор т имеет постоянное числовое значение | т| =  1, но изменяется 
с течением времени по направлению. Следовательно,

w =
dvx
~df • * +  V" • d-z 

dt ' (15.25)

Первое слагаемое правой части уравнения (15.25) является со
ставляющей полного ускорения, направленной по касательной, и 
называется к а с а т е л ь н ы м  или т а н г е н ц и а л ь н ы м  уско
рением.

wТ (15.26)

dv
где — wx — проекция полного ускорения на касательную.

Отметим, что wx можно выразить через проекции скорости и 
ускорения на неподвижные оси прямоугольной системы координат 
следующим образом, учитывая, что v =  | <ох | :

\w_ \w-t\ w v  _  | х - х  +  у - у  +  z - z I 
у у (15.27*)

•  Равенство (15.27) можно получить и так:

d V v l  + vl +  vl  
dt

| у X W X  +  v yw y +  V zw z\ 

V
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Касательное ускорение совпадает с направлением скорости при 
ускоренном движении и направлено в противоположную сторону — 
при замедленном. Оно характеризует быстроту изменения скорости 
точки по модулю. Рассмотрим второе слагаемое уравнения
(15.25), которое равно

diV* dt
dr ds   2

•̂c ds ’ dt * ds ‘ (15.28)

Определим величину и направление вектора dz
ds lim

Д£->0
At
As

Рис. 15.12.

Из равнобедренного треугольника МВС (рис. 15.12) следует, 

что | Д-с| =  2 Ы  s in - y - . Тогда

lim
Д$>0

о • &9 2 sin - уДт =  lim
is->0

Дт Дер
= lim

Д<р->-0
•lim
Д$>0

Дер
As Д ер As Д <р As

Д<р->0

i_ 
р ’

где р — радиус кривизны.
Обратим внимание, что при Дср-^-0 р - * - у , т. е. вектор — -

направлен по главной нормали кривой в точке М в сторону во
гнутости. Таким образом,

(15-29)
Второе слагаемое правой части уравнения (15.25) является со

ставляющей полного ускорения, направленной по главной нормали 
в сторону вогнутости траектории, и называется н о р м а л ь н ы м  
у с к о р е н и е м ,  которое с учетом равенств (15.28) и (15.29) будет:

« 'Я= ~ я ,  (16.30)

где v* ~  v2. 
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Следовательно, ускорение движущейся точки
-- dv„ - 1 ( 2  _  --  --
w =  +  —  -п — wz +  wn. (15.31)

dvx v 2
Множители =  wx и —  =  wn являются проекциями ускоре

ния соответственно на касательную и главную нормаль. Из полу
ченной формулы следует, что_ проекция ускорения «а бинормаль 
равна нулю, т. е. ускорение w лежит в соприкасающейся плоско
сти. Нормальное ускорение характеризует быстроту изменения 
скорости по направлению. _  _

Модуль ускорения, учитывая, что ® „ 1 ®  , будет равен

т =  V w l  +  =  | /  +  ( - у ) ' ' .  (15.32)

Угол между главной нормалью и ускорением определяется из 
формулы

tg а =  tg (я,

dvx
'- ч  ttT ~dfW) = ----=  •

V 2/ p
(15.33)

Рассмотрим некоторые частные случаи движения точки.
1. Прямолинейное движение точки. Так как для прямой линии

р =  оо, то wn — —  — 0, и, следовательно,
_ __ dv
w =  wx =  • т. (15.34)

При ускоренном движении направления ускорения и скорости 
совпадают, при замедленном •— направлены в противоположные 
стороны. При р а в н о м е р н о м  п р я м о л и н е й н о м  д в и ж е н и и  
точка движется с постоянной по величине скоростью и, следова
тельно, w — 0. Ускорение равно нулю и тогда, когда скорость до
стигает экстремальных значений.

Пусть, например, точка движется вдоль прямой — оси х по за
кону x  =  asin-^-t .  Тогда vx =  д -j - cos-j - t\ wx =  — а sin -у -1.

В моменты времени t — 0,2,.. ..с; I v I =  | vmax | =  « -у- и w =  0.
2. Равномерное криволинейное движение точки. В рассматри-

dv Vv
ваемом случае wx =  - j p  = 0 ;  wn — —  =£= 0, поэтому

w =  ^ - n .  (15.35)

Учитывая, что v =  const, имеем* ds — vdt и, следовательно,
s =  (15.36)

* См. примечание на стр. 216.
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3. Равнопеременное движение точки. Равнопеременным движе
нием точки называется такое, при котором проекция ускорения на
касательную постоянна, т. е. wz const.

У р а в н е н и е  р а в н о п е р е м е н н о г о  д в и ж е н и я .  Из ра
венства d v ~ w rdt после интегрирования получаем v =  +

ds яу+ Си гдег> ~ -^ - .  Следовательно, s =  - j -  +  CJ  -f C2.
Постоянные интегрирования определяются из начальных усло

вий, а именно при / =  0 v = Vq = C\ и s - S q- C i .
Таким образом, при равнопеременном движении:

V — v0 +  wt,
W Р

S —  S0 -{- V q t -|------2—
(15.37)

Пусть v > 0 .  Тогда при wT> 0 движение равноускоренное, при 
w <  0— равнозамедленное, в последнем случае знаки проекций 
ускорения и скорости не совпадают.

Решая полученную систему уравнений (15.37), определяем из
первого, ч т о =  v t v°-, и, подставляя во второе, после преобразо
ваний получаем

s *0
Щ + у t

2 ' (15.38)

Учитывая, что 

записать в виде
t =  — д,/’”- . последнее '(15.38) равенство можно

S —  S о (15.39)

При прямолинейном движении wn= 0. При криволинейном
V2 гг У2 п—  . При движении по окружности где R — ра

диус окружности.
Пример. Катер, который в дальнейшем принимаем за материальную точку, 

совершает циркуляцию по дуге радиусом /? =  1000 м с ускорением, проекция 
которого на касательную будет постоянна. В начале циркуляции 00 =  2 м/с, 
в конце, через 4 мин, скорость стала равной 8 м/с. Определить величину уско
рения в начале циркуляции и к концу 4-й минуты.

Р е ш е н и е .  Определяем проекцию полного ускорения на касательную

V — V n

4-60 = 0,025 м/с3.

Движение равноускоренное.
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Вычисляем проекцию ускорения иа главную нормаль соответственно 
в начале и в конце циркуляции:

а'о« = 1Г =
22

1000
=  0,004 м/с2;

W'n R  ~  1000 =  0,064 м/с2.

Определяем модуль полного ускорения при /= 0  и t —4 минз 

«-/-о  =  (0,004 )2 +  (0,025)2 =  0,0255 м/с2;

a><=s4 =  К (0,064)-’ +  (0,025)2 =  0,069 м/с2.

Кинематический способ определения радиуса кривизны 
траектории материальной точки

Часто по уравнениям движения материальной точки требуется 
определить не только ее траекторию, но и радиус кривизны траек
тории. Для этого можно воспользоваться формулой

откуда р2 =  2'W2 — W* или

р — i 7 = ? = 3  • (15А0)у W2 —- w *
Значения v, w и определяются для каждого момента вре

мени из уравнений движения.
Радиус кривизны плоской кривой можно также определить, ис

пользуя формулу (11.31):

Ы £ ) Т  Ы £ £ ) Т
Р d sy  dt d I dy I d x  I *

~ Ш  d x  d t  L dt I d t  J

После простейших преобразований
[ x 2 -f у 2 ] ^  __ о 3 __ vs

^  Х у  —  X  у  x y  — X  у  V x W y  V y W x
(15.41)

Пример *. Снаряд движется в вертикальной плоскости в соответствии с 
уравнениями х= 3001 и #=40(Д — 5/2 (х и у  в метрах, t в секундах). Опре
делить скорость и ускорение снаряда в начальный момент времени, высоту и 
дальность его полета и радиус кривизны траектории в начальной и наивысшей 
точках.

Р е ш е н и е .  Определяем величину скорости

v  =  У  Ц2 +Цу =  ] /3 0 0 2 +  (400— КМ)2 .

* И. В. М е щ е р с к и й .  Сборник задач по теоретической механике.
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vx =  4 r  =  300 м/с; v v =  4 т -  =  400 ~  ]l0Л‘ х dt 1 > dt

где

при t = 0 t'0 -  J /3 0 0 2 +  4002 =  500 м/с.
Определяем величину ускорения

о» =  j/"a£ +  Wy = ~V(О)2 +  (— Ю)2 =  10 м/с2 =  const, 
где

W q Г dV */
Wx =  ~dt~ ~ 0’ wy = ~ d T  =  — 10 М/Л

Вычисляем дальность и высоту полета снаряда.
При падении на Землю y —400t —5t2= 0 , откуда /i =  0; t2 = 80 с. Время t\ 

соответствует моменту выстрела, t2 — падению на Землю.
При этом Хнаив =  300 • 80=  24000 м =  24 км. Вычисляем наибольшую высоту. 

В наивысшей точке vy = 0 или 400— 10 г = 0, откуда / =  40 с и, следовательно, 
г/max =  400 • 40 — 5 . 402=  8000 м =  8 км.

Определяем радиус кривизны, используя формулу

Р =
V

где w„ =
vxwx +  vyWy

■ w
при t = 0

300 0 +  (400— 10-0) •(— 10) 
500 =  — 8 м/с2;

_  5002
9 ~~ | /  l 0 - — (—8)2

=  41670 м =  41,67 км;

при t =  40 с
300-0 + (400—  10-40)-(— 10)'О, = ------- ’ -- ’ ■ = 0;у з 002 + (400—  10-40)2 
•2002

р =  - . =  9000 м =  9 км.
V 102—0



Г Л А В А  16

КИНЕМАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

В кинематике твердого тела требуется:
— установить уравнения, с помощью которых можно задать 

положение твердого тела по отношению к выбранной системе от
счета;

— определить кинематические характеристики твердого тела и 
в отдельности каждой его точки (траекторию, скорость и ускоре
ние).

§ 76. ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

П о с т у п а т е л ь н ы м  движением твердого тела называется 
такое, при котором прямая, соединяющая любые две точки тела, 
во время его движения остается параллельной ее первоначально
му направлению. Примерами поступательного движения твердого 
тела могут служить: движение платформы по горизонтальному 
пути, движение подводной лодки при погружении, когда А\ВХ\\АВУ 
как это показано на рис. 16.1, а, движение стержня АВ, соединяю
щего кривошипы OA =  OiB (рис. 16.1,6), движение стрелки маг
нитного компаса в однородном магнитном поле и т. д.

Теорема. При поступательном движении твердого тела все его 
точки описывают тождественные (конгруэнтные*) траектории и в 
любой момент времени имеют геометрически равные между собой 
скорости и ускорения. Докажем это.

Обозначим:
О — неподвижный полюс;
О А —гр — радиус-вектор точки А тела;
ОВ = г — радиус-вектор точки В тела;
АВ = Г\ — радиус-вектор точки В относительно точки А тела.

* Конгруэнтными называются такие кривые, которые при наложении совпа* 
дают всеми соответствующими своими точками.
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Рис. 16.2,
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При поступательном движении абсолютно твердого тела 
/•i=const как по модулю, так и по направлению, следовательно,

— 0. Из рис. 16.2 видно, что для любого момента времени

r =  roi +  И-
Если соединить точки А и Л2, Л3...  и точки £ ь В2, В3..., то по

лучим соответствующие траектории точек А и В. Сместим ниж
нюю траекторию так, чтобы ее наложить на верхнюю. Тогда 
в соответствии с (16.1) каждая точка нижней траектории 
совпадет с соответствующей точкой верхней, так как все они сме
щены на постоянный по величине и направлению радиус-вектор Г\. 
Дифференцируя равенство (16.1) по времени, получаем

dr  _  drQ, . d?i 
dt d t  ' d t  1

откуда, учитывая, что r^ c o n s t,

*B =  *A> О 6-2)
где

dr -
-Ж ' Vk

dry . 
dt ’ V BA

dr i
dt =  0.

Следовательно, в любой момент времени скорости двух любых 
точек твердого тела, движущегося поступательно, геометрически 
равны между собой.

Дифференцируя (16.2) по времени, получим

(16 3)
dt ~  dt

или

т. е. и ускорения точек твердого тела, движущегося поступательно, 
в любой момент времени геометрически равны между собой. Таким 
образом, для того чтобы знать кинематические характеристики 
(перемещение, скорость и ускорение) твердого тела, движущегося 
поступательно, необходимо и достаточно знать движение любой 
о д н о й  т о ч к и  твердого тела.

§ 77. ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ 
НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ

Если при движении твердого тела в данной системе отсчета 
две точки его неподвижны, то и все точки, лежащие на прямой, 
соединяющей эти две точки, будут неподвижными. Прямая, прохо
дящая через неподвижные точки, называется н е п о д в и ж н о й  
о с ь ю  в р а щ е н и я ,
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Движение твердого тела, имеющего неподвижную ось враще
ния, называется в р а щ а т е л ь н ы м .  Траектории всех точек тела, 
не лежащих на оси вращения, являются концентрическими окруж
ностями, центры которых лежат на оси вращения, а плоскости кон
центрических окружностей перпендикулярны ей. Радиус каждой 
окружности равен расстоянию соответствующей точки тела до оси 
вращения.

/  \/ \

Проведем через ось вращения г две плоскости: /  — неподвиж
ную в пространстве и II — связанную с телом (рис. 16.3, а, б ). Тогда 
положение твердого тела в пространстве может быть полностью 
определено для любого момента времени с помощью задания ли
нейного угла измеряющего двугранный угол между плоско
стями /  и II. Линейный угол <p(t) называется у г л о в о й  к о о р 
д и н а т о й  т е л а  в д а н н о й  с и с т е м е  о т с ч е т а .  За по
ложительное направление угла ср принимаем такое, которое отсчи
тывается от неподвижной плоскости против хода часовой стрелки, 
если смотреть на тело с положительного направления оси z. Угло
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вая координата тела изменяется с течением времени, 
тельно,

9 =  9(0-

следова-

(16.4)
Будем считать сp(t) непрерывной, однозначной, дважды диффе

ренцируемой функцией времени. Уравнение (16.4) является у р а в 
н е н и е м  в р а щ а т е л ь н о г о  д в и ж е н и я  т в е р д о г о  т е л а  
в о к р у г  н е п о д в и ж н о й  оси.

У г л о в а я  с к о р о с т ь .  Пусть угловые координаты тела, со
ответствующие двум моментам времени t и t + At, будут ср и <р +  Дф. 
С р е д н е й  у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  тела за промежуток вре

де
мени М называется отношение шср — -.

Предел, к которому стремится соер при At^O, называется и с т и н 
ной у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  или у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  
в д а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и

ш — Нш
Д<->0

Дер _ dp
дг — т =  9. (16.5)

Угловая скорость — пространственно-временная характеристика 
вращательного движения твердого тела.

Единица измерения угловой скорости — 1 рад/с.
Введем в рассмотрение вектор угловой скорости. Направим, на

пример, ось oz (рис. 16.3, а) по оси вращения. Тогда
О) : &U),

где о — алгебраическое значение угловой скорости, k — орт.
Вектор угловой скорости направлен по оси вращения твердого 

тела в ту сторону, откуда вращение твердого тела представляется 
происходящим против хода часовой стрелки. Так, например, Земля

„ 2тсвращается с запада на восток с угловой скоростью m =  24.60.6O ^
=  72,7- 10~6 рад/с. Вектор угловой скорости Земли должен быть на
правлен по оси вращения от Южного к Северному полюсу.

Начало вектора со можно выбирать в любой точке оси враще
ния тела. Следовательно, со является скользящим вектором. Если 
векторы ш и k совпадают по направлению, то <о>0, если направле
ны в противоположные стороны, со<0.

Угловое ускорение. Угловая скорость в общем случае с тече
нием времени изменяется. Пусть угловая скорость в моменты вре
мени t и t + At будет соответственно со и со +  Дсо. Тогда отношение 

Л о)£ср=~д^- называется с р е д н и м  у г л о в ы м  у с к о р е н и е м  з а
п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  At. Предел, к которому стремится sCp 
при Д/->0, называется у г л о в ы м  у с к о р е н и е м  т в е р д о г о  
т е л а  в д а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и

= lim
At->0

Дм dio   d2ср
м dt dt2 (16.6)
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Угловое ускорение характеризует быстроту изменении угловой 
скорости тела, совершающего вращательное движение вокруг не
подвижной оси.

Единица измерения углового ускорения — рад/с2. Когда знаки 
ы и s совпадают (ше>0), вращательное движение будет ускорен
ным, если знаки ш и е не совпадают (ш£<0),— замедленным.

Вектором углового ускорения называется вектор, равный

=  (16.7)

где s — алгебраическая величина углового ускорения.
В рассматриваемом случае вектор s направлен также по оси 

вращения и является скользящим. При ускоренном вращении на
правления и и е совпадают, при замедленном — направлены проти
воположно, а их скалярные величины ш и s противоположны по 
знаку.

Пример. Уравнение вращения гребного винта задано в виде 
? =  2 t3 — №  +  Ш  рад.

Определить угловую скорость и угловое ускорение винта, а также характер вра* 
щения в моменты времени /о=0 с; 6 =  1 с; 6 = 2 с.

Р е ш е н и е .  Определяем алгебраическую величину угловой скорости в соот
ветствии с формулой (16.5)

о) =  - | i .  =  Ы* — \ 2 t +  12 рад/с.

Находим алгебраическую величину углового ускорения в соответствии с фор
мулой (16.6)

е du>
ИТ 121  — 12 рад/с2.

Исследуем характер вращения в заданные моменты времени; 
t — 0; (о =  12 рад/с; е =  — 12 рад/сй; <  0 — вращение замедленное;

t =  1 с; <о =  6 рад/с; е =  0— угловая скорость наименьшая — 12 > 0 ^  ;

t  = 2  с; «  =  12 рад/с, е =  12 рад/с2; — вращение ускоренное.

Частные случаи вращения твердого тела 
вокруг неподвижной оси

Равномерное вращение. Равномерным вращением называется 
такое, при котором угловая скорость вращения тела постоянна. 
Тогда

4 j- =  ш =  const. at

Интегрируя последнее равенство, получим
9 =  ш t +  С,
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где С — постоянная интегрирования, которая определяется из на
чальных условий. Если при  ̂=  0 <р — <р0, то

П — Но +  tot. (16.8)
Часто значение угловой скорости равномерного вращения ха

рактеризуют числом оборотов в минуту (п об/мин). Тогда, учиты
вая, что один оборот соответствует 2 тс радиан:

10 ~  "Ж" =  Ж  РаД/с ~ °> 1я рад/с. (16.9)

При знакопостоянной угловой скорости суммарный угол пово
рота тела при <р0 =  0 будет

=  (at =  t рад. (16.10)

Так, если ротор гироскопа — прибора, получившего широкое 
применение на флоте, вращается с «=18 000 об/мин, то величина 
угловой скорости будет равна

со It л
Ж

ТТ18000
30 600ic рад/с.

За ^=15 с угол поворота ротора составит
=  | «о | • t == 600- • 15 =  9000т: рад (4500 оборотов).

Равнопеременное вращение. Равнопеременным вращением на
зывается такое, при котором угловое ускорение постоянно, т. е. 
е =  const. Найдем уравнение вращения твердого тела, учитывая, 
что

rfco ,—гг =  8 =  const.

Интегрируя полученное уравнение, получим
со =  zt +  Сх.

Учитывая, что со =  dtL или dy — wdt, после интегрирования полу
чим

ер =  ~2— h С it +  С2.

Постоянные интегрирования Ci и Сг определяем из начальных 
условий. Если при / =  0 to = coo, то C j= cooJ

И =  Ио> тогда С2 =  По

следовательно, для равнопеременного вращения]
со =  со0 et;

9 =  По +  «V +  —
( 16.11)
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Из первого уравнения системы (16.11) следует, что
СО --(О0 (16.12)

Подставляем значение е из (16.12) во второе уравнение систе
мы (16.11):

9 — 9о +  “о* +
(о) —  <о0)  / 2 | « о  +  М у

2< — 'Ро +  2

или,учитывая,что <0° ^ ю =  и)ср— средняя угловая скорость за про
межуток времени, равный t, получим

9 —■ 9о — <0ср ‘ ^ (16.13)
При решении задач удобно пользоваться формулой, определяю

щей угол поворота, в которую не входит время t. Для этого из
(16.12) выразим I =  ,') £ —°-,а затем значение t подставим в (16.13).
Тогда

9 — Фо
<0-

2s (16.14)

Формулами (16.11), (16.13) и (16.14) можно пользоваться толь
ко для равнопеременного вращательного движения. Угловая коор
дината ф не соответствует суммарному углу поворота 9  ̂ в том слу
чае, когда направление вращения твердого тела вокруг неподвиж
ной оси изменяется с течением времени, например в случае кру
тильных колебаний. Суммарный угол поворота тогда будет опре
деляться по формуле

9S =  192 — 9i I +  I 9s — Фг I +  I Ь  — Фз I +  • • •. (16.15)
где ф[, ф2, . . .  — значения угловой координаты в моменты времени 
tь /2, • • •, когда угловая скорость изменяет свой знак, т. е. когда
ш =  0.

Пример. В начале маневрирования подводной лодки гребной винт вращался 
с числом оборотов н0=180 об/мин, в конце — «1 =  120 об/мин. Учитывая, что ма
неврирование продолжалось 20 с, определить угловое ускорение винта и число 
его оборотов за период маневрирования, если считать вращение винта равнопере
менным.

Р е ш е н и е .  Определяем угловое ускорение, используя формулу (16.12):

S
4тс ■—• бтс 

20 =  — 0,lit рад/с2.

где

(О0 ТГ«о
го

тс180
30 =  6и рад/с;

“1
urt)
"зсТ

тг120
30

=  4ъ рад/с.
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Вычисляем суммарный угол попорота гребного винта за 20 с, который при 
неизмененном направлении вращения равен

гР 0,1 -it • 202
9 =  9s =  То +  “V  Н— о — 0 +  6тг’2 0 -------:— ц-------=  ЮОтс рад (50 оборотов).

Пример. В надводном положении бортовая качка подводной лодки на спо

койной воде совершается в соответствии с уравнением 9 =  -щ  со* рад.

Определить угловую скорость и ускорение, максимальную угловую амплитуду 
ф т а х  И моменты времени, когда величина амплитуды наибольшая. Установить, 
в какие промежутки времени вращательное движение подводной лодки уско
ренное и когда замедленное, а также определить угол поворота за 20 с.

Р е ш е н и  е._. Определяем, что максимальное отклонение (? max) =  РаД 
izt

=  1. Для соблюдения этого условия необходимо, чтобыбудет тогда,когда 
1it

cos 10

=  0, it. 2тг.........тле, где т ■-J0 — ••• - .............. целое число, что соответствует моментам вре
мени t= 0, /} —10 с, . . . ,  <л>_10я!с. Находим значение угловой скорости со и угло
вого ускорения е:

d<f
~1Г

xt
200 S‘n 10 ’ £

dv>
~df

it3 it t
' 2000 C0S “Ю

При наибольших отклонениях в моменты tm—l0 т с  угловая скорость ш=0, 
а модуль углового ускорения будет максимальным

2000
рад/с2.

Угловая скорость будет иметь наибольшее значение в моменты времени 
о̂ =  5 с, t\ — 5 + 1 0 = 1 5  с, . . . ,  tm= 5 (2 m + 1) с, где т — 1, 2, 3...

Итак, при 0<Д <5 с ш и г имеют одинаковый знак (ме> 0) — движение уско
ренное, при 5<Д<10 с со и г  имеют разные знаки — вращение замедленное 
(ше< 0). Через 20 с подводная лодка возвращается в первоначальное положение.

Угол поворота tfs за 20 с качки будет равен
тг тс тс

тг РаД-
ТГ ТГ ТГ ТС

9s =  1 ?i — ¥ol +  1 92 — 9i 1 = ~  20 ““ 20 + "20 +  20

§ 78. СКОРОСТЬ И УСКОРЕНИЕ ТОЧЕК ТЕЛА, ВРАЩАЮЩЕГОСЯ 
ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ

При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси произ
вольная точка тела М, удаленная на расстояние h от оси враще
ния, движется по дуге окружности. При этом дуговая координата 
этой точки равна

s =  А«р,
где ф =  <р(0 — угловая координата твердого тела.

Численное значение скорости, равное проекции скорости на ка
сательную, будет

dfds



Выберем в любой точке, лежащей на оси вращения, неподвиж
ный полюс О — начало радиуса-вектора r(t) точки М, при этом 
h — r sin а, где а — угол между осью вращения и радиусом-вектором 
(рис. 16.4, а, б). Покажем, что скорость точки М можно выразить 
в виде векторного произведения (векторной формулы Эйлера)

Действительно, по модулю | о> X г\ — о> г sin а =  | <о | • h — v, т. е. 
равно модулю скорости. С другой стороны, вектор ыХг  перпенди
кулярен плоскости 00\М,  в которой расположены ш и г, и направ
лен так, что если смотреть с его конца, то поворот ш к г в сторо
ну меньшего угла происходит против хода часовой стрелки. Сле
довательно, вектор ыХг направлен так же, как и вектор v 
(рис. 16.4, а, б). Таким образом, векторное равенство (16.17) спра
ведливо. В соответствии с определением ускорение точки М равно

dr Ш X Г, (16.17)

б
Рис. 16.4.

НО

Тогда w =  &Хг + ы x v



где е X /■ =  — в р а щ а т е л ь н а я  составляющая полного ускоре
ния; при ускоренном вращении иЛсовпадает по направлению со 
скоростью v точки М; « X ®  — ц е н т р о с т р е м и т е л ь н о е
( о с е с т р е м и т е л ь н о е )  ускорение точки — составляющая пол
ного ускорения, направленная перпендикулярно к оси вращения.

Модули вращательного и центростремительного ускорений бу
дут равны:

_  л

w B =  I е X г\  =  J Ь| Г sin (s, г) =  I е | • А;
__ ___ Л

Wu=  I О) X V I =  I 0) I |А(0 I sin (со, v),

где sin (о), v ) ~ l , a  h = R — радиус окружности — траектории рас
сматриваемой точки М твердого тела, вращающегося вокруг не
подвижной оси.

Таким образом, при вращательном движении твердого тела во
круг неподвижной оси вращательная составляющая ускорения точ
ки твердого тела совпадает с касательным ускорением, а центро
стремительная — с нормальным:

wB =  =  ] s | • h\

wu — wn =  <o 2h.
(16.19)

Очевидно, модуль полного ускорения точки твердого тела, вра
щающегося вокруг неподвижной оси, будет равен

W — V  (и»Ц)2 +  {wBf
или

те/ =  /гКе2 +  (о*. (16.20)

Угол между вектором ускорения w и составляющей ге/ц ускоре
ния (или то же, что и радиусом вращения точки твердого тела, 
рис. 16.3,6) определяется из равенства

tga =  ̂ l  =  -V- (16.21)&  даЦ о>2 '

Выв о д .  Скорость v и ускорение w любой точки твердого тела, 
вращающегося вокруг неподвижной оси, прямо пропорциональны 
расстоянию от этой точки до оси вращения.

Вектор полного ускорения любой точки твердого тела в дан
ный момент времени направлен под определенным (для всех точек 
тела одинаковым) углом а к радиусу соответствующей точки.

В случае равномерного вращения при w =  const модуль ускоре
ния любой точки тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, 
тоже постоянен и равен

w ^ w 1 ^  h®1.
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Пример. После пуска угловая координата ротора газовой турбины изменя
лась по закону 9 =kt3 рад, где k — постоянный коэффициент. Через 20 с ротор 
вращался с. н =  6000 об/мин. Определить угловую координату, угловое ускорение 
ротора, вращательное и центростремительное ускорения точки лопатки ротора, 
отстоящей на расстояние /г =  20 см от оси вращения, через 20 с после начала 
вращения.

Р е ш е н и е .  Определяем коэффициент k в уравнении вращения, для чего 
сначала определяем ш:

<о =  =  3k t 2 рад/с. (*)

, ,  „  . 1ш тс-бСОО
Известно, что при t =  20 с « |<=.м =  -gg- =  — ^ р а д / с .

Подставляем ее значение в(*), получаем
2С0тс =  3£-202,

2UUtt тг , ,
откуда k = -gTFgo- =  -g -  рад/с3.

Следовательно,

<t — рад; <а — t 2 рад/с.

Через 20 с после пуска угловая координата ротора турбины, ранная суммар
ному углу поворота, определяется- из равенства

9 =  <f j. =  -Т- 203 =  1,33-10% рад (^ 6 6 6  оборотов).

Вычисляем величину углового ускорения ротора ,рри < =  20 с 

е =  =  6kt =  рад/с2; £ | (_ 2;) =  20тс рад/с2.

Определяем величины: скорость и составляющие ускорения искомой точки 
лопатки ротора к концу 20-й секунды:

v =  h | ю | =  h t2 =  10it<2; v | <=20 =  Ютг-202 =  4000-ic см/с =  40тс м/с;

дав =  h | е | =  Лтс< =  20тсt; wB | /z=20 =  20т:-20 =  400т см/с2 =  4т м/с2;

=  /ш2 =  h =  5т2(4; дац | <=20 =  5т2-204 =  8т2 • 105 см/с2 =  8т2-103 м/с2.

§ 79. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА С ОДНОЙ 
НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ

Пусть тело движется так, что во все время движения одна точ
ка его будет оставаться неподвижной. Такое движение называется 
движением твердого тела с одной неподвижной точкой.

К телам, имеющим одну неподвижную точку, могут быть отне
сены стержень, закрепленный с одного конца с помощью сфериче
ского шарнира, ротор гироскопа в кардановом подвесе или шарнир 
Гука, у которых неподвижная точка совпадает с точкой пересече
ния трех его осей, волчок и т. д.

Если взять любую точку М твердого тела (рис. 16.5), находя
щуюся на каком-либо расстоянии ОМ от неподвижной точки О, то
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в любой момент времени, как бы тело ни поворачивалось, длина 
ОМ останется неизменной, т. е. точка М будет перемещаться по не
которой сфере. Вот почему движение твердого тела с одной не
подвижной точкой иногда называют с ф е р и ч е с к и м  движе
нием.

Проведем в пространстве неподвижную систему координат Oxyz 
и подвижную OxiyiZi, связанную с телом и имеющих общее нача
ло, совпадающее с неподвижной точкой О твердого тела. Пло
скость Оху пересекается с плоскостью Ox\ij\.

Линия пересечения ON этих плоскостей называется линией 
узлов (рис. 16.5).

Угол ф между осью х и линией узлов ON называется у г л о м  
п р е ц е с с и и .

Угол ср между ON и осью Oxi называется у г л о м  с о б с т в е н 
н о г о  п о в о р о т а  (углом ротации).

Угол 0 между осями Oz и Ozi называется углом н у т а ц и и .
Углы ср, ф и 0 называются у г л а м и  Э й л е р а .  При движении 

тела каждый из них является непрерывной однозначной функцией 
времени. Поэтому уравнениями движения твердого тела, имеющего 
одну неподвижную точку, будут:

Положительное направление отсчета углов Эйлера производит
ся от осей Ox, ON и Oz против хода часовой стрелки и представ
лено на рисунке 16.5. Можно показать, что положение твердого 
тела, имеющего одну неподвижную точку в пространстве, может

Рис. 16.5.

< p= /i(0 ;

6 =*/» (О- J
( 16.22)
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быть задано с помощью трех независимых уравнений Эйлера
( 16.22) .

Действительно, пусть в начальный момент времени системы 
осей неподвижной Oxyz и связанной с телом Ox\y\Z\ совпадают. 
Тогда новое положение осей Ох\у)Zi в момент времени t может 
быть получено путем трех поворотов на углы:

_ угол ф вокруг оси Oz, при этом определяют положение оси

Рис. 16.6.

— угол 0 вокруг оси узлов, при этом определяют положение 
оси Ozь

— угол ср вокруг оси Oz\t при этом определяют положение 
оси Ох 1.

Ось Оу\ образует с осями Oxi и Oz\, правую систему координат.
Таким образом, положение подвижной системы координат опре

делено.
Ч а с т н ы е  с л у ч а и :
1. <p =  const; ф =  сопз1; б =  /з(0 — тело вращается вокруг ON.
2. ip =  const; 0 =  const; ф =  Д ( 0 — тело вращается вокруг Oz.
3. 0=const; ф =  сопз1; ф = fi{t) — тело вращается вокруг Oz{.
В ряде случаев вводят другие углы, определяющие положение

тела с одной неподвижной точкой. Так, академик А. Н. Крылов для 
определения положения корабля относительно его центра тяжести 
ввел три других независимых угла: угол дифферента, угол рыска
ния и угол крена.

Пусть начало неподвижной прямоугольной системы координат 
Oxyz совпадает с центром тяжести корабля, а система Oxxy\Z\
244



связана с кораблем, причем ось Охх направлена от кормы в нос. 
Направление других осей координат представлено на рис. 16.6, на 
котором и показаны соответствующие углы: ф — рыскания, 6 — диф
ферента и у — угол крена. В этом случае уравнения движения твер
дого тела с одной неподвижной точкой будут иметь вид:

9 = / i ( 0 ;  I
Ф = Л (0 ;  (16.23)
т =  Л (О- I

§ 80. ТЕОРЕМА ДАЛАМ БЕРА-ЭЙЛЕРА. УГЛОВАЯ СКОРОСТЬ 
И УГЛОВОЕ УСКОРЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА, ИМЕЮЩЕГО 

НЕПОДВИЖНУЮ ТОЧКУ

Положение с в о б о д н о г о  твердого тела в пространстве бу
дет задано в любой момент времени, если будут известны положе
ния трех его точек, не лежащих на одной прямой. Для тела, 
и м е ю щ е г о  о д н у  н е п о д в и ж 
н у ю т о ч к у  О, достаточно 
знать положение д в у х  других 
его точек. Обозначим (рис. 16.7) 
эти точки буквами Л и Б и будем 
полагать, что ОЛ =  ОБ, т. е. эти 
точки Л и Б перемещаются по 
поверхности одной сферы.

Теорема Даламбера—Эйлера.
Любое перемещение твердого те
ла с одной неподвижной точкой 
О из одного положения в любое 
другое может быть осуществлено 
одним поворотом вокруг некото
рой неподвижной оси, проходя
щей через неподвижную точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соеди
няем точки Л и Б дугой большого
круга ЛБ, которая определяет положение твердого тела, имеюще
го неподвижную точку. Рассмотрим два положения тела: началь
ное ЛБ и конечное Л 1Б 1. Соединяем точки Л с Л,, Б с В\ (на 
рис. 16.7 пунктиром) дугами больших кругов*. Из средин дуг ААХ 
и Б Б 1 проводим дуги, перпендикулярные ААХ и соответствен
но ББ]. Они пересекаются в точке Р. Сферические треугольники 
АВР и А ХВХР р а в н ы  и с х о д с т в е н н о  расположены. Дей-

* Д у г а  б о л ь ш о г о  к р у г а  — дуга, образуемая пересечением сферической 
поверхности плоскостью, проходящей через центр сферы; она является линией 
кратчайшего расстояния между точками сферы аналогично прямой линии, со
единяющей точки на плоскости.
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строению как сферические наклонные от основания сферических 
перпендикуляров. Следовательно, у сферических треугольников 
АВР и AiBiP ZAPB=ZAiPBi  и сферический треугольник АРВ 
может быть совмещен с AiPB{ одним поворотом на угол АРА\, рав
ный углу ВРВи вокруг оси, проходящей через точку Р и неподвиж
ную точку О тела. Ось ОР называется о с ь ю к о н е ч н о г о  по
в о р о т а .  Теорема доказана.

Рассмотрим два положения твердого тела, имеющего одну не
подвижную точку, в моменты времени t и t + At. Действительный 
переход тела из положения / в положение / /  заменяем равномер
ным вращением вокруг оси конечного поворота с угловой скоро
стью шСр, происходящим в течение того же промежутка времени At, 
как и при действительном перемещении. Таким образом, начальное 
и конечное положения в действительности и при эквивалентном 
равномерном вращении будут совпадать, а различия в промежу
точных положениях будут тем меньше, чем меньше промежуток 
времени At.

Эти различия, а следовательно, и погрешности можно устремить 
к нулю при предельном переходе, т. е. при Д/-И). При уменьшении 
At положение оси конечного поворота изменяется. Предельное по
ложение этой оси при А ^ О  называют м г н о в е н н о й  о с ь ю 
в р а щ е н и я ,  а предел

Нш о)ср — ш
Л<>0

м г н о в е н н о й  у г л о в о й  с к о р о с т ь ю .  Вектор мгновенной 
угловой скорости ш направлен по мгновенной оси вращения в сто
рону, откуда вращение тела видно происходящим против хода ча
совой стрелки. С течением времени положение мгновенной оси вра
щения в пространстве изменяется (рис. 16.8). Следовательно, век
тор ш изменяется не только по величине, но и по направлению. 
Угловым ускорением s называется векторная величина, равная

® = 4 т .  (16.24)

Проведем вектор ш в произвольный момент времени. Обозначим 
конец вектора ш буквой М. С течением времени М, двигаясь в про
странстве, опишет кривую — годограф вектора ш. Обозначим ра
диус-вектор точки М (рис. 16.9) через г =  ш. Тогда

dr
dt и и du>

~dt =  е. (16.25)

Следовательно, угловое ускорение е геометрически равно линей
ной скорости и конца вектора угловой скорости, т. е.

е == и .  (16.26)

Векторы ш и е скользящие. Начало векторов ш и s выбираем в 
неподвижной точке О твердого тела.
246



При сферическом движении твердого тела вектор £ в зависи
мости от характера движения может составлять с вектором ш 
любой угол (рис. 16.9).

§ 81. ЛИНЕЙНАЯ СКОРОСТЬ И ЛИНЕЙНОЕ УСКОРЕНИЕ ТОЧЕК 
ТВЕРДОГО ТЕЛА С ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ

Рассмотрим твердое тело с одной неподвижной точкой О и на 
нем точку М, положение которой задано радиусом-вектором г 
(рис. 16.10). Вектор линейной скорости точки М определяется по 
равенству (16.17)

V  =  U) X  Г.

Модуль скорости
_л

v  — | и) | г sin (ш, г) =  | со |-г sin а =  1 ш | hw, (16.27)

где hm — длина перпендикуляра, опущенного из точки М на м г н о 
в е н н у ю  ос ь  в р а щ е н и я .

Вектор скорости направлен перпендикулярно плоскости, прохо
дящей через векторы т и г так, чтобы, глядя с его конца 
(рис. 16.10, а), вращение w до совпадения с г происходило в сто
рону меньшего угла против хода часовой стрелки.

Из формулы (16.27) следует важный практический вывод, а 
именно: если в какой-то момент времени известны положение 
мгновенной оси вращения и линейная скорость какой-либо точки М
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тела, то величина мгновенной угловой скорости тела может быть 
определена из равенства

ГЛ1 ( 16.28)
hм >

где hM— расстояние от точки М до мгновенной оси вращения.

Модуль скорости любой другой точки (Л) твердого тела будет 
равен

VA =  I Ш I К ’
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где h-i— расстояние от точки А до мгновенной оси вращения.
Обозначим постоянные координаты точки М в подвижной си

стеме координат через хи у и Z\, а проекции со соответственно о>Г1,шУ1, 
ш2 •

Тогда
r =  Xl-ii + у г z1 • k;

(16.29)

Подставляя из (16.29) в (16.17), получим

V =  (<оЖ1 • ^  +  0>Л •7l+u>„ • *i) X (Л?! •?! +  )>! -у7 +  *1 • К)

или

v  =
г1 /i
со (О со*, Vi г,
*1 Уг «1

(16.30)

Проекции скорости на оси подвижной системы координат будут:

' ° х ~ ту1г 1 - {0г1Уй 

Vy, =  V l  ~  Wx,Zl’ 
vzi =  « x j i  ~  “' у д 

линенное ускорение точек тела будет
d_

dt (со X Г) = du>
~dt ХГ +  (О X

dr
I t

(16.31)

или
w =  s X r  +  io X t'. (16.32)

Обозначим: i
e X — w — вращательное ускорение'
ш Х в  =  « Х ( ш Х r) — wa — центростремительное (осестреми

тельное) ускорение.
Тогда полное ускорение

w — wB -+• wa. (16.33)
Исследуем правую часть равенства (16.32). Вращательное уско

рение направлено перпендикулярно плоскости, проходящей через 
г и е (рис. 16.8, б), и по модулю будет

Л

г sin (г, г ) ~ \ г \ г  sin Р

W B =  I е I h *>или

W

(16.34)
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где hs — длина перпендикуляра, опущенного из точки М на ось,
по которой направлен вектор s (рис. 16.10,6).

Центростремительное ускорение направлено к мгновенной оси 
вращения и по модулю будет равно

л
w n =  (oV sin (ш, v) =  — w • (0  • r sin a =  Ш2^ ш . (16.35)

Из последних равенств следует, что, хотя вид полученных фор
мул подобен тем, которые были получены для ускорений точек

тела, имеющего неподвижную ось вращения, однако в рассматри
ваемом случае w11 и w B не перпендикулярны друг другу. Поэтому

w — ^ {w11) (та/8)2 -f 2wBwn cos (wa, wa). (16.36)
Пример. Диск катится без скольжения по плоскости. Материальная ось 

диска ОМ вращается вокруг ОС с угловой скоростью, равной ш,. Соответствую
щие расстояния равны: ОМ = а и MA=OC=R  (рис. 16.11). Определить угловую 
скорость диска, линейную скорость v д и линейное ускорение wg наиболее от
даленной точки диска В.

Р е ш е н и е .
Проведем прямую ОА, соединяющую две точки твердого тела, скорости 

которых равны нулю, а именно точку О, скорость которой все время равна 
нулю, и точку А, скорость которой в данный момент равна нулю, так как ка
чение происходит без скольжения. Следовательно, прямая ОА будет мгновенной 
осью вращения.

Определяем величину скорости точки М

vM = I “11-я = М ,АШ-
где Лш — расстояние от точки М до мгновенной оси вращения (Am = a s i n a ) _

Следовательно, величина угловой скорости вращения твердого тела относи
тельно мгновенной оси будет равна I ш I =  I ш, I -• =  I ш. I-----?—  =  J-IUlL

Аш 1 1 a sin a sin a
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где
1 Va №

Sin a R

Находим скорость точки В, величина которой определяется из равенства

VB = \ BD  =  | и> | 2ЛШ = 2 I
sin а ■А„ =2- sin а ■a sin а

ИЛИ

vв = Чату
Определяем центростремительную составляющую полного ускорения точки В, 

которая направлена перпендикулярно мгновенной оси вращения от точки В 
к точке D. Значение ее равно

в _  г'п __ (2а«!)2 _  9 ft>i
ВО 2/гш ~  2а sin а ~  а sin

Для определения величины_и направления вращательного ускорения прове
дем вектор угловой скорости ю, который направлен по мгновенной оси враще
ния, и найдем величину скорости и конца вектора

U  =  d-\ <й, | =  | (О | COS а • | (О] | =  I ” 1.1 COS а-| (rij [ =  olf d g

где d=( «>( cos a  — расстояние от конца вектора м дс вертикальной оси. Векторы 
мгновенной скорости и и углового ускорения г представлены на рис. 16.9 (на
правлены перпендикулярно плоскости чертежа в сторону читателя).

Вращательное ускорение точки В (вокруг оси е) будет по величине равно

wB =  г-ОВ  =  <i>j ctg а -ОД

где ОВ =

Следовательно, величина вращательного ускорения будет

W = ctg а •
COS a Sin a

Вектор вращательного ускорения wB точки В направлен перпендикуляр
но ОВ так, чтобы, глядя с конца вектора е, вращение вектора w B вокруг точ
ки О происходило в сторону меньшего угла против хода часовой стрелки.

§ 82. ПОНЯТИЕ ОБ ОБЩЕМ СЛУЧАЕ ДВИЖЕНИЯ СВОБОДНОГО
ТВЕРДОГО ТЕЛА

Рассмотрим движение свободного твердого тела, которое может 
перемещаться как угодно в пространстве по отношению к не
подвижной системе координат Oxyz (рис. 16.12).

Точку А твердого тела принимаем за полюс и проведем систе
му координат Ax\tj\Z\ с началом координат в полюсе А, которая 
будет перемещаться поступательно вместе с телом, т. е. Ах\ Ц Ох, 
Ау\ || Оу и т. д. Положение тела в пространстве по отношению к си
стеме координат Oxyz будет задано, если будут известны положе-

251



ние полюса А и углы Эйлера <р, ф, 9, определяющие положение тела 
по отношению к системе Ax\y\Z\. Уравнения движения свободного 
твердого тела в системе координат Ax\tj\Z\ будут иметь вид:

x A= f i ( t ) \  zA =  f a(ty, I
9 = Л ( 0 :  ♦  =  /*(*);  0 =  fe ( t ) . l  { }

Уравнения системы (16.37) являются независимыми. Число не
зависимых уравнений движения определяет число степеней свобо
ды. Таким образом, свободное твердое тело имеет шесть степеней 
свободы.

Элементарное перемещение свободного твердого тела в про
странстве может быть осуществлено элементарным поступатель
ным движением твердого тела вместе с полюсом и одним элемен
тарным поворотом вокруг некоторой мгновенной оси, проходящей 
через полюс (Л).

Следовательно, движение свободного твердого тела может быть 
представлено состоящим:

— из поступательного движения, при котором все точки твер
дого тела движутся, как и полюс, в соответствии с первыми тремя 
уравнениями системы (16.37) со скоростью, равной скорости по
люса;

— из поворотов в соответствии с последними тремя уравнения
ми системы (16.37) с угловой скоростью о> вокруг мгновенных осей 
вращения, проходящих через полюс.
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Можно доказать, что изменение выбора полюса меняет поступа
тельное движение, но мгновенная ось, угол и направление поворота 
вокруг оси при этом не изменяются. Кинематическими характери
стиками движения свободного твердого тела будут скорость и уско
рение полюса и угловые скорость ш и ускорение & вокруг полюса.

Линейная скорость любой точки М свободного твердого тела 
при выборе полюса в точке А определяется из геометрического ра
венства

v = vA + vMA. (16.38)

Таким образом, скорость v складывается из скорости поступа
тельного движения полюса А и скорости точки в сферическом дви
жении вместе с телом вокруг полюса. При этом

ймл = шХ АМ = шХги (16.39)

где г\ — радиус-вектор точки в системе координат, связанной 
с телом.

У с к о р е н и е  любой точки свободного твердого тела при вы
боре полюса в точке А определяется из геометрического равенства

w — wA + WMA. (16.40)

При этом wMa определяется как ускорение точки М в сфери
ческом движении вместе с телом вокруг полюса А.

WMA =  WnMA + ™BMA>
где __

=  "е X п; w \ A =  vMA.
Ч а с т н ы е  с л у ч а и :
1) va =  0 ; wa — 0 — сферическое движение тела (вокруг не

подвижной точки);
2) и> || оси z; 1 -  плоскопараллельное движение твердого 

vA^0- ,wA^ 0 ) Tejia'
3) и || оси z  1 — вращательное движение твердого тела ро-

v A =  0; ®А= о | кРУг оси;
4) ш =  0; е =  0 — тело движется поступательно.



Г Л А В А  17

СОСТАВНОЕ ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

§ 83. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассмотрим движение матроса по палубе движущегося корабля. 
Оно является составным (сложным) движением. Введем две систе
мы координат: подвижную, связанную с кораблем, и неподвижную 
(основную), связанную условно с Землей (берегом). Движение 
матроса относительно корабля будет называться о т н о с и т е л ь 
н ым д в и ж е н и е м ,  движение корабля относительно Земли — 
п е р е н о с н ы м  д в и ж е н и е м  и движение матроса относитель
но Земли — а б с о л ю т н ы м  д в и ж е н и е м .

Таким образом, о т н о с и т е л ь н ы м  движением называется 
движение точки относительно подвижной системы отсчета, п е р е 
н о с н ы м — движение подвижной системы отсчета относительно не
подвижной (основной), а б с о л ю т н ы м — движение точки относи
тельно неподвижной системы отсчета.

О т н о с и т е л ь н о й  с к о р о с т ь ю  vr и о т н о с и т е л ь н ы м  
у с к о р е н и е м  wr точки называются скорость и ускорение точки 
относительно подвижной системы отсчета.

П е р е н о с н о й  с к о р о с т ь ю  ve и п е р е н о с н ы м  у с к о 
р е н и е м  we называются абсолютные скорость и ускорение той 
точки подвижной системы отсчета, с которой в данный момент сов
падает движущаяся точка. Точка подвижной системы отсчета, 
совпадающая в данный момент с движущейся, называется со 
в м е щ е н н о й .  В рассмотренном выше примере переносной ско
ростью ve матроса является скорость той точки палубы корабля, 
на которой находится в данный момент матрос.

А б с о л ю т н о й  с к о р о с т ь ю  v и а б с о л ю т н ы м  у с к о р е 
н и е м  w называются скорость и ускорение точки по отношению 
к неподвижной системе отсчета.

В качестве другого примера рассмотрим движение ползуна 
(рис. 17.1) в прорези вращающейся направляющей кулисного ме
ханизма.

Выбираем неподвижную систему координат 0 {ху с началом
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в точке 0 1 и подвижную систему координат Охххуи связанную с 
качающейся направляющей.

Относительным движением будет называться прямолинейное 
движение ползуна относительно направляющей ОХхи а перенос
ным — вращательное движение той точки направляющей, с кото
рой в данный момент времени совпадает движущийся ползун М.

При изучении относительного движения следует мысленно оста
новить переносное движение, при изучении переносного остановить 
относительное движение и тогда в каждом из них можно исследо-

Рис. 17.1.

вать движение точки по уравнениям кинематики точки. Рассмот
рим движение точки М (рис. 17.2). Обозначим Oxyz систему не
подвижных прямоугольных координат с началом в точке О 
(орты г, /, k)\ Oxxxyxz x— систему подвижных прямоугольных коор
динат с началом в точке Ох (орты 1Х, / ь kx).

Относительное движение характеризуется уравнениями:

= Л ( 0 ;  У 1 = / 2(0; ^ = = / з ( 0 .  (i?. i)

Относительная скорость vr и относительное ускорение wr будут 
определяться равенствами:

— ~h +Уг '7^+Zx-ki,
wr =  x r l1+ y r j l + z 1-kl. (17.2)

Кинематическими характеристиками переносного движения бу
дут переносная скорость ve и переносное ускорение we, соответст
венно абсолютного движения — абсолютная скорость v и абсолют
ное ускорение w.

Установим связь между всеми перечисленными кинематически
ми характеристиками при составном движении материальной 
точки.
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Рассмотрим случай, когда подвижная система координат 
OiXiyiZi движется поступательно по отношению к неподвижной 
Oxyz.

§ 84. СЛОЖЕНИЕ СКОРОСТЕЙ И УСКОРЕНИЙ В СЛУЧАЕ,
КОГДА ПЕРЕНОСНОЕ ДВИЖЕНИЕ ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ

Орты i 1 , / 1  и & 1  при поступательном движении сохраняют свои 
направления в пространстве, т. е. остаются параллельными соот
ветствующим ортам t, / и k.

Обозначим (рис. 17.2):
Го, — радиус-вектор начала Oi подвижной системы координат 
_  относительно неподвижного начала О;
Г\ — радиус-вектор точки М в подвижной системе координат; 
г — радиус-вектор точки М в неподвижной системе координат. 
Из чертежа следует, что

Абсолютная скорость

dri

r==r0i +  rl-

drt
d t ~  dt + ~ d t = = V oi +  ~ d T >  г д е  r i '= = x l ' h + y i  ' h  +  z \ '

Учитывая, что орты iu / 1 , k\ постоянны как по величине, так и 
по направлению, получим

dry
dt
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Следовательно, при v 0 ~ v e

v = v 0i + vr =  ve ^ v r. (17.3)

Абсолютная скорость материальной точки при составном дви
жении в том случае, когда переносное движение поступательное, 
как следует из (17.3), равна геометрической сумме переносной и 
относительной скоростей. Очевидно, что

d v  d v e

d t  d t

d v T — . —
~ d f  =  w * +  w r- (17.4)

Абсолютное ускорение материальной точки при составном дви
жении в том случае, когда переносное движение поступательное,

равно геометрической сумме переносного и относительного уско
рений.

Численные значения скоростей и ускорений определяются по 
равенствам:

v  =  \ /  v2 + v2 +  2vevr cos (ve, v r) ;

W — \  w2 + w2 + 2wewr cos (we, wr) .
Пример. Берега реки параллельны. Катер вышел из пункта А для высадки 

десанта в пункте В, расположенном на противоположном берегу против пунк
та А (рис. 17.3). Двигаясь перпендикулярно берегам, катер Достиг противополож
ного берега через /= 100  с, однако вследствие течения подошел к пункту С, 
расположенному на 120 м ниже пункта А по течению.

Чтобы попасть в пункт В при такой же величине относительной скорости, 
необходимо курс держать против течения под некоторым вполне определенным 
углом к АВ. В этом случае катер попадет в пункт В через 4 =  125 с.

Определить ширину реки I, численные величины относительной скорости (ско
рости катера в спокойной воде) vr и переносной скорости (скорости течения) г)е.
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Р е ш е н и е .  Обозначим:
ve — скорость течения реки;
vr— скорость движения катера относительно воды;
V —  абсолютная скорость катера, т. е. скорость катера относительно берепж  
Для определения числовых значений переносной и относительной скоростей 

рассмотрим следующих два случая:
а) движение катера от пункта А к пункту В:

ВС 120 , „ м
ve ' t  = ВС, откуда ve -  —  = - щ -  =  — •

vr t =  АВ =  /, откуда v, -  - j - . где АВ = 1 неизвестна;

б ) движение катера от пункта А к пункту D\ из треугольника ABD (рис. 17.3) 
следует, что

(АВ?  +  (BD ?  =  (AD)2, (*)
ВС /   ̂ \

Где АВ = 1 — ширина реки; BD  =  ve -ti =  Д7? =  vr -ti — J '*i-

/ вс v f i \2
Подставляя в (*), получаем /2 +  ( —j— -Л ) =  ( - y -^ i  J • Преобразуя 

и подставляя числовые значения, получаем (1,25 /)2—/2=  1502, откуда ширина реки
1  ̂ ПАЛ/ =  ■ - ■ —  ^  200 м.

1,252 — 1
Величина относительной скорости vr, т. е. скорости катера в спокойной воде,

/ 200
определяется из выражения v,  =  —  =  - щ -  =  2 м/с =  7,2 км/ч.

Пример. Штурман подводной лодки, идущей на северо-восток со скоростью 
/  морская миля 1852 м , \

Ю уз  ̂ узел = ---------— --------- =  =  0,514 м/с \ , определил относи

тельную скорость транспорта, идущего на запад, которая оказалась равной 
1 0 | / ‘2 уз. Определить направление и величину абсолютной скорости транспорта *.

Р е ш е н и е .  Движение транспорта рассматриваем как составное. Абсолют
ное движение его по отношению к Земле может быть представлено состоящим 
из относительного движения по отношению к подводной лодке и переносного. 
За переносное принимаем движение той точки среды, жестко связанной с под
водной лодкой, в которой в данный момент находится транспорт. Оно является 
поступательным вместе с подводной лодкой. Строим треугольник скоростей. 
Для этого (рис. 17.4):

— выбираем произвольную точку А на плоскости; _
— откладываем в масштабе от точки О вектор переносной скорости ve по

ступательного движения подводной лодки, направленный на северо-восток;
— из конца вектора ve откладываем в том же масштабе вектор относитель

ной скорости под углом 45° на запад.
Замыкающий вектор дает направление и величину абсолютной скорости V, 

модуль которой определяется по теореме косинусов, а именно;

- У * 2 +  v\  +  2 vevr cos (ve, vT) =s

K ( l 0 j / 2)2 +  10H 2~"loV 2 • 10 cos 135° s t  10 уз.

Из полученного результата следует, чТо|п| — | ve |, т. е. треугольник равно
бедренный и поэтому

S = 45° и а = 90°.

* Рассматривать Подводную лодку . и транспорт как материальные точки.
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Пример. Подводная лодка (ПЛ) В следует на расстоянии S =  const за ПЛ А, 
движущейся прямолинейно, с постоянной скоростью v. Звук гидролокатора, уста
новленного на подводной лодке В, достигает А и, отразившись, возвращается на 
гидролокатор В. Определить скорость
движения подводных лодок, если время N
прохождения звука от выхода из точ
ки В до возвращения в точку В i будет 
известно, а скорость распространения 
звука в воде принять равной с.

Р е ш е н и е .  Принимаем распростра
нение звука за абсолютное движение, 
которое может быть представлено со
стоящим из переносного движения под
водной лодки (подвижная система О
координат, которая движется поступа
тельно) и относительного движения 
звука относительно подводной лодки.

При распространении звука от В 
к А величина относительной скорости 
будет (рис. 17.5)

v _ =  с — v  =  const• I
и, следовательно, s =  v ri -tt =  (с — v) t u

При распространении звука от Л к В величина относительной скорости 
будет

v r — с +  v — const •2
и, следовательно, s= (c+v)t2.

Рис. 17.5.

Искомое время от выхода звука из точки В и его возвращения в точ 
ку Bi равно

1 4 . 1  s , s 2,sc
t  =  И  4 - t o  — —  —  — 0"" г, •

С —  V  С +  V  С2 —  V 2

Время t может быть измерено, и поэтому оно известно. Из полученного 
уравнения определяем, что

v 2 sc
~Г '
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При произвольном переносном движении подвижная система 
координат (рис. 17.6) изменяет свое положение по_отношению к не
подвижной по любому закону. Тогда орты i\, j\ и k{ изменяют свое 
направление в пространстве, т. е. они не постоянны, а являются 
функциями времени.

§ 85. СЛОЖЕНИЕ СКОРОСТЕЙ В СЛУЧАЕ, КОГДА ПЕРЕНОСНОЕ
ДВИЖЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЕ

В соответствии с определением абсолютная скорость точки М 
равна

v =  ^ -  dt
dr,
dt

o, drx
dt (17.6)

dr
где о,

dt
dr i 
dt

скорость начала подвижной системы координат, а

=  ~dt (*i ’ 'h  +  z i ' Ai) =  * i ' h+Vi 'h  +  z i • ki +
i di, . dj, . dk

dt (17.7)

Первых три слагаемых правой части последнего равенства яв
ляются относительной скоростью точки по отношению к осям
OiXxy\Zi

Уг -7i +  *‘i • \  =  vr
Для преобразования последних трех слагаемых в уравнении 

(17.7) следует использовать равенства (формулы Пуассона):
di\
I t =  «>* X i\, 4 T  =  We X j»

dk, -  .,-r
~dt~ =  ше X  ku (17.8)

которые являются частными случаями следующих формул:
dr =  и>ХП dz

ч г =  ш X X.
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В равенствах (17.8) через ше обозначена угловая скорость вра
щательного движения осей 0\X\y\Z\ вокруг полюса Оь т. е. угло
вая скорость переносного движения.

Рис. 17.7.

Учитывая уравнения (17.8), получим

Х1ЧГ +  У1 4 г  +  'ЧГ =  х' К  х  *i) +  У\ К  X 7i) +  «1 К  X *1) =  

=  ® * х  ( -* W i+ .V i ■A +  z l -kl) =*ю# Х ^ х .

Таким образом,

- & = ^ + Я х г 1.
Подставляя в (17.6), имеем

(17.9)



где скорость переносного движения
dr о,

dt юе X rl- (17.11)

Пример. Материальная точка М движется по прямой, которая в свою оче
редь вращается с постоянной угловой скоростью о>е- Определить абсолютную 
скорость точки М (рис. 17.7, а). и

Р е ш е н и е .  Устанавливаем, что начало неподвижной Оху и подвижной
dr0i

Oxiyi системы координат совпадает, поэтому —^  =  0 (рис. 17.7,6). П е р е 

н о с н а я  скорость ve =u>eX.ri. По величине ve — weri sin (ше, Г\) или 

ve =  о>eru. так как sin (<!><,, гt) =  sin 90° =  1.

О т н о с и т е л ь н а я  скорость по величине равна
vr =  г,.

Учитывая направление скоростей ve .L ог (рис. 17.7,6), модуль абсолютной 
скорости будет определяться по равенству

v -  V К о ) 2 +  г%.

§ 86. СЛОЖЕНИЕ УСКОРЕНИЙ В СЛУЧАЕ, КОГДА ПЕРЕНОСНОЕ 
ДВИЖЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЕ. ПОВОРОТНОЕ УСКОРЕНИЕ 

(УСКОРЕНИЕ КОРИОЛИСА)

В соответствии с определением вектор абсолютного ускорения 
равен

или

® =  +  (17.12)

Продифференцируем правую часть равенства (17.12), получим 

® =а' Ж  +  ^ Х ? 1+ й ( Х ^ -  +  ^  {x'h +  y j \  +  z'A). (17.13)

Учтем, что где ее .— угловое ускорение переносного дви

жения. Следовательно, X rx =  te х  rx — wbe.

Далее, пользуясь уравнением (17.9), получим ше х - ^ -  — % Х  
X ( v ,  +  X  ri) =  ». X v r +  «о, X К  X М =  X +  Ч1. 

где ш, X К  X X w, =  aij.
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Последнее слагаемое равенства (17.13) можно записать в виде 

4 г  (*i*i +  yJi +  * А )  == х А  +  у J x +  z A  +

+  x i 4 г  +  '^Г +  Н7Г =  w, +  «>, X VЛ
rf/fe,
dt

где ®r =  A:i/i +  «/i/i +  2i^i — относительное ускорение точки по отно
шению к подвижной системе координат 0\X\y\Z\.

Подставляя значения всех слагаемых в уравнение (17.13), по
лучим

W =  — -f wBe +  +  2ше x v r + wr

Обозначим:
d?rQ — -  ■ —
~ щ г  +  wBe +  w* =

2% X vr =  wh
(17.14)

где — переносное ускорение (при иг =  0; ьуг =  0; w = we — т. е. 
равно переносному ускорению); 

wu — кориолисово *, или поворотное ускорение.
Таким образом,

w — we +  wr +  wK. (17.15)

Выв о д .  В том случае, когда переносное движение произволь
ное (не поступательное), полное ускорение равно геометрической 
сумме трех ускорений: переносного, относительного и поворотного 
(кориолисова).

Остановимся несколько подробней на рассмотрении поворотно
го ускорения, которое по модулю равно

А

®к =  sin (cof, vr).

Вектор Wk — 2 coeXVr перпендикулярен плоскости, проходящей через 
vr и сое, и направлен так, чтобы, глядя с его конца, вращение ше 
для совмещения с vr в сторону меньшего угла происходило против 
хода часовой стрелки (рис. 17.8, а).

Установим на примере физический смысл поворотного ускоре
ния. Пусть ползун А движется с относительной скоростью vr по на
правляющей, которая в свою очередь вращается (рис. 17.8,6) с 
угловой скоростью ые.

В начальный момент времени t ползун находился в Л0. За вре
мя ползун переместится в точку А\ за счет переносного движе
ния ^  A0A\ = veM и в точку А2 за счет относительного движения

* Кориолис Г. (1792— 1843 гг .)— французский ученый-механик.

263



AlA2 = vr&t. На самом деле ползун попадает не в А2, а в А3. При 
этом дополнительный путь равен w A2A3=A\A2Ay=A\A2(tieAt. Под
ставляя значение отрезка А\А2, получим, что

Ч-/ АоА2^3 ■ <иг&ЫеМ = 2t»rŵ (Л/)2 ®к (^)2

где величина кориолисова (поворотного) ускорения равна 
— 2vrue- Следовательно, поворот по дуге А2А3 совершается за счет 
поворотного ускорения. Рассмотрим некоторые частные случаи:

Рис, 17,8,

а) vf 1  ше. Тогда sin (<»,, vr) =  1 и =  2о)е-Уг.
Для определения направления ац, м о ж н о  пользоваться следую

щим правилом Жуковского: в том случае, когда угол между век
торами ые и vr равен 90°, направление wh (рис. 17.9, а) совпадает 
с вектором ог, повернутым на 90° в сторону переносного враще
ния, т. е. в зависимости от направления вращения по или против 
хода часовой стрелки.

Если между векторами те и vr угол не равен 90°, то изложенное 
выше правило относится к проекции вектора vr на плоскость, пер
пендикулярную вектору (tie (рис. 17.9,6);

Л ___

б) vr || <0,; sin (vn шД =  0; wK =  0.
Поворотное ускорение отсутствует тогда, когда вектор перенос

ной угловой скорости параллелен вектору относительной скорости 
или переносное движение поступательное (ше =  0) или когда уг = 0.
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Пример. Определить полное ускорение точки М — ползуна в предыдущем 
примере (рис. 17.7, в).

Р е ш е н и е .  Полное ускорение ползуна М будет складываться из следую
щих составляющих ускорений (рис. 17.7, в):

— в в rf2cpтел— переносного вращательного до“ =  г = пр — п-
С Е 1 ’

до“ — переносного центростремительного ир — г ( =  г'р2 — гш2- е е \  dt )  7 е’
— d 2r
до,— относительного до, =  —т-г — г,d t2
®к — кориолисова wK = 2 <oevr =  2 шег = 2 у г ~  2 и>ег.

Рис. 17.9.

Направления всех ускорений представлены на рис. 17.7. Модуль полного 
ускорения определяется в соответствии с рис. 17.7 по равенству

до := V ( до,  —  до“ ) 2 +  ( док +  w “) 2

или после подстановки

= V  (г — го>*)3 +  (re +  2 « у ')3.

Вектор полного ускорения точки М получим геометрическим сложением со
ставляющих ускорений.

Пример. На_ широте <р° курсом на восток (рис. 17.10) движется с постоян
ной скоростью vr подводная лодка, которую можно принять за материальную 
точку М. Определить полное ускорение подводной лодки.

Р е ш е н и е .  Устанавливаем, что движение подводной лодки, принимаемой 
за точку М, является составным, которое может быть представлено состоящим 
из переносного (вращение Земли) и относительного (движение подводной лод
ки относительно Земли).

Определяем величину угловой скорости переносного движения, т. е. враще
ния Земли

2ir-1
24-60-60

рад/с =  const.



Ускорение переносного движения, т. е. точки на поверхности Земли, с кото, 
рой в данный момент совпадает подводная лодка, будет

we =  ® ̂  +  wBe — w'J. так как =  гг -  0 (<6е = const, s =  0) 

или по величине
we =  v?/v>\R c o s  у, где R — радиус Земли.

Рис. 17.10.

Ускорение относительного движения, принимая Землю неподвижной: 
_ _ _ _
wr =  w" + wj — w", так как wj — =  0 (vr =  const)

или по величине

wr г
V

2г
R  cos <?

Переносное движение вращательное, следовательно, возникает поворотное_ _ Л
ускорение, равное о>к =  2 шеХщ, или, учитывая, что sin (ше, щ) =  1, получаем 
wи=2м е»г, Направления всех составляющих ускорения совпадают, они направ
лены к оси вращения Земли. Поэтому I

I - 1 2 I»,
w =  1 w | =  we +  wf  +  wK =  cos <p +  - 5 -------- + 2 u>evr.j\  cos



Г Л А В А  18

ОСНОВЫ КИНЕМАТИКИ МЕХАНИЗМОВ

§ 87. ОБЩИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ. ЗАДАЧИ КИНЕМАТИКИ МЕХАНИЗМОВ

К и н е м а т и к о й  м е х а н и з м о в  называется раздел кинема
тики, в котором изучается движение звеньев механизма независимо 
от приложенных к ним сил.

М е х а н и з м о м  называется искусственно созданная совокуп
ность тел, обладающая определенностью движения и предназна
ченная для преобразования движения одного или нескольких тел 
в требуемые движения других тел.

Одно или несколько жестко соединенных тел, входящих в со
став механизма, называются з в е н о м.

Звенья бывают твердые — рычаги, шатуны, ползуны и др.; гиб
кие — ремни и канаты, жидкие и газообразные тела, входящие в 
состав механизма.

Звено, принимаемое за неподвижное, называется с т о й к о й * .
Все подвижные звенья механизма подразделяют на ведущие и 

ведомые. Звено, которому сообщается движение, преобразуемое 
механизмом в требуемые движения ведомых, называется в е д у 
щи м звеном. В е д о м ы м и  называются все остальные подвиж
ные звенья механизма, которые совершают движение, для выпол
нения которого предназначен механизм.

Если точки звеньев механизма описывают траектории, лежащие 
в параллельных плоскостях, такие механизмы называются п л о 
с кими.  У пространственных механизмов точки звеньев описы
вают неплоские траектории или траектории, лежащие в пересекаю
щихся плоскостях.

З а д а ч и  к и н е м а т и к и  м е х а н и з м о в .  В кинематике 
механизмов решаются две основные задачи: кинематический ана
лиз и кинематический синтез механизма.

При кинематическом а н а л и з е  определяется движение ве
домых звеньев механизма по заданному движению ведущих 
звеньев.

* Понятие неподвижности стойки относительное. Так, для коленчатого вала, 
шатунов и поршней двигателя, установленного на движущемся корабле, фунда
ментная рама и станина принимаются за неподвижную стойку. Однако они вме
сте с кораблем совершают сложное движение по отношению к Земле.
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При кинематическом анализе механизмов ставятся три задачи, 
а именно:

— определение по заданным параметрам ведущих звеньев по
ложения всех звеньев механизма и траекторий отдельных его 
точек;

— определение скоростей и ускорений всех характерных точек 
механизма;

— определение угловых скоростей и угловых ускорений звеньев 
механизма в функции времени или угла поворота ведущего звена.

Поставленные задачи могут быть решены аналитически, графо
аналитически и экспериментально. Ниже будут изложены первые 
два способа, из которых графоаналитический обладает меньшей 
точностью, но большей наглядностью и простотой, чем аналити
ческий.

Кинематический анализ механизмов дает возможность прове
рять правильность действия механизма, определять размеры про
странства, необходимого для размещения механизма, кинетиче
скую энергию механизма и другие динамические характеристики 
отдельных его звеньев.

При кинематическом с и н т е з е  механизма рассматривают за
дачу проектирования кинематической схемы механизма по задан
ным кинематическим условиям.

§ 88. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ПАРЫ

К и н е м а т и ч е с к о й  п а р о й  называется соединение двух 
соприкасающихся звеньев, допускающее их относительное движе
ние. Поверхность, линия, точка звена, по которым они могут со
прикасаться с другим звеном, образуя кинематическую пару, назы
вается элементом звена. В зависимости от соединения звеньев ки
нематических пар последние делят на в ы с ш и е  и н из ши е .  
В высших парах соприкосновение ее звеньев происходит по ли
ниям или в точках, в низших — только по поверхности.

На относительное движение каждого звена пары накладыва
ются определенные ограничения, зависящие от способа соединения 
звеньев. Эти ограничения называются условиями связи в кинема
тических парах. В общем случае, свободное абсолютно твердое 
звено в пространстве обладает шестью степенями свободы; оно мо
жет перемещаться вдоль трех взаимно перпендикулярных осей и 
вращаться вокруг каждой из них.

На звено кинематической пары налагаются определенные усло
вия связи, число которых S должно быть не более пяти и не менее 
одного, т. е. S =  l4-5. При наличии шести связей (S =  6) теряется 
относительная подвижность звена, а при отсутствии связей (5 =  0) 
звенья не соприкасаются друг с другом. Число степеней свободы Я 
связано с числом условий связи S зависимостью

Н  =  6 — 5, т. е. / /  =  5-т-1.
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В зависимости от числа условий связи, налагаемых на относи
тельное движение звеньев, кинематические пары делятся на пять 
классов. Класс кинематической пары определяется из зависимости

5 =  6 - И .
На пару I класса наложена одна связь (5 =  1), I I — две (5 =  2) 
и т. д. Для плоских механизмов обычно используются пары IV и 
V классов (5 =  4 и 5 =  5).

Т а б л и ц а  6

Виды

пар

2
\

X

>
А

У

2(

X
У

2

х В У

Z

s jg L

X У
Класс пар 1 П /// IV V
Число условий 

связи 1 2 3 4- 5
Число степеней 

свободы 5 4 3 2 1

Наименование Высшие необратимые Низшие обратимые

В табл. 6 приведены примеры пар различных классов. Кинема
тические пары делят на закрытые (III, IV и V классы) и откры
тые (I и II классы), на плоские (V класс) и пространственные 
(III класс), на высшие (I и II классы) и низшие (III, IV и 
V классы).

§ 89. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

Кинематической цепью называется связанная система звеньев, 
образующих между собой кинематические пары. Кинематические 
цепи делятся на простые и сложные, замкнутые и открытые, опре
деленные и неопределенные, плоские и пространственные.

П р о с т о й  кинематической цепью называется такая, у которой 
каждое звено входит не более чем в две кинематические пары 
(рис. 18.1, а) .

С л о ж н а я  кинематическая цепь (рис. 18.1,6) имеет одно 
или несколько звеньев, входящих более чем в две кинематические 
пары.

З а м к н у т о й  кинематической цепью называется такая кине
матическая цепь, в которой каждое звено входит не менее чем в 
две кинематические пары (рис. 18.1, б).

Если кинематическая цепь имеет звенья, входящие только в 
одну кинематическую пару, то такая кинематическая цепь назы
вается о т к р ы т о й  (рис. 18.1,г или, например, складной метр).

Н е о п р е д е л е н н о й  кинематической цепью называется та
кая, у которой ведомые звенья имеют неопределенные движения 
(рис. 18.1,6) при заданном движении ведущего.
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О п р е д е л е н н о й  кинематической цепью называется такая, у 
которой звенья имеют вполне определенные движения. В такой 
цепи одно звено — стойка, ведущему сообщено заданное движе
ние, в зависимости от которого ведомые звенья получают вполне 
определенные движения (рис. 18.1, а). Всякий механизм является 
определенной кинематической цепью.

Число степеней свободы кинематической цепи зависит от коли
чества звеньев и от количества и характера пар, входящих в со
став цепи. До включения в кинематическую цепь каждое звено об

ладает шестью степенями свободы, следовательно, число степеней 
свободы k звеньев до их соединения в кинематические пары равно 
6 k. Число связей, накладываемых на звенья при их соединении в 
кинематические пары, зависит от класса пар. Обозначим число ки
нематических пар I, II, III, IV и V классов соответственно через 
Ри р2, рз, Pi и р$. Тогда выражение для числа степеней свободы Н 
кинематической цепи, составленной из k звеньев:

Н — 6k — 5ps ~  4р4 -  3/?3 -  2р2 — р1ш

Для механизма, т. е. для определенной кинематической цепи, у 
которой одно из звеньев неподвижно, шесть степеней свободы 
исключается, тогда число степеней свободы кинематической цепи 
относительно неподвижного звена или степень подвижности W 
будет
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или
(18.1)W =  6n — 5 p , ~  4р4 -  3/?3 -  2 р2 — р и

где n = k—1 — число подвижных звеньев.
Формула (18.1) называется ф о р м у л о й  п о д в и ж н о с т и  

или структурной формулой общего случая.
Если звено совершает плоское движение, т. е. такое, при кото

ром все его точки движутся в плоскостях, параллельных неподвиж
ной, то число степеней свободы такого звена равно трем, т. е. на 
три меньше, чем при движении в пространстве. В этом случае 
структурная формула примет следующий вид:

Г  =  ( 6 - 3 ) я - ( 5 - 3 ) /;г - ( 4 - 3 ) А - ( 3 - 3 ) Л>
или

W ^ Ы ~ 2 р ь- р , .  (18.2)

Формула (18.2) называется с т р у к т у р н о й  формулой пло
ских шарнирных механизмов, получена акад. П. Л. Чебышевым в 
1869 г. Она связывает степень подвижности механизма с числом 
его звеньев и пар кинематической цепи.

При нулевой степени подвижности кинематической цепи она 
превращается в ферму. В дальнейшем будет рассмотрена кинема
тическая цепь с одной степенью подвижности и только та, которая 
образует механизм. Напомним, что механизмом называется такая 
кинематическая цепь, в которой при заданном движении одного 
или нескольких звеньев (ведущие звенья) относительно другого, 
принятого за неподвижное (стойка), все остальные звенья (ведо
мые) совершают вполне определенные движения.

Учение о структуре и классификации кинематических цепей и 
механизмов развито в работах А. В. Ассура, И. И. Артоболевского 
и др.

Для определенности движения механизма необходимо, чтобы 
число ведущих звеньев равнялось степени подвижности. Например, 
если W— 1, то механизм должен иметь одно ведущее звено, если 
W=2, то два, и т. д.

Проведем структурный анализ механизма, представленного на 
рис. 18.1,6; количество подвижных звеньев — 7; кривошип ОхА, ша
туны АВ, ЕС, ползуны В и С, звено DK, коромысло DO2. Количе
ство кинематических па р— 10: вращательных — 8, поступатель
ных— 2. Пары V класса низшие (контакт по поверхности). Сте
пень подвижности механизма

W — За — 2рь — p i =  3-7 — 2-10 — 0 = 1 .

В дальнейшем будет рассмотрена в основном кинематика п л о 
с к и х  м е х а н и з м о в ,  имеющих наиболее широкое распростра
нение в технике, в частности в технике вооружения ВМФ. В основе 
кинематического исследования плоских механизмов лежит теория 
рлоскопараллельного (плоского) движения.
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§ 90. УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ

П л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  ил и  п л о с к и м  д в и ж е н и е м  
т в е р д о г о  т е л а  н а з ы в а е т с я  т а к о е  д в и ж е н и е ,  п р и  
к о т о р о м  все  т о ч к и  т е л а  д в и ж у т с я  в п л о с к о с т я х ,

параллельных некоторой неподвижной плоскости (рис. 18.2). Бу
дем полагать, что плоскость П является неподвижной в простран

стве. Разделим мысленно тело 
плоскостями /, II и т. д., па
раллельными неподвижной. 
Тогда при своем движении вы
деленные плоскости сечения 
тела будут как бы скользить 
в своих плоскостях.

Восстановим перпендикуляр 
к плоскости в точке М сече
ния, полученного пересечением 
тела плоскостью, параллель
ной неподвижной (рис. 18.2). 
Все точки, лежащие на этом 
перпендикуляре, который дви
жется поступательно, будут 
иметь одинаковые траектории, 
скорости и ускорения. По
этому достаточно изучить дви- 

ее плоскости, чтобы знать все 
плоскопараллельного движе

ние. 18.3) и две

жение одной плоской фигуры в 
кинематические характеристики
ния твердого тела. Изобразим плоскую фигуру F 
272



системы координат: одну Оху — неподвижную и другую Охххух — 
подвижную, жестко связанную с плоской движущейся фигурой, 
причем начало Ох выбирается на фигуре произвольно. Положение 
плоской фигуры F в неподвижной системе координат будет вполне 
определено, если будет задано положение подвижной системы ко
ординат, т. е. если будут заданы следующие три уравнения:

y0l=h(t)\
? =  /в (0 .

(18.3)

Уравнения (18.3) называются уравнениями движения плоской 
фигуры в ее плоскости и являются уравнениями плоскопараллель
ного движения твердого тела.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и :
а) <p =  const-— плоская фигура, а следовательно, и тело дви

жется поступательно;
б) x 0i и y Qi =  const — плоская фигура, а следовательно, и тело 

совершает вращательное движение вокруг оси, перпендикулярной 
плоской фигуре F и проходящей через точку Ох.

В дальнейшем точку 0\ будем называть основной точкой или 
полюсом, а угол <р — угловой координатой плоской фигуры.

За положительное направление отсчета <р принимается такое, 
которое отсчитывается от положительного направления оси Ох про
тив хода часовой стрелки, если смотреть на плоскость Оху с поло
жительного направления оси Oz, которая направлена при правой 
системе координат перпендикулярно плоскости Оху. (на рис. 18.3 
в сторону читателя).

Перемещение плоской фигуры. Положение плоской фигуры бу
дет вполне определено, если будут заданы положения ее двух то
чек, например О! и М, или прямой ОхМ, которая их соединяет.

Допустим, фигура из положения I, совершая плоское движение, 
перешла в положение, близкое к первому, и при этом заняла новое 
положение II (рис. 18.4). Разделим перемещение фигуры мысленно 
на два, вначале переместим фигуру поступательно О'М' || ОхМ, а 
затем повернем на угол ф вокруг полюса О', после чего фигура 
займет новое положение II. Однако можно за полюс выбрать и 
точку М. Тогда поступательное перемещение М\М"\ ОМ изменится 
(положение М"МХ), но поворот из М"М\ в 0'М\ вокруг Mi будет 
осуществляться также на угол ср. Таким образом, любое переме
щение плоской фигуры в ее плоскости из одного положения в дру
гое может быть осуществлено двумя перемещениями: поступатель
ным, зависящим от выбора полюса, и вращательным вокруг по
люса, направление и угол поворота которого от выбора полюса не 
зависят.

Пользуясь тем, что полюс можно выбирать произвольно, Эйлер 
показал, что всякое непоступательное перемещение плоской фигу-
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ры в ее плоскости может быть осуществлено одним поворотом фи
гуры вокруг некоторого центра, который называется центром по
ворота.

Для определения положения центра поворота рассмотрим два 
близких положения плоской фигуры / и II, которые определяются 
прямыми АВ и А\В\ (рис. 18.5). Восстановим перпендикуляры из 
середин отрезков АА\ и ВВ\. Они пересекаются в точке С, которая 
и будет центром поворота. Действительно, по построению А АВС — 
— AAiB[C, откуда Z A C B = Z A \C B >, Прибавляя к обеим частям

Рис. 18.6.

равенства ZBCAU получим, что ZACB + ZBCA\ =  ZACBX +  
+ ZBCA 1 или (рис. 18.5) ZACAx-= ZBCBX, т. е. при повороте фи
гуры на угол ср= ZACAX АС совместится с AiC, а ВС с ВХС, чем 
теорема Эйлера и доказывается.

Такое построение для определения положения центра поворота 
не дает результатов в двух случаях:

— когда перпендикуляры, восстановленные из середин отрез
ков, будут параллельны, т. е. движение будет только поступатель
ным; этот случай исключен из рассмотрения;

— когда перпендикуляры совпадут; в этом случае центр пово
рота будет находиться в точке пересечения прямых, проходящих 
через АВ и А\В{.

Уравнения движения. Положение любой точки М плоской фи
гуры (рис. 18.6) определяется радиусом-вектором г, проведенным 
из начала неподвижной системы координат, который равен

~r =  ~r0i+ r u (18.4)
где г0 — радиус-вектор начала подвижной системы координат О] 

относительно неподвижной системы; 
гх — радиус-вектор точки М в подвижной системе координат.
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Уравнение (18.2) называется векторным уравнением движения 
точки М плоской фигуры и в проекциях на оси неподвижной систе
мы прямоугольных координат (рис. 18.3) записывается в виде:

x =  x 0i + x x cos <?—у х sin?; j

У=Уо,  +  -Kisin<p+j/1c°s<p, j

где x Q и y 0 — координаты начала подвижной системы координат;
х х, ух — координаты точки М в подвижной системе коор

динат;
9— угол поворота осей 0\Хху\ относительно Оху.

§ 91. СКОРОСТИ ТОЧЕК ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ

Скорость точки М плоской фигуры определяем с учетом равен
ства (18.3) по формуле

dr
dt + drx

dt
или

V  —  V 0 i  +  V МО, (18.5)

— dr 0
где “V0i~  — ---- скорость точки Ох (полюса);

— dr, ,,v мо,~~Ш— скорость точки М во вращательном движении во
круг полюса Оу (относительная скорость). 

Отметим, что радиус-вектор гх с течением времени изменяется 
только по направлению. Поэтому в соответствии с равенством
(16.17)

i /W=u>XH,

где о — вектор угловой скорости, перпендикулярный плоскости фи
гуры; он направлен так, чтобы, глядя с его конца, вращение пло
ской фигуры по отношению к неподвижным осям координат пред
ставлялось происходящим против хода часовой стрелки.

Во все время движения оси Охх'у' остаются параллельными не
подвижным осям Оху, т. е. их переносное движение является по
ступательным. Вращательное движение осей Охх ху х вместе с фигу
рой вокруг полюса является относительным движением. Тогда

v =  ve + vr ^ v 0i + « Х Й ,  (18.6)

т. е. скорость любой точки фигуры при плоском движении равна 
геометрической сумме переносной поступательной скорости фи
гуры, равной скорости полюса и относительной скорости точки во
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вращательном движении вокруг полюса. Рассмотрим частные 
случаи^

а) со =  0 — движение поступательное v = v0\\
б) Уо1 = 0 — вращательное движение вокруг неподвижной оси

o = wXri. __
Относительная скорость v M0 =  u> X Д направлена всегда пер

пендикулярно гх = 0\М, потому ее проекция 
нулю.

Используем это положение для доказа
тельства того, что проекции скоростей двух 
точек плоской фигуры на направление пря
мой, соединяющей эти точки, равны между 
собой. Действительно, проектируя обе части 
уравнения (18.4) на направление 0 {М, 
имеем

ПР01М* =  MOS

110 n P 0 , M v M 0 l =  °> так как между v M  0 
и ОуМ угол 90° (рис. 18.4). Следовательно,

" P 0im V =  П Р о ^ о г  0 8 .7 )
Пример. Определить величины скорости 

(поршня) и угловой скорости <1>Вд шатуна АВ 
кривошипно-шатунного механизма, представленного 
на рис. 18.7 в положении, когда шатун с криво
шипом составляют прямой угол. Принять, что кри
вошип вращается с числом оборотов в минуту п —
=  const.

Р е ш е н и е .  Обозначим радиус кривошипа г, 
длину шатуна /, угол между ОВ и АВ через [5.

Определяем величину скорости
„ , ъпvA=*-OA = u r = - ^ r .

на г1 =  0 1М равна

Находим величину скорости точки В, используя (18.7): 

П Р А В 4,А  =  П Р А В Ъ В  ИЛН U A  =  V B  C0S Р-

откуда vB 

где

v ,
cos 3 '

cos / _  1 
У Р Т р ~ y w + \

г_
I )■

Следовательно,

vb = гш У  р +1= + 1.
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Определяем Vs a — величину составляющей v B или относительную скорость 
точки В относительно точки А

г г2 тсП
VBA = wa ‘8Р = V ~т = “ Т  = 1 Г гХ>

Вычисляем величину угловой скорости шатуна шва, учитывая, что

^ВА 19
VBA =  * В Л 1’ 0ТКУДЭ “ BA  =  Т ~  =  Ж  Х •

§ 92. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТЕЙ ТОЧЕК ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ 
С ПОМОЩЬЮ МГНОВЕННОГО ЦЕНТРА СКОРОСТЕЙ

В соответствии с теоремой Эйлера всякое непоступательное дви
жение плоской фигуры в ее плоскости может быть осуществлено 
одним поворотом вокруг некоторого центра, который был назван

центром поворота. Обозначим эту точку 
буквой р.

В каждый момент времени положение 
точки р как на неподвижной, так и на по
движной плоскости, связанной с телом, из
меняется.

Точка плоскости, неизменно связанной 
с фигурой, скорость которой в данный мо
мент времени равна нулю, называется м г н о 
в е н н ы м  ц е н т р о м  с к о р о с т е й * .

Рассмотрим движение плоской неизме
няемой фигуры в ее плоскости.

Выберем полюс в мгновенном центре 
скоростей '(ор = 0).

Тогда скорость любой точки М плоской фигуры будет равна

Vm =  Vp +  v Mp =  v mp =  »Х P M  

или, учитывая, что wJL РМ,
К |  =  М -РМ. (18.8)

Из равенства (18.8) следует, что величина скорости любой 
точки М плоской фигуры (рис. 18.8), совершающей плоскопарал
лельное движение, равна модулю угловой скорости фигуры, умно
женному на расстояние от точки до мгновенного центра скоро
стей pv. Скорость точки направлена в сторону вращения фигуры 
перпендикулярно радиусу-вектору, проведенному из полюса pv в 
точку, скорость которой определяется.

Таким образом, скорости точек фигуры при плоском движении 
(рис. 18.8) можно рассматривать как вращательные скорости во
круг мгновенного центра скоростей, который является центром вра

* Мгновенный центр скоростей в дальнейшем будем обозначать р„.
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щения плоской фигуры. Рассмотрим некоторые практические спо
собы определения положения мгновенного центра скоростей.

1. В данный момент времени известны направления скоростей 
двух точек Л и В фигуры, при этом скорости не перпендикулярны

Рис. 18.9.

прямой АВ, соединяющей эти точки (рис. 18.9, я). Мгновенный 
центр скоростей находится в точке пересечения перпендикуляров к 
направлениям скоростей о л и v s> восстановленных в точках А и В.
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2. В данный момент времени известны скорости двух точек 
А и В фигуры, при этом Уд и Уд перпендикулярны прямой АВ, со
единяющей эти точки, тогда:

а) если скорости Уд и 1>в направлены в одну сторону и не 
равны друг другу (УдЗг Vb), мгновенный центр скоростей лежит в 
точке пересечения продолжения АВ и прямой, проходящей через 
концы векторов Уд и vB (рис. 18.9, б), при этом

АВ =  Apv — p vB\

б) если Уд и Vb направлены в противоположные стороны 
(рис. 18.9, б), то мгновенный центр скоростей находится в точке, 
полученной пересечением прямой АВ и прямой, проходящей через 
концы Уд и Vb, при этом

АВ =  Apv +  pvB\

в) если Уд и ув направлены в одну сторону и равны между со
бой в любой момент времени (рис. 18.9, г), фигура движется посту
пательно. Мгновенный центр скоростей находится в бесконечности.

3. В данный момент времени известны скорости двух точек А 
и В фигуры, которые параллельны и направлены в одну сторону, 
но точка В не лежит на перпендикуляре, проведенном к скоро
сти Уд в точке А (рис. 18.9,6).

Мгновенный центр скоростей в данный момент времени не су
ществует. Движение называется мгновенно-поступательным, вра
щение фигуры отсутствует, скорости всех точек фигуры в данный 
момент времени равны.

4. В данный момент времени заданы скорость одной точки А 
плоской фигуры, величина (модуль) угловой скорости ш и направ
ление вращения фигуры. Мгновенный центр скоростей pv располо
жен на перпендикуляре (рис. 18.9, е) к Уд, при этом длина отрез
ка Apv, равная расстоянию от точки А до pv, определяется из ра
венства

Угол, равный тс/2, отсчитывается от Уд в направлении, совпа
дающем с направлением вращения фигуры. В том случае, когда 
известны скорость какой-либо точки фигуры, например А, и поло
жение мгновенного центра скоростей, величина угловой скорости 
фигуры определится из равенства

Скорость любой точки В плоской фигуры по модулю будет рав
на vB — a>Bpv и направлена в сторону вращения фигуры.
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Пример. На рис. 18.10 представлен кривошипно-шатунный механизм (КШМ) 
в положении, когда кривошип повернут на угол ср. Заданы размеры механизма 
и угловая скорость ш кривошипа. Определить положение мгновенного центра 
скоростей pv шатуна АВ, а также модули и направления скоростей точек В, 
D и Е механизма.

Р е ш е н и е. Определяем положение мгновенного центра скоростей шату
на АВ. Направления скоростей точек Л и В известны, va 1_OA, скорость iГв на
правлена по ОВ. Проводим прямые, перпендикулярные скоростям точек А и В. 
Они пересекаются в точке р„, которая является мгновенным центром скоростей 
шатуна АВ.

Определяем величину угловой скорости шатуна сова из условия

v А -  <*BA-pvA, откуда “fiA PvA  pvA

где pvA может быть определена из чертежа с учетом масштаба построений 
либо аналитически:

pvA ~
АК

COS ср
Y  В

COS ср

После подстановки значения pvA в равенство (18.9), обозначая, как и ра

нее, X — -J -  , получим

_  гы cos с р ______ Хм cos ср

А В  Y 1“ — г2 s>n2 9 Y l  — 2̂ s>n2 9

Находим величину v B — скорость точки В поршня, которая направлена так, 
как показано на рис. 18.10, и численно равна v B= | <лАВ \pvB. Величинар„£ так
же может быть определена либо из чертежа с учетом масштаба, либо аналити
чески

pvB — pvK  +  КВ — рьА sin ср +  ОА sin ср =  tg ср В — г2 sin2 ср -f г sin ср.

Определяем величину vD; скорость точки D шатуна перпендикулярна p 0D 
(рис. 18.9) и численно равна vd = <s>a bPvD. Длину pvD определяем из чертежа 
с учетом масштаба. Значения скоростей точек В, D, Е и др. шатуна можно
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определить также с помощью 
штаб построений:

pvB .
VB = г’л pvA

следующих равенств, в которые не входит мас-

v г, = v .
PvD . 
PvA — v , PyE 

pvA '

где pvA, pvB, pvD, pvE — расстояния от мгновенного центра скоростей до соот
ветствующих точек шатуна, которые берутся из чертежа.

На практике встречается ряд 
механизмов, в которых плоские 
фигуры без скольжения катят
ся друг по другу. Если одна из 
этих фигур неподвижна, то 
мгновенный центр скоростей 
находится в точке их касания.

Так, на рис. 18.11 представ
лен цилиндр, который катится 
без скольжения по плоскости 
со скоростью ц0. Мгновенный 
центр скоростей находится в 
точке А, так как vA = 0. Обо
значая величину угловой ско
рости цилиндра со, можно за
писать

w-r =  v0, откуда ш =  3 . .

Значения скоростей других точек будут соответственно равны: 
vB =  ш • АВ =  шгУ 2; vc =  (о ■ С А =  о> • 2г и т. д. 

Направления скоростей представлены на рис. 18.11,

Пример. Механизм, представленный на рис. 18.12, называется плане
тарным. Он состоит из двух колес 1 и 2 и водила Н —ОА, связывающего эти
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колеса. Колесо /  радиусом rj =  0,3 м неподвижно. Подвижное колесо 2 (сател
лит) радиусом /'2 =  0,1 м насажено на палец А водила Н и катится без сколь
жения по неподвижному колесу 1. Определить величину (модуль) угловой ско
рости гаг колеса 2 , если угловая скорость водила сон =  5 рад/с.

Р е ш е н и е .  Находим положение мгновенного центра скоростей колеса 2. 
Оно совпадает с точкой касания колес /  и 2, скорость которой равна нулю.

Определяем величину скорости точки А пальца водила. Она равна
v A — ч>н ОА =  шн  (/у +  г2) =  5 (0,3 +  0.1) =  2,0 м/с.

Находим величину угловой скорости | ш2| колеса 2\ она определяется из ра
венства

откуда
vA = <02Т2,

®2 Г\ + Г2 
Гъ

5 0,3 +  0,1
=  20 рад/с.

Направления вращения колеса 2 и водила Н совпадают.
Величины и направления скоростей точек В , С, D колеса 2 определяются 

подобно тому, как это было выполнено для точек катящегося цилиндра 
(рис. 18.11).

§ 93. ПЛАН СКОРОСТЕЙ

В параграфе изложен графический метод решения задачи опре
деления скоростей точек плоской фигуры с помощью плана скоро
стей. Планом скоростей называется диаграмма, на которой изо

бражены скорости точек движущейся фигуры в данный момент 
времени.

Рассмотрим графическое решение следующей задачи. В некото
рый момент времени известна скорость vA точки А движущейся 
фигуры (рис. 18.13) и прямая п—п, вдоль которой направлена ско
рость другой точки В фигуры. По этим данным должна быть опре
делена скорость точки В и любой другой точки фигуры. Выбираем 
произвольную точку pv — полюс вне фигуры и масштаб скоро
стей [щ,, исходя из величины скорости vA- Откладываем в выбран* 
ном масштабе p va — vA.
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Далее проводим через полюс линию, параллельную п—п, вдоль ко
торой направлена скорость точки В, а через точку а (конец век
тора pva) линию, перпендикулярную прямой АВ. Точку их пересе
чения обозначим буквой Ь. Из построений следует, что

~pvb — Pva +  аЬ. (*)

С другой стороны, скорость Vb, принимая за полюс фигуры точ
ку А в соответствии с формулой (17.4), будет

vb =  va + vBa- (**)
Из сопоставления векторных уравнений (*) и (**) и_в соответ

ствии с построениями следует, что pva\\vA', ab\\vBA\ pvb\\vB. С уче
том масштаба pva = VA■ Следовательно, в масштабе скоростей

pJ>=^VB,~ab=l)BA.
Модуль угловой скорости фигуры определяется из условия, что 

величина скорости точки В во вращательном движении вокруг точ-
V

ки А равна vBA =  w- АВ, откуда «> =  -А* ,

где АВ — длина отрезка, соединяющего точки А и В.
Зная угловую скорость фигуры и скорость v a , можно опреде

лить скорость любой точки фигуры. Так, скорость точки С, лежа
щей на прямой АВ, будет определяться с помощью равенства

=  v A +  vCA,
ACгде vCA — to • АС =  vBA -j-g, т. е. определяется делением отрезка аЪ

в отношении АС : АВ (рис. 18.13). Для определения скорости точ
ки D фигуры, не лежащей на прямой АВ, производим построения, 
исходя из_того, что V d  = v a  +  vd a , когда полюс выбираем в точке Л; 
Vd — Vb +  Vdb , когда полюс выбираем в точке В, где vDa 1 - D A  и 
Vbb -L DB.

Продолжая построения, проводим из точки а линию, перпенди
кулярную DA, а из точки b линию, перпендикулярную DB. Точку 
пересечения обозначим буквой d. Прямая, соединяющая полюс с 
точкой, определяет vD в масштабе чертежа. Многоугольник pvabd 
называется планом скоростей звена.

Таким образом, п л а н о м  с к о р о с т е й  з в е н а  называется 
графическое построение, представляющее собой плоский пучок, 
лучи которого, выходя из полюса pv, изображают абсолютные ско
рости точек звена плоского механизма, а отрезки, соединяющие 
концы лучей, — относительные скорости соответствующих точек 
при данном положении звена.

Из построений следует, что любая фигура, полученная на плане 
скоростей (треугольник, многоугольник) и обозначенная малыми 
буквами, подобна соответствующей фигуре, обозначенной болыии-
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ми буквами на чертеже тела (звена), и повернута относительно нее 
на 90° в направлении вращения.

Поэтому для определения скорости любой точки D, не лежа
щей на АВ, достаточно соединить эту точку с точками АВ и по
строить на плане скоростей треугольник abd, подобный заштрихо
ванному треугольнику ABD тела; вектор pvd в масштабе чертежа 
будет соответствовать vD.

Совокупность планов скоростей звеньев механизма с одним об
щим полюсом называется п л а н о м  с к о р о с т е й  меха-  
н и з м а.

Такое построение не подобно механизму, хотя каждое звено 
механизма в отдельности подобно соответствующим отрезкам пла
на. Положение звеньев во время движения механизма все время 
изменяется, поэтому для исследования кинематики механизма план 
скоростей обычно строят для нескольких положений механизма 
(обычно 8—12) на один цикл.

Пример. Определить с помощью плана скоростей скорости точек В, С и D 
кривошипно-шатунного механизма (рис. 18.14), если известна величина угловой 
скорости кривошипа m =  const и размеры кривошипно-шатунного механизма. 
Определить угловую скорость шатуна.

Р е ш е н и е .  Строим в масштабе ре план кривошипно-шатунного механизма.
Определяем величину скорости точки А

v = а-ОА.

Выбираем масштаб скорости р„ и полюс pv• Откладываем из полюса в вы
бранном масштабе скорость v A = pva.

Определяем скорость точки В, для чего проводим через полюс прямую, па
раллельную ОВ, а через конец а вектора pva линию, перпендикулярную АВ. 
Точка их пересечения определяет положение точки Ь. Скорость точки В шатуна 
(поршня) механизма будет равно vB = y-vPvb.

Определяем скорость точек С и D шатуна в соответствии с правилами, из
ложенными выше.

Находим величину угловой скорости шатуна по равенству

<авл = ~ Ж ~ Р ад/с-

Приложив вектор о в а к точке В на схеме механизма, определяем направ
ление вращения шатуна.

§ 94. УСКОРЕНИЯ ТОЧЕК ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ

Рассмотрим, как определить ускорения точек плоской фигуры. 
В соответствии с определением ускорение точки равно

где v — скорость точки М плоской фигуры, она равна (18.6)
V — v Qi +  «в X  /V
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Следовательно,

w dv0t
dt +

di о
~dt X rx +  ш X drt

~dt
ИЛИ

_  d v n — -
w  =  s r  +  E X ГХ +  0) x  « '„о,.

Рис. 18.15.

Обозначим (рис. 18.15): 
d v Q< — —— =  we =  w 0i — переносное ускорение, равное ускорению по

люса 0\\ так как оси 0\х'у' движутся поступательно, то w0 яв
ляется ускорением поступательного движения плоской фигуры;
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® X ^ =  ®j1(0 =  йф — вращательное ускорение точки М фигу
ры при ее вращении вокруг полюса Оь

ioX v MO— wUmo ~ w,r — центростремительное ускорение точ
ки М фигуры при ее вращении вокруг полюса 0^_ _  __ _

Тогда полное ускорение будет w =  we + w r =  we - \ - w *
или

w =  w 0i + wBMOi + 'waMOi. (18.9)

Ускорение любой точки фигуры, совершающей плоское движе
ние, равно геометрической сумме переносного поступательного 
ускорения движения всей плоской фигуры, равного ускорению по
люса w 0 , и относительного ускорения w M0 точки М во вращатель
ном движении вокруг полюса.

Вектор вращательного ускорения направлен перпендику
лярно Г\ = 0\М и в зависимости от характера движения либо совпа
дает (рис. 18.15, а) с направлением вектора скорости v мо (уско
ренное движение), либо направлен в противоположную (рис. 18.15, б) 
сторону (замедленное движение).

Вектор центростремительного ускорения w ^ 0 направлен всегда 
от точки М к полюсу 0\.

Модули составляющих относительного ускорения будут равны:

=  “ -и;
™\ о=\ Л- Гх ,

(18.9,а)

где г, =  6,М.
Полное относительное ускорение точки М во вращательном дви

жении вокруг полюса О; равно геометрической сумме состав
ляющих

+ '“'мод (18Л0)
где

™моЛ™мо,-

Модуль w MOi определяется из равенства

w MOt l/~ ( ^ V , ) 2 ~1~ (w m o J 2 ■

Учитывая формулы (18.9, а), получим

=  П V  U»4 - f  е2 .
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Обозначим острый угол между w MOi и направлением МО\ че
рез а. Тогда (рис. 18.15)

W3
<18Л2>W M O t

Из формулы (18.12) следует, что в данный момент времени для 
всех точек фигуры угол а будет одинаковым.

Подставляя из (18.10) в (18.9), получим
W M =  W 0i -f W MOi ,

§ 95. ПОНЯТИЕ О МГНОВЕННОМ ЦЕНТРЕ УСКОРЕНИЙ

В любой момент времени при плоскопараллельном движении 
может существовать точка плоской фигуры, ускорение которой рав
но нулю. Эта точка называется мгновенным центром ускорений.

а
Рис. 18.16.

б

Убедимся, что такая точка существует, и определим ее положе
ние, если будет известно ускорение какой-либо точки фигуры и 
угол а, определяемый по формуле (18.12).

Допустим, что нам известно ускорение точки М плоской фигу
ры wM, направление и характер ее вращения, например ускорен
ное (рис. 18.16,а). Тогда отложим от вектора ы>м под углом а 
в сторону вращения фигуры отрезок, равный

| W  ,
\г. ' м I

МР J/" Е2 + ы4
Конечная точка этого отрезка и будет мгновенным 

ускорений pw. Действительно, по формуле (18.11)

(18.13)

центром

w pwm =  rMPw V*2 + ^ i==wM.
С другой стороны, по построению эти векторы противоположны 

по направлению. Следовательно,

я»*, « =
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т. е. точка pw будет мгновенным центром ускорении (МЦ?у ). На 
рис. 18.16 представлено, как определять положение точки pw для 
ускоренного (рис. 18.16, а) и замедленного (рис. 18.16,6) вращения 
в том случае, когда задано ускорение одной точки фигуры и 
угол а.

Определение мгновенного центра ускорений упрощается, если 
заданы ускорения одновременно двух точек А и В фигуры. По
строение представлено на рис. 18.17. Принимаем, что ускорения 
Wa и Wb заданы. Определяем Wba = ̂ b—wa , а затем угол тс а, от
считываемый от Га в  к  w B a -

М Ь*с

В этом же направлении в случае ускоренного движения откла
дываем угол а от W a  и от w b и проводим прямые (показаны пунк
тиром) до пересечения их в точке pw — мгновенном центре уско
рений. Принимая за полюс точку pw, получаем, что ускорение лю
бой точки фигуры будет слагаться из вращательного и центростре
мительного ускорений во вращательном движении точки вокруг pw. 
Таким образом, например, для точки М фигуры

w M =  pwM- У~е2 -)- ш4. (18.14)

Полное ускорение любой точки плоской фигуры в данный мо
мент времени по величине пропорционально расстоянию от этой 
точки до мгновенного центра ускорений и направлено под одина
ковым для всех точек фигуры углом к радиусу-вектору, соединяю
щему рассматриваемую точку с мгновенным центром ускорений.

Касательное wт и нормальное ускорения точки М (рис. 18.18) 
направлены соответственно по касательной и по главной нормали 
к траектории, т. е. перпендикулярно и вдоль p vM (где pv — мгно
венный центр скоростей).

Вращательное дав и центростремительное ускорения направ
лены соответственно перпендикулярно и вдоль Mpw (где pw — 
мгновенный центр ускорений).
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§ 96. ПЛАН УСКОРЕНИЙ

Ниже излагается графический метод решения задачи определе
ния ускорений точек плоской фигуры с помощью плана ускорений. 
Планом ускорений называется диаграмма, на которой изображены 
ускорения точек фигуры в данный момент времени. Пусть для 
звена АВ известны vA, vB, wA— требуется определить wB 
(рис. 18.19).

Неизвестное ускорение точки В звена определяется исходя из 
векторного равенства (18.9)

W B  =  W a  +  к  А  +  ® В А >

где wA■— вектор ускорения точки А (известен);
w^A— вектор, направленный от точки В к точке А, величина 

которого также известна; 
vba —™'вк~~Ав> где Vba — скорость точки В чю вращательном дви
жении вокруг А, определяется из плана скоростей; 

wBA— вектор, перпендикулярный АВ, величина которого неиз
вестна;

wB — неизвестный вектор ускорения точки В звена АВ.
Выбираем полюс pw плана ускорений вне фигуры и масштаб 

ускорений ри,. Отложим в масштабе из_полюса pw вектор pwa, 
соответствующий wA, из точки а вектор ап, соответствующий в 
масштабе ускорению w'^A. Далее из точки п проводим прямую,
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перпендикулярную АВ, на которой и должна лежать искомая точ
ка Ь, соединив которую с полюсом, получим в масштабе ускоре
ние wB точки В.

Для отыскания положения точки b пользуемся дополнительны
ми данными, которые должны быть заданы.

Известна траектория точки В — прямая ВО, вдоль которой на
правлено w B  (рис. 18.19, а). Тогда щюводим через p w  прямую па
раллельно направлению ускорения wB, т. е. параллельно ОВ. Точка 
пересечения этой прямой с прямой, перпендикулярной АВ, опреде
ляет положение точки Ь.

Известен радиус кривизны р траектории в точке, в которой на
ходится в данный момент точка В. Тогда, зная величину vB из пла
на скоростей, определяем величину центростремительного * ускоре-

—  VBния wBO точки по формуле Wgo — —̂ ,  которое направлено к
центру кривизны. Откладываем из полюса в масштабе 
(рис. 18.19,6) вектор w'lB0 =  pwk, а из его конца проводим прямую, 
перпендикулярную pwk, по этой прямой направлено вращательное * 
(касательное) ускорение wBo точки В. Точка пересечения ее с пря
мой, перпендикулярной АВ, определяет положение точки Ь, т. е. 
дает в масштабе построений ускорение wB — w^0 +  w \n . Вели
чина углового ускорения sВл звена АВ определяется из равенства

.  _  W BA  _  tlb р.да

ВА ВЛ ~~ ВА ■ (18.15)

Многоугольник pwanb называется планом ускорений звена.
Таким образом, п л а н о м  у с к о р е н и я  з в е н а  называется 

графическое построение, представляющее собой плоский пучок, 
лучи которого, выходя из полюса pw, изображают абсолютные уско
рения точек звена плоского механизма, а отрезки, соединяющие 
концы лучей, — относительные ускорения соответствующих точек 
при данном положении звена.

Из построений следует, что вектор ab на плане подобен отрез
ку АВ и повернут на угол it—а к АВ в направлении вращения тела, 
если это вращение ускоренное ( m s > 0 )  и в противоположном на
правлении, если вращение замедленное (ше<0), где угол а опреде
ляется из построений.

П л а н  у с к о р е н и я  м е х а н и з м а  представляет совокуп
ность планов ускорений звеньев механизма с одним общим по
люсом.

Пример. Определить ускорения точек В, С кривошипно-шатунного механиз
ма, для которых были определены скорости (рис. 18.14) с помощью плана 
ускорения. Определить величину углового ускорения шатуна sBa .

* В данном случае и'®0 =  даВт и и>“„ =  iPBn-
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Р е ш е н и е .  Определяем ускорение точки А кривошипа по равенству 
WА =  w \  +  tvA =  , где weA =  0 (со =  const), a w \  =  <>>V.

Выбираем масштаб плана ускорений, задаваясь длиной вектора изо
бражающего w а - Тогда если, например, принять | р^а  | =  40 мм; | и>А | =  
=  80 м/с2, масштаб ра, будет

I w I 80
^ ^  = 1о = 2мс“2/мм-

Выбираем полюс pw (рис. 18.14) и из него откладываем pwa.
Определяем величину центростремительного ускорения w^A по 

формуле

где скорость Vba известна из плана скоростей. Откладываем от 
точки а вектор ускорения w^A в масштабе pw параллельно шату
ну в направлении от точки В к точке А. Получаем точку п.

Проводим через точку п прямую, перпендикулярную АВ, на ко
торой должна находиться точка Ь.

Проводим через полюс pw прямую, параллельную ОВ, до пере
сечения с прямой, перпендикулярной АВ, учитывая, что точка В 
шатуна движется горизонтально, а следовательно, ее ускорение 
будет направлено по горизонтальной прямой ОВ. Полученную точ
ку пересечения Ь соединяем с полюсом^ Тогда вектор pwb в мас
штабе чертежа изображает ускорение хюв, т. е.

^ B =  ^w-Pwb -
Ускорение точки В относительно А будет

™ B A  =  ™ B A  +  W°B  А -  ( 1 8 - 1 6 )

Wba на чертеже соответствует ab, a wBBA соответствует nb. 
Находим величину (модуль) углового ускорения шатуна из ра

венства
w b a ___\>-w n b

г В А  I I >
1А В  А В

где 1Ав — длина шатуна..
Отметим, что wBA — w*A + w3BA соответствует на плане уско

рений ab и по модулю равно

^ ва =  Iab +  ®2 •
Определяем ускорение произвольной точи! С шатуна, исполь

зуя геометрическое равенство wc^ W a + Wca, где wca =  1асХ
X К  “>4 +  ®2 .
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На плане ускорений отрезок ab делим в отношении — п о л у 
ченную точку С соединяем с полюсом. Вектор pwC в масштабе чер
тежа изображает Wc-

Для определения ускорения точки D можно пользоваться двумя 
векторными равенствами, а именно:

wd =  w a + wDAl =  w a + wI a + w%a \ \
_  — _  -  — — } ( 1 о . 1 7 )
wD =  wB-\- WDB =  wb + wnDB +  wBDB. j

D

В этих равенствах известны w A; wB, w^A и WqB.
Ускорения w BD A  и W d b  неизвестны по величине, но известны их 

направления. Откладываем в масштабе чертежа w ^  — ae; W d b  —

l  „ VD A  _ *>DB— от, где ~da и wdb~  ТШ определяются с помощью
плана скоростей.

Из точек т и / проводим прямые, перпендикулярные соответ
ственно Ьт и af. Точка пересечения d дает возможность опреде
лить вектор Wd, который в масштабе построений изображается век
тором pwd-
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Отметим, что если из точки е плана ускорений восстановить 
перпендикуляр, на котором отложить отрезок ей, величина которо
го будет ей — ED , то ускорение

Переносим в точку В механизма вектор nb, который изобра
жает в масштабе wBA. Это дает нам возможность определить на
правление углового ускорения шатуна sав- Из сопоставления на
правлений шав и еав видно, что шатун в этом положении движется 
замедленно, так как шав£ав< 0.

В качестве примера на рис. 18.20 приведен четырехшарнир
ный механизм, у которого кривошип ОА вращается с постоянной 
угловой скоростью ш = const. В соответствии с правилами, изложен
ными выше, построены план скоростей и план ускорений. Шатун в 
рассматриваемый момент времени движется ускоренно, так как 
шав£ав> 0. Ускорения точек механизма, в масштабе, построений, 
показаны на плане ускорений.

§ 97. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКИХ ШАРНИРНЫХ 
МЕХАНИЗМОВ

Задачи кинематического анализа плоского шарнирного механиз
ма могут быть решены аналитическим, графоаналитическим (ме
тодом планов) и графическим методами.

Аналитический метод. Аналитический способ кинематического 
исследования механизмов обеспечивает высокую точность и пол
ноту исследования. Особенно роль аналитического метода возросла 
с появлением электронно-вычислительных машин. Рассмотрим при
менение аналитического метода к исследованию кривошипно-ша
тунного механизма!.

Пример. Пусть в кривошипно-шатунном механизме требуется аналитически 
определить положение поршня В и любой точки С шатуна, скорости и ускоре
ния этих точек в зависимости от угла поворота кривошипа ОА.

Будем полагать, что кривошип вращается с постоянной угловой скоро
стью со рад/с. Обозначим г — радиус кривошипа, / — длину шатуна (рис. 18.21).

Р е ш е н и е .  Записываем координаты точки В (поршня):

х & =  г cos 9 +  I cos р; у в  =  0, (18.18)

где <р=ш/-~угол поворота кривошипа, а P =  P (t)— угол отклонения шатуна. 
Выражаем угол р через угол <р из условия, что ЛС=г sin <р=/sin р. Обозна- 

г ,чая -у* =  А, получаем

sin р = г
7 sin =  Л sin uit. (18.19)

откуда
cos р =  У  1 — sin2 р =  J /7  — A2 sin2 сa t .
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Используем полученные зависимости и записываем координату точки В 
в виде

х в =  г cos at + L У  \ — X2 sin2 ui t . (18.20)

Разложим в ряд выражение
__________  X2 X4

у  1 — X2sin2a t — 1----- — sin2a t  — -g -  sin4at — . . .

Для большинства выполненных двигателей X =  =  0,24 - f -  0.32. Уч

вая это, а также то, что sin at <  1, можно приближенно принять
______________ 2

У  1 — X2 sin2 lot =  1 — "2~ sin2 at. (18.21)

Так, при X =  0,2 и <р =  | at | =  •

V 1 — X2 sin2 at =  1 — 0,02 — 0,0002 — . . .  
Таким образом, принимаем, что

Х в  —  Г  COS a t  +  l  М  •
X2

sin2 at )■
Определяем величину скорости точки В (поршня)

dx  /X2VB — =  — Га sin a t ----- —  a Sin 2 at

или после преобразования

vg =s —  ̂sin +  —- sin 2ш ^ .

(18.22)

(18.23)

Скорость направлена в сторону отрицательной полуоси х  до тех пор, пока
шТ =  <р <  я, т. е. до момента времени t t =  с.0)

Находим величину ускорения точки В (поршня) по равенству

или

2 %

dv
'Wg — ~-Ji =  — Га 2 (cos at +  X COS 2at)

W B  =  —  W A  (COS at - f  X COS 2 at)i

(18.24)



Проведем исследование ускорения точки В :  
при tp=0 ; w B  =  — гш2 ( 1 +Х );
при 9 = т; Wg= — rw2 (— 1 +  X) =  гш2 ( 1—X).
Таким образом, наибольшая величина ускорения поршня будет

| wmax I = гю2 0 + *)• (18.25)

Скорость поршня будет иметь экстремальное значение в момент времени, 
когда ускорение обратится в нуль, т. е., когда

w B  =  ГО)2 (cos со/ t +  A cos 2соti)  == 0.

Решая полученное тригонометрическое уравнение, определяем эти моменты 
времени, а затем и соответствующие им скорости.

Определяем величину угловой скорости шатуна ЫА 3 1 для чего дифферен
цируем по времени равенство (18.19)

d  (sin fl) 
dt

(A sin w  t) или cos —— =  Aco cos ы/, 
■ dt

откуда
d $  _  _  Aco coswt

d t  ~  ~~ Cos fi
Aco cos соt 

] / 1 — A2 sin2 cô

Часто начало координат выбирают в точке В,  когда она находится в пра
вом крайнем положении А0, и ось X  направляют в сторону точки О. Тогда:

х  =  ( I  +  г )  — ( г  cos 9  +  I  cos fl) == г  (1 — cos 9 ) +  I  (1  — cos fi) ^  )
}. /*

: Г  (1  —  COS соt )  +  - у -  sill3 м /;

г  =  sisin со/ - f  - у  sin 2  со/ sin со/ +  -g -  sin 2 со/

(18.26)*

w  s= Гео2 (cos со/ - f  A COS 2 со /) — w A  (cos со/ +  A cos 2 со/), 

где 9  =  со/; sin P =  A sin 9  =  A sin со/.

Отсчитывать ход поршня таким образом важно для тех случаев, когда 
производят исследование процессов, происходящих в цилиндре двигателя, 
объем которого изменяется по равенству

1/ц =  x - F  —  r F  (1 — cos 9 ) +  I F  (1 — cos fl),
где F — площадь поршня.

Как видно из полученных уравнений, для определения кинема
тических параметров и построения кривых за цикл v = f(t) и 
w = fi(t) необходимо проводить довольно большой объем вычис
лений.

Более наглядно и проще кинематические параметры движения, 
правда с меньшей точностью, могут быть определены графоанали
тически.

Графоаналитический способ определения кинематических пара
метров движения. При .использовании этих способов необходимо 
изображать план механизма и кинематические параметры в виде 
отрезков в определенных масштабах.

* Зная, что X c  =  r  cos 9 +  /, cos Р и £/с =/" sin 9— sin Э, можно определить 
скорость и ускорение точки С  шатуна.
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Построение планов положений механизмов и разметка траекто
рий точек звеньев. Построение планов положении механизмов и 
траекторий отдельных точек механизма за цикл производится ме
тодом засечек. Проследим, как построить траектории точек А, В , 
С, D кривошипно-шатунного механизма и план положений меха
низма (рис. 18.22).

Траектория точки А — окружность радиуса г = ОА, траектория 
точки В (ползун, поршень) — прямая линия. Для определения по
ложений механизма и траекторий точек С и D делим окружность 
радиуса г=ОА на равное количество k участков (8, 12, 16, 24
и т. д.). Пусть k — 8. Тогда ® =  — =  -g- =  —  рад. Проводим
(рис. 18.22) прямоугольную систему координат Ots. Определяем 
масштаб времени рц по заданному числу оборотов (п об/мин) или
угловой скорости ш =  рад/с =  const.

Из равенства ср = ш( определяем время одного цикла

Выбираем отрезок, соответствующий ? =  -^-.равным, например.

1Г/4 7Г/2 Э1Г/4 7Г 577/4 31Г]2 771/4 ^ , ра д

Рис. 18.22.

vt = тгТзоо- Ю =  400 '• 1 мм чеРтежа соответствует щ с .
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Определяем масштаб перемещения. Полный ход поршня равен 
smax =  2r в метрах. Изображаем его отрезком т\ в миллиметрах. 
Тогда

2 г .Рс =  —  м/мм. т\ 1

Выбираем оси координат 0<ps или Ots. По оси абсцисс отклады
ваем <р (или /), по оси ординат s.

Откладываем с учетом масштабов отрезки, полученные методом 
засечек: для tpi(/i) перемещение В0Ви для 92— В0В2 и т.д. Концы 
отрезков соединяем плавной кривой, которая и будет искомой:

s — s(t)  или s =  s (9).

Для определения величин скорости и ускорения точки В 
(поршня), движущейся прямолинейно, по зависимости s = s(t), за
данной графически, нужно уметь графически определять произ
водные:

Графическое дифференцирование. Сущность метода графиче
ского дифференцирования заключается в следующем. Пусть 
(рис. 18.23, а) за малый промежуток времени \ t  перемещение точ
ки изменяется по кривой АВ в системе координат Ots.

Проводим хорду АВ, длина которой, учитывая малость А/, 
близка к длине дуги.

Выбираем полюс pv по оси t. Расстояние Н называется по
л юс н ым.

Проводим pvD\\AB. Из подобия треугольников pvDO и АВС 
следует

OD = вс
АС н .

С учетом масштабов ВС =  АС — , тогда

OD As
I t V-s

cp Hi ■H, (18.27)

где цСр — средняя величина скорости за время Д£. Следовательно,

v ср =  OD■tj.fH *

Так, если масштабы будут ps = 0,01 м/мм, т. е. 1 мм чертежа 
соответствует 0,01 м перемещения, р; =  0,001 с/мм, т. е. 1 мм чер
тежа соответствует 0,001 с, полюсное расстояние Я = 40 мм, тогда
■уср =  OD ■ ^  =  OD а до°--4-ц =  0,25 • OD м/(с • мм), где OD прини
мается в мм.
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Коэффициент —®-̂  =  р-г; называется масштабом скорости. В 
рассматриваемом примере ^„ =  0,25 м/(с/мм). Исходя из вышеизло-

Рис. 18.2а

женного рекомендуется следующая последовательность дифферен
цирования кривой s(t) методом хорд (рис. 18.23,6).

Делим абсциссу на п частей. На участках, где кривизна кривой
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s(t) резко изменяется, рекомендуется их делить на более мелкие 
участки.

Проводим из полученных точек ординаты до пересечения с кри
вой s(^).

Соединяем полученные точки прямыми (хордами). Затем:
— откладываем от начала координат влево полюсное расстоя

ние Opv = Hi\
— проводим из рь прямые лучи, параллельные соответствую

щим хордам, до пересечения с ординатой Os;
— строим ниже систему координат 0 {tv (рис. 18.23,6); из сере

дин участков Oi — 1, 1—2, 2—3 и т. д. проводим ординаты, рав
ные 01', 02' и т. д.;

— соединяем концы ординат плавной кривой так, чтобы за
штрихованные площадки, лежащие слева и справа от точки пере
сечения ординаты и кривой, были равны между собой; полученная 
кривая является диаграммой скоростей v(t) в масштабе

Диаграмма ускорений w(t) строится путем графического диф
ференцирования диаграммы скоростей v(t) в последовательности, 
рассмотренной выше.

Новое полюсное расстояние Дг может отличаться от /Д. Мас
штаб построения диаграммы w = w(t) равен \>-ш =  . Проведем
кинематический анализ и синтез механизма, включающего высшую 
кинематическую пару, какой являются кулачковые механизмы, ко
торые получили распространение в машинах, счетно-вычислитель
ных устройствах, приборах, автоматах и т. д.

§ 98. КУЛАЧКОВЫЕ МЕХАНИЗМЫ

Назначение и классификация кулачковых механизмов. Кулач
ковыми механизмами называются такие, у которых основным эле
ментом является к у л а ч о к .  Кулачком называется твердое тело, 
рабочая поверхность которого очерчена по определенному закону, 
т. е. звено, элемент которого имеет переменную кривизну. Кулачки 
могут быть вращающиеся (18.24,а), качающиеся (18.24,6) (часто 
применяемые в приборах управления стрельбой) и движущиеся по
ступательно (рис. 18.25, и). Кулачковые механизмы разделяются 
на плоские и пространственные (коноидные). Наибольшее распро
странение получили плоские кулачковые механизмы.

Простейший плоский кулачковый механизм (рис. 18.24, а) со
стоит из кулачка 1, толкателя 2, стойки 3 и предназначен для пре
образования вращательного движения кулачка в прямолинейное 
возвратно-поступательное (реже качательное) движение толкате
ля. Пружина 4 обеспечивает контакт кулачка с толкателем. Кон
струкции некоторых кулачковых механизмов приведены на 
рис. 18.25.

Если направление движения толкателя, а следовательно, и ли
ния действий векторов скорости проходит через центр вращения 
кулачка, то такой кулачковый механизм называется центральным.
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В противном случае он будет смещенным, в н е ц е н т р е н н ы м  
к у л а ч к о в ы м  м е х а н и з м о м  (рис. 18.25, в, д). При этом ве
личину смещения е называют эксцентриситетом. В структурном от
ношении кулачковый механизм является трехзвенным, состоящим 
из двух низших пар (толкатель—стойка, кулачок—стойка) и одной 
высшей пары (кулачок—толкатель).

Степень подвижности механизма по формуле (18.2)
W =  Зп -  2ps — pi =  3 • 2 -  2 • 2 — 1 =  1,

где п = 3 — число подвижных звеньев; рв — 2 — число пар 5-го клас
са; р4 =  1 — число пар 4-го класса.

Кулачковые механизмы позволяют воспроизводить движение 
ведомого звена по наперед заданному закону путем выбора соот
ветствующего профиля (очертания) кулачка.

Сила давления Рд кулачка на толкатель (рис. 18.26) действует 
по нормали к профилю кулачка и образует с направлением движе
ния толкателя угол давления а. Угол 90° — а называется у г л о м  
п е р е д а ч и .

Движение толкателя осуществляет составляющая, величина ко
торой У=РЯ cos а. Другая составляющая J  =  Pa sina вызывает
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появление в направляющих подшипниках толкателя реакции IV, 
и N2 и , следовательно, появление сил трения. Поэтому следует 
стремиться к уменьшению угла давления а. Обычно принимают 
для механизмов со стержневым толкателем а =  30°-т-40°, для меха
низмов с коромыслом а =  45°н-50°.

Для уменьшения силы трения между толкателем и кулачком, 
а следовательно, и износа сопряженный с кулачком конец толка
теля часто снабжается роликом (рис. 18.25,6, в). В связи с этим 
отличают теоретический (на рис. 18.28 показан пунктиром) и дей
ствительный (сплошной линией) профили кулачка, который яв
ляется эквидистантным (равноотстоящим). Иногда конец толка
теля оформляется в виде грибка (рис. 18.25, а) или ему 'придается 
форма плоской тарелки (рис. 18.25, г).

Основные определения, связанные с профилем кулачка 
(рис. 18.27):

<Ру — угол удаления (подъема) толкателя; 
срд — угол дальнего стояния толкателя; 
фв — угол возвращения (опускания) толкателя; 
фб — угол ближнего стояния,
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Окружность радиуса Го называется основной окружностью, а со
ответствующий ей цилиндр основной шайбой. Угол поворота кулач
ка, при котором толкатель находится в движении и в дальнем 
стоянии, называется рабочим фазовым углом поворота, который 
численно равен профильному рабочему срр

<РР =  «Ру +  ?д +

1У

Время, соответствующее рабочему углу поворота, будет

Т р =  7'у +  Т л +  Т в .

Очевидно, <р=<ру-Ь9д +  <рб +  9в =  2тг, т. е. полному обороту кулачка.
Продолжительность одного оборота кулачка или полного цикла 

ведомого звена (толкателя) при w = const
9 __2ic • 30__  60
<Й t r - r t  Я

( 18.28)

В высокооборотных кулачках величина срд меньше, чем в мало
оборотных, а иногда и вовсе отсутствует. Вызывается это стремле
нием избежать появления больших ускорений и сил инерции, роз- 
никающих при резком подъеме и опускании толкатели,
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Кинематический анализ кулачковых механизмов. Кулачковый 
механизм является трехзвенным и включает в себя высшую п а р у - 
кулачок и толкатель. Однако путем замены высшей пары низшей 
парой и дополнительным звеном (шатуном) трехзвенный механизм 
с высшей парой превращается в кинематически эквивалентный че
тырехзвенный механизм с низшими шарнирными парами. При этом 
шарнир, соединяющий шатун с кривошипом, должен находиться в 
центре кривизны О той точки профиля кулачка, с которой в дан
ный момент касается толкатель А.

Методы исследования кулачковых механизмов поэтому те же, 
что и у шарнирных механизмов с низшими парами, т. е. графиче
ский и аналитический.

Кинематический синтез кулачковых механизмов. При изготов
лении кулачка задаются законом движения толкателя и по нему 
строится профиль кулачка. Закон движения толкателя может быть 
задан графически в виде диаграммы ускорений (скоростей, рас
стояний) или аналитически.

При графическом синтезе, т. е. определении профиля кулачка, 
целесообразно исходить из задания диаграммы ускорений, так как 
последняя определяет силы инерции, которые приходится учиты
вать при расчете напряжений в частях механизма. Очевидно, чем 
плавнее изменяется ускорение, тем меньше будут силы инерции в 
кулачковом механизме. Для клапанных механизмов двигателей 
важно, чтобы начало подъема и посадки клапана происходило без 
удара, т. е. при скорости, равной нулю. Поэтому начальная и ко
нечная скорости на диаграмме скоростей должны быть равны 
нулю.

Кулачковые механизмы, у которых диаграмма ускорений изме
няется постепенно (синусоидальная, трапецеидальная), называют
ся безударными. Механизмы, у которых диаграмма ускорений из
меняется скачкообразно, но на конечную сравнительно небольшую 
величину (линейно-убывающая, линейно-возрастающая, косинусо
идальная), работают с мягким ударом. Механизмы, диаграмма 
ускорений которых изменяется скачкообразно от +оо до —оо, ра
ботают с жестким ударом.

Профилирование кулачка по диаграмме ускорений толкателя 
производится методом графического интегрирования. Первое ин
тегрирование диаграммы ускорений дает диаграмму скоростей, а 
второе интегрирование — диаграмму расстояний (путей). Послед
няя и является исходной для построения профиля кулачка. В ка
честве примера рассмотрим графический синтез кулачка с трапе
цеидальным законом изменения ускорения толкателя (рис. 18.28).

Движение толкателя задано диаграммой ускорений в виде ло
маной линии 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. При этом пусть промежутки вре
мени будут

<1 =  ^  =  <7 =  -г 7,; *2 =  *в =  1j T ;  fa = tB = ± T t

где Т — период, соответствующий фазовому рабочему углу поворота.
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Положительные и отрицательные площадки равны друг другу, 
что необходимо для того, чтобы скорость толкателя в конце хода 
равнялась нулю.

Величина скорости, например в точке 1 диаграммы ускорений, 
определится по формуле

1

9
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где F[ является площадью диаграммы между ординатами 
в точках 0 и /; р.№ и p.t — соответственно масштабы ускорений и 
времени.

Для построения диаграммы скоростей сносим на ось ординат 
середины участков 0—1, 1—2, 2—3, 3—4, 4—5, 5—6, 6—7 и из по
люса pw проводим лучи 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7.

Под системой координат Owl проводим систему координат Ovi 
и строим в ней «веревочную» кривую 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 путем по
следовательного проведения прямых, параллельных лучам 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7 на диаграмме ускорений с последующим скруглением. 
Полученная кривая и является диаграммой скоростей v = f(t).

Диаграмма расстояний строится аналогично диаграмме скоро
стей. Сносим на ось ординат v центры отрезков 0—1, 1—2, 2—3, 
3—4, 4—5, 5—6, 6—7 «веревочной» кривой скоростей и из полюса 
pv проводим лучи 1', 2', 3', 4', 5', 6' и 7'. Под системой координат 
Out проводим систему координат Ost и строим в ней «веревочную» 
кривую 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7 путем проведения последовательных 
прямых, параллельных лучам V, 2', 3', 4', 5 6 '  и Т . Полученная 
кривая является диаграммой расстояний s = f(i).

Для построения профиля кулачка следует (рис. 18.28,6):
— провести заданным радиусом г0 основную шайбу;
— разделить заданный рабочий угол <рр на шайбе на части, про

порциональные делениям t\, t2, t3, . . .,t7 на диаграмме ускорений;
— на радиусах, проведенных через точки деления шайбы в за

данном масштабе, отложить от поверхности основной шайбы орди
наты кривой расстояний;

— концы ординат соединить плавной кривой, которая и будет 
профилем кулачка.

Перенос ординат с диаграммы расстояний прямо на кулачко
вую шайбу допускается в том случае, если схема механизма вычер
чена в масштабе расстояний ps. Масштабы чертежа кулачка и диа
граммы расстояний разные, и, чтобы перейти от одного масштаба к 
другому, используем метод пропорционального деления отрезков. 
Для этого откладывают от точки О — начала координат s—t 
(рис. 18.28) под любым углом к оси s отрезок О а, равный ходу h 
толкателя в масштабе кулачка на чертеже. Точки 1, 2, 3, 4, 5, 6 
и 7 сносятся на ось s. Точка 3" соединяется с концом а отрезка Оа, 
затем параллельно линии 3"а проводят линии из точек 1,2 и 3. По
лученную на прямой Оа разметку переносят на шайбу кулачка и 
строят его рабочую часть, соответствующую углу срр.

Обычно толкатель снабжается роликом, который при вращении 
кулачка катится по нему, в то же время обеспечивая толкателю 
возвратно-поступательное, прямолинейное или качательное движе
ние. Применением ролика трение скольжения между толкателем 
и кулачком заменяется значительно меньшим трением качения.

При наличии ролика кроме теоретического профиля следует 
найти действительный профиль кулачка, который помещается вну

307



три теоретического и является огибающей ряда последовательных 
окружностей, проведенных радиусом ролика из центров, располо
женных на теоретическом профиле.

Синтез кулачка с эксцентриситетом е включает в себя построе
ние профиля кулачка по задаваемым закону движения толкате
ля s(t), эксцентриситету е и радиусу шайбы г0 (рис. 18.29). Пусть 
заданы положения толкателя в зависимости от ф графически.

6'

Рис. 18.29.

Проводят окружности радиусами е и г0. Толкатель при обра
щенном движении вокруг кулачка всегда своим продолжением яв
ляется касательной к окружности радиуса е. Откладывают от точ
ки а0 в направлении, обратном вращению кулачка, последователь
но углы сру, <рд, срв и срб- Углы фу и срб делят на столько частей, 
сколько их на диаграмме s(t), и через точки деления на окруж
ности г0 проводят касательные к окружности радиуса е. Из этих 
точек вдоль продолжения касательных откладывают соответствую
щие отрезки, равные ординатам диаграммы s(t). Полученные 
точки V, 2', 3' .. .  соединяют и получают части профиля кулачка, 
соответствующие углам <ру и фб. Части профиля, соответствующие 
углам фб и фД, очерчиваются соответствующими дугами радиусов 
г0 и r0 +  smax.

Аналитический метод. Синтез кулачкового механизма аналити
ческим способом произведем на примере синусоидального кулачко
вого механизма, в котором ускорение толкателя задано в виде си
нусоидальной функции времени. Профиль такой формы обеспечи
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вает появление незначительных динамических давлений на кула
чок. Период удаления кулачка принимаем равным Ту. Тогда

W  =  '“ 'max Sin ( —  t) (18.29)

при < =  —  ; ra =  wma.

Интегрируя выражение (18.29), получаем значение скорости
i I

*  =  J Wdt =  wmaz j  Sin =

при t ■

“'max У , / ,  2ir—2̂ — ( 1 ~  cos •

V г̂пях V̂
r ;  ^ == ^max == ” • Тогда

V-
V

•к

inax / 1 „  cog
2 \ 1 У£ 0 -

(18.30)

Интегрируя выражение (18.30), получаем уравнение движения 
толкателя

^тах (* / , 2тс ,
5==“ r J  ( l ~ C0ST ; t dt ■ . * У • 2тс , (18.31)

при t =  Ту, s =  s vmax Ту

Подставляя значение 5тах, приходим к уравнению подъема тол
кателя в виде

2тс

5 = 5 ,max \ Т.

sin  -=  /

2тс (18.32)

Для периода возвращения Гв кулачка аналогично предыду
щему получаем следующие выражения для ускорения, скорости и 
перемещения:

2it , ^max /  i I г. t  l
W  =  “ 'max S m  f; ^  =  ^ - ( ^ - 1  - f C O S - ^ - - *  J j

/ .   ̂ . 1 . 2it
^ ^ а х ( 1 - т 7  +  2^5ШТ Г ^

Далее no s(t) строится кулачок в последовательности, указан
ной ранее.

§ 99. ПОНЯТИЕ О КОНОИДАХ

Коноидом называется пространственный кулачок, который 
имеет два различных очертания по образующей и в каждом се
чении (по профилю), соответствующие двум переменным.
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Коноидный механизм состоит из ряда деталей, основными из 
которых являются (рис. 18.30) коноид 2 с валом /, толкатель 3 и 
система валов и зубчатых передач. Коноидный механизм, пред
ставленный на рис. 18.30, обеспечивает две степени свободы ко
ноиду: вращение вокруг оси, которое передается через зубчатую 
передачу 6, и осевое перемещение коноида вместе с осью с по
мощью винтовой передачи 7.

Поэтому если обозначить физические величины, вводимые че
рез 6 и 7, соответственно х и у, то подъем толкателя будет соответ
ствовать переменной г, являющейся функцией двух переменных; 
г  =  г ( х ,  у).

Обозначим масштабные коэффициенты вводимых величин че
рез р* и ру, а выходной — через рг. Тогда

S= - L
И* ’ Р Ну ’ и* ’

где ф — угол поворота вала; 3 — угол поворота винта; s  — подъем 
толкателя — функция переменных ср и [3:

г (Hr-9-Hy-P)
\y z

(18.33)

Коноидные механизмы получили большое распространение в 
счетно-решающих механизмах, в автоматических системах и других 
устройствах. Они обладают высокой степенью надежности при от  ̂
носительной простоте.
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Считая, что коноид образован совокупностью различных тонких 
плоских кулачков, с точки зрения анализа или синтеза коноида 
можно применять методы, изложенные для плоских кулачков.

Одним из условий нормального действия коноидного механиз
ма является получение малых углов давления а, обеспечивающих 
отсутствие заклинивания.



Р А З Д Е Л  III

Д И Н А М И К А

§ 100. ВВЕДЕНИЕ

Динамикой называется раздел механики, в котором изучается 
механическое движение в связи с силами, приложенными к дви
жущимся объектам.

В динамике расширяются уже известные основные понятия 
механики и вводятся новые (масса, количество движения, кине
тическая энергия и т. д .).

Г Л А В А  19

ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ ДИНАМИКИ.
ДВЕ ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ МАТЕРИАЛЬНОЙ

ТОЧКИ

§ 101. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ ДИНАМИКИ

Основоположником динамики считают Галилея (1564—1642 гг.), 
который впервые установил законы падения тел в пустоте, в част
ности, что тело в пустоте движется по параболе, если оно было 
брошено под некоторым углом к горизонту. Галилей сформули
ровал первый закон динамики. В дальнейшем основные законы 
динамики были впервые отчетливо сформулированы И. Ньютоном 
(1643—1727 гг.) в его работе «Математические начала натураль
ной философии» (1687 г.).

Первый закон — з а к о н  и н е р ц и и .  Если равнодействующая 
всех сил, приложенных к свободной материальной точке, равна 
нулю, то точка находится в состоянии покоя или равномерного 
прямолинейного движения. Такое кинематическое состояние точки 
иногда называют с о с т о я н и е м  и н е р ц и и .

Система отсчета, относительно которой справедлив закон инер
ции, т. е. по отношению к которой всякая свободная материальная 
точка под действием взаимно уравновешенных сил совершает пря
молинейное и равномерное движение, называется и н е р ц и а л ь 
ной.  Для нашей Солнечной системы за инерциальную принимают 
систему отсчета, начало которой совпадает с центром Солнца fr
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осями, проходящими через три звезды, принимаемые «неподвиж
ными». Если при решении задач можно пренебречь годовым дви
жением Земли вокруг Солнца и ее суточным вращением, 
инерциальной можно считать систему отсчета, связанную с 
Землей.

В дальнейшем при решении большинства технических задач 
(за исключением, например, задач, связанных с движением гиро
компасов, спутников Земли, ракет дальнего действия и т. д.) си
стему координат, связанную с Землей, мы будем считать абсолютно 
неподвижной, по отношению к которой справедлив закон инерции.

Отметим, что любая система координат, движущаяся по отноше
нию к инерциальной поступательно и равномерно, также является 
инерциальной (принцип относительности Галилея). Если система 
сил, приложенная к материальной точке, не является уравнове
шенной, то вектор скорости (по величине и направлению) не по
стоянен, т. е. вектор полного ускорения не равен нулю. Количе
ственную зависимость между силой, действующей на материаль
ную точку, и ее ускорением устанавливает второй (основной) 
закон динамики.

Второй закон — закон пропорциональности силы и ускорения. 
Если к свободной материальной точке приложена сила Р, движе
ние не будет инерциальным, она будет двигаться с ускоре
нием. Опытным путем установлено, что одна и та же сила, 
приложенная к различным свободным материальным точкам, вы
зывает различные по модулю ускорения. В этом случае говорят, 
что материальные точки обладают различной инертностью. Вели
чина, характеризующая инертность, называется ма с с о й .  Закон, 
устанавливающий связь между массой материальной точки, при
ложенной к ней силой и вызываемым ею ускорением, гласит: уско
рение свободной материальной точки пропорционально приложен
ной к ней движущей силе и имеет одинаковое с ней направление 
(рис. 19.1)

Р — пт  или W - —-, (19.1)

где Р — сила, действующая на материальную точку;
т — масса материальной точки, a w — ее ускорение, вызы

ваемое силой Р.
Из второго, основного, закона динамики непосредственно сле

дует, что при Р = 0 эд =  0, т. е. n =  const. Материальная точка дви
жется равномерно, прямолинейно либо остается в покое, когда 
п =  0. Первый и второй законы динамики справедливы при движе
нии материальной точки относительно инерциальной системы от
счета.

Векторное уравнение (19.1) называется основным уравнением 
динамики точки. Масса материальной точки является величиной 
скалярной, зависящей от скорости точки. Однако при скоростях
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материальной точки, значительно меньших скорости света, этой 
зависимостью можно пренебречь. С понятием «сила» мы подробно 
ознакомились в разделе «Статика». Сила, действуя статически на 
неподвижное упругое тело, вызывает его деформацию. Однако 
сила может проявлять себя и динамически; свободная материаль
ная точка под действием силы получает ускорение. В свойстве 
данной материальной точки получать ускорение под действием

Рис. 19.1.

приложенной к ней силы проявляется инертность материальной 
точки. Используя основное уравнение динамики (19.1), можно за
писать следующее скалярное равенство:

или

mw =  Р (19.2)

(19.3)

т. е. масса материальной точки равна отношению модуля силы, 
действующей на данную материальную точку, к модулю вызывае
мого ею ускорения.

В частности, для силы притяжения Земли

от =  7 *, (19.3а)

где G — сила тяжести или вес материальной точки, a g — ускоре
ние свободной материальной точки, вызываемое силой тяжести, 
или ускорение силы тяжести.

Отметим, что величина g зависит от географической широты 
земной поверхности и от высоты над уровнем моря, убывая по 
мере возрастания высоты или по мере перемещения от полюса 
к экватору. Важно, что величина силы тяжести материальной точ
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ки изменяется в такой же зависимости от высоты и места наблю
дения, что и величина ускорения силы тяжести g, так что их от
ношение, т. е. масса материальной точки, в соответствии с (19.3а) 
остается постоянной. Ускорение силы тяжести называют также 
у с к о р е н и е м  с в о б о д н о г о  п а д е н и я  в данном месте Зем
ли. Отметим, что под свободным падением материальной точки 
следует понимать такое движение, при котором на материальную 
точку действует т о л ь к о  сила тяжести.

Системы единиц. Международная система единиц СИ. Ее основ
ные механические единицы: единица длины — метр (м), единица 
массы — килограмм (кг), единица времени — секунда (с).

Единица силы является производной и определяется из второго 
закона динамики (19.2).

За единицу силы в системе СИ принимают н ь ют о н  (Н), т. е. 
такую силу, которая свободной материальной точке массой в 1 кг 
сообщает ускорение 1 м/с2.

Система МКГСС (техническая система). Ее основные единицы: 
метр (м )— единица длины, секунда (с )— единица времени и ки
лограмм-сила (кгс) — единица силы.

За единицу силы принимают такую силу, которая сообщает 
свободной материальной точке массой в 1 кг ускорение 9,81 м/с2. 
Единица массы является производной и определяется из (19.3): {Р]
[/га]=| ^у или 1 единица массы=1 кгс/м/с2=1 кгс-с2/м, которую
иногда называют т. е. м.— техническая единица массы.

За единицу массы в системе МКЕСС принимают массу такой 
материальной точки, которая под действием силы в 1 кгс получает 
ускорение 1 м/с2.

Третий закон — закон равенства действия и противодействия. 
Всякому действию соответствует равное и противоположно направ
ленное противодействие. Иначе говоря, силы, с которыми взаимо
действуют две материальные точки, равны по модулю и направ
лены вдоль прямой, соединяющей эти точки, в противоположные 
стороны. Этот закон лежит в основе динамики системы матери
альных точек. Силы действия и противодействия приложены к раз
ным точкам, поэтому они не уравновешиваются.

Четвертый закон — закон независимости действия сил. Если на 
свободную материальную точку одновременно действует несколько 
сил, то ее ускорение равно геометрической сумме тех ускорений, 
которые вызываются каждой силой в отдельности.

Обозначим силы, одновременно действующие на материальную 
точку, через Р ь Р2, • • Рп, a w — ускорение, вызываемое этими си
лами. Тогда в соответствии с четвертым законом динамики

w  =  Wj  +  щ г е > , „  ( 19.4)

где wь W2, ..., w„ — ускорения материальной точки, вызываемые 
соответственно силами Р ь Р2, . . Рп-
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Умножая обе части равенства (19.4) на массу материальной 
точки, получим

mw =  mw2 +  . . .  -f mwn или
n

tnw *=~Рг + P2 + . .. + Рп =  ̂ Р1- (19.5)
i=i

Векторное равенство (19.5) является уравнением динамики ма
териальной точки, на которую одновременно действует несколько 
сил.

Обозначим равнодействующую всех сил, приложенных к мате
риальной точке, через Р. В соответствии с уравнением (19.1) 
tnw = P. Сопоставляя это уравнение с формулой (19.5), видим, что

i=i

т. е. равнодействующая сил, приложенных к материальной точке, 
равна их геометрической сумме и приложена в той же точке. Пра
вило, которое в статике принималось как аксиома.

§ 102. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

В соответствии со вторым законом динамики (19.1)

tnw =  Р.

Из кинематики известно, что
— dv d2r
W ~  Ж  — ~Ж~ •

Следовательно, уравнение (19.1) можно переписать в виде

т dv
Ж т d?r 

d t2 Р, (19.6)

где v  и г — скорость и радиус-вектор материальной точки;
П

Pi — равнодействующая всех сил, действующих на ма-
1=1

териальную точку.
Дифференциальное уравнение (19.6) может быть записано в 

проекциях на оси различных систем координат следующим обра
зом.
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П рямоугольная (дек ар тов а) систем а координат:
„„ dvx d2x v  )т =  т -пг  — X; dt2

т

т

dt

dvy
~dt

d v ,

d2y v
m 4 F  =  Y'

dt =  m d2z
aw =  z ,

(19.7)

где x, у, z — координаты материальной точки; 
d2 х d2y d2z
~Ш ’ ~dF * Ж2~~ пРоекиии ускорения;

X, Y, Z — проекции равнодействующей сил на соответст
вующие оси прямоугольной системы координат.

Рис. 19.2.

Естественные оси координат. Проектируя обе части уравнения
(19.7) на оси натурального триэдра: касательную т, нормаль п и 
бинормаль Ь, получим следующие уравнения (рис. 19.2):

dv пmwx — т — Рх,

mwn =  m ^ j  =  Pn, J

mw„ =  О =  РЬ, ]

(19.8)

где wx, w„, wb',\ — проекции ускорения и равнодействующей на 
Р Рп, Pb I соответствующие естественные оси координат. 

шь =  0, Рь = 0, так как, кт  известно из кинематики, ускорение 
материальной точки, а следовательно, и равнодействующая сила, 
приложенная к этой точке, лежат в соприкасающейся плоскости, 
проведенной в данной точке траектории.

Последнее уравнение системы (19.8) свидетельствует о том, 
что составляющие сил, действующих на материальную точку вдоль 
бинормали, уравновешены. При движении по плоской кривой есте-
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ственные уравнения движения материальной точки будут иметь 
вид (рис. 19.2, а):

mw
Т

т dv
Ж

т
(19.9)

Из второго уравнения системы (19.9) видно, что проекция рав
нодействующей, приложенной к материальной точке, на нормаль 
всегда положительна, т. е. Рп всегда направлена к центру_ кри
визны. Следовательно, равнодействующая Р и ускорение w на
правлены в сторону вогнутости траектории.

Полярная система координат на плоскости. Соответствующие 
проекции ускорения были определены в кинематике, а проекции 
силы представлены на рис. 19.2,6. Следовательно,

т (г — ф2г) =  Pr; I 

т  [*?г  +  2срг ) — Рп.
(19.10)

Полученные дифференциальные уравнения движения мате
риальной точки позволяют поставить и решить д в е  о с н о в н ы е  
з а д а ч и  д и н а м и к и  материальной точки.

П е р в а я  ( п р я м а я )  з а д а ч а :  при заданных законе или 
уравнениях движения и заданной массе материальной точки опре
делить силу, действующую на точку.

В т о р а я  ( о б р а т н а я )  з а д а ч а :  при заданных силах, массе 
материальной точки и заданных начальных условиях определить 
уравнения ее движения.

§ ЮЗ. ПЕРВАЯ ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА ДИНАМИКИ

В данном параграфе будет рассмотрена первая задача дина
мики материальной точки. Пусть кинематические уравнения дви
жения заданы в прямоугольной декартовой неподвижной системе 
координат:

x  =  x(t); у b=±y(t); z = z ( t ) .
Тогда в соответствии с (19.7) проекции равнодействующей, при

ложенной к материальной точке массой т, будут:
г ; - ^  цгХ' v  d*y . ^  d2z

dP ’ Y —  m dt* ■> Z — m dti ■X  ■■ m ■

Величина и направляющие косинусы равнодействующей определя
ются так:

P — Y X 2 + Y2 + Z 2;

cos =-£■', cos0 ,  я )  = ~ ;  cos (%,р) =  ф .  (19.11)
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П ри  е с т е с т в е н н о м  с п о с о б е  з а д а н и я  д в и ж е н и я  
материальной точки дифференциальные уравнения движения ее 
будут выглядеть следующим образом:

т d2s
d t2

r~\ \JP ; m —  
T p Pm Pb

где

v — v t
ds dvx  cp s
dt ’ dt d t2 '

Величина силы, направляющие косинусы определяются по равен
ствам:

p^ypf fp i .

cos (т, 7 ) = —-; cos (я, =  COS (/>, р ) = ^ -  =  0.

Пример. Подводная лодка (рис. 19.3), которую в дальнейшем мы прини
маем за материальную точку массой ш, движется в соответствии с уравнениями:

I Х =  а COS ш t\
( у =  b sin to t,

где а, 6 и ш — постоянные. Определить равнодействующую сил, приложенных к 
подводной лодке.

Р е ш е н и е .  Определяем уравнение траектории ПЛ в виде у= }(х), для 
чего исключаем время из уравнений движения. В результате получаем

т. е. траектория подводной лодки — эллипс.
Определяем проекции ускорения на оси прямоугольной неподвижной си

стемы координат:
X =  —  По)2 COS oit\
у  =  — 6ш2 sin оat.
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Вычисляем проекции равнодействующей силы на координатные оси, а за
тем ее величину и направление:

X  - тх  =  — таш2 cos u>t = — тш2х;
У =  ту  =  — тЬи>г sin at =  — тш2у,

откуда
Р  = ] /  X 2 + У2 =  m»2 +  _у2 =  /и®2/-;

cos (?, р )  = ----- — ; cos (у, р )  = -----— .г г
Отметим, что

cos (ЛА? )= . cos

Следовательно, векторы г и Р направлены в противоположные стороны; на под
водную лодку действует сила Р, которая называется ц е н т р а л ь н о й ,  на

правленная к центру — началу коор
динат и зависящая от удаления ПЛ 
от центра.

Рис. 19.4.

Пример. Торпеда загружается в 
отсек через торпедопогрузочный люк, 
имея начальную скорость, равную ну
лю, и двигаясь по лотку (рис. 19.4), 
установленному под углом а к го
ризонту. Движение считать равнопе

ременным (o) =  cojist). Определить 
силу торможения FCK, принимая тор
педу за материальную точку массой т.

Р е ш е н и е .  Выбираем направле
ния осей прямоугольных координат: 
ось х  направляем вдоль лотка, а 
ось у перпендикулярно ему. Записы
ваем уравнения движения торпеды 
вдоль лотка:

, w xt 2х  = х 0 + v0 t-t Н— ?г— , откуда х  =  wx — w  =  const;

I У =  0 у  =  0.

В соответствии с (19.7)

где

Следовательно,

т х — X; ту =  У,

X  = G sin а — Рск и У — — G cos а + N.

f  mw =  G sin а — р ск;
I 0 =  — G COS а + N.

Из первого уравнения полученной системы определяем, что
FCK =  G sin а — mw.

Из второго
N  =  G cos я.



f - *̂ск /ск  N  ■

Из статики известно, что коэффициент трения скольжения равен

Для рассматриваемого случая

/ск  —
G sin а — mw 

G cos а

Учитывая, что т =
G_
g

получим 

GG sin а --------w

/ск =  G cos a =  tg “ "
W

g  COS a (*)

Из полученного равенства (*) следует, что подбором коэффициента / ск и 
угла а можно получить требуемую величину w. Для состояния покоя ш =  0 и из 
полученной формулы (*) следует, что <  tg а.

§ 104. ВТОРАЯ ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА ДИНАМИКИ

Силы, действующие на материальную точку, известны. Одна из 
них, например, может изменяться как функция времени, другая — 
функция скорости, третья — функция координаты и т. д. Сле
довательно, в общем случае равнодействующая этих сил является 
явной функцией времени t, положения точки г и ее скорости v. 
Задача сводится к определению уравнений движения материаль
ной точки путем интегрирования системы дифференциальных урав
нений второго порядка:

d2x  г, / ,  • \ 1
т  -tfjr —  р х v> х > у > z> х > у> z ); I

m 4 G =zPy (*' У' z > Х' У' Z ■
d2z п  г , ' ‘ \

т ^ Т  =  Рг V, Х> У, Z> X, У, Z )•

(19.12)

Шесть постоянных интегрирования определяются по начальным 
условиям движения. Обычно при / =  /0 известны координаты ха, 
Уо, Zo и проекции начальной скорости материальной точки Хо, 
Уо, г0.

Подставляя начальные условия в интегралы дифференциальных 
уравнений системы (19.12), получим шесть уравнений, из кото
рых и определяются постоянные интегрирования.

Рекомендуется вторую задачу динамики решать путем инте
грирования дифференциальных уравнений в такой последователь
ности:

— выбрать систему координат, начало которой часто целесо
образно совместить с начальным положением точки (/ =  0), а на
правление одной из осей — с направлением движения. Пусть точка 
в какой-то момент времени находится в положении статического
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равновесия. Целесообразно, чтобы этому положению соответство
вало начало отсчета времени;

— показать силы, действующие на материальную точку в про
извольный момент времени t;

— записать правую часть системы уравнений (19.12), выразив 
все силы через переменные, от которых они зависят; при этом пра
вая часть может в частных случаях быть постоянной, функцией 
только времени, от положения (координат) материальной точки,ее 
скорости, или функцией нескольких переменных;

— проинтегрировать получен
ные дифференциальные уравне
ния;

— определить постоянные ин
тегрирования, используя началь
ные условия задачи;

— исследовать полученные 
уравнения движения, найти иско
мые величины.

Рассмотрим примеры инте
грирования дифференциального 
уравнения движения материаль
ной точки.

Пример. С горизонтально летящего 
самолета (рис. 19.5) производится тор- 

педометание. Определить уравнения дзижения и траекторию торпеды, время от 
начала торпедометания до приводнения торпеды, если горизонтальная скорость 
самолета Уо*=100 м/с и торпедометание производится с высоты / /  =  60 м. Тор
педа в воздухе движется поступательно. Сопротивлением воздуха пренебречь.

Р е ш е н и е .  Принимаем торпеду за материальную точку. Определяем, что 
на торпеду действует при полете в воздухе сила тяжести G,

Выбираем оси прямоугольной системы неподвижных координат Оху, свя
занные с Землей.

Записываем уравнения движения торпеды в проекциях на оси выбранной 
системы координат:

d 2x
dC =  0; G или d*y

dt'z = —S'-

Интегрируем дифференциальные уравнения два раза:

х  — Сй у  — — gt  +  С8;

х  =  C\t  +  С2, у  =  — — f- Cgt +  С4.

Определяем постоянные интегрирования из следующих начальных условий: 
* =  0, vx = vax, откуда Ci = v0x\ t = 0, vy = vOy = 0, откуда С3=  0; / =  0, х=0,  откуда

gt202= 0; /= 0 , у=Н,  откуда С4= / / ,  следовательно, х  — v0x -t\ у =  Н — .

Траекторию торпеды y=f(x)  получаем, исключая из уравнений движения 
время /;

/ =  —  ; у  =  Н  —171 *иок
g ( X l v Qx)% , ,  gX*- V ° - ИЛИ у  = Н — ,

1 Н х
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Определяем время tx от начала торпедометанпя до приводнения из условия,

что при приводнении У =  Н  — откуда

-  X/ 2 Н
~  V  9,81 3,5 с.

Находим расстояние, которое пролетает торпеда по горизонтали до места 
приводнения; оно равно

x i — vo>c'ti — ЮО-3,5 =  350 м.
Пример. На катер, принимаемый за материальную точку массой т, при от

ходе от пирса действует горизонтальная движущая сила, величина которой из
меняется по уравнению P = kt, где k — постоянный коэффициент. Найти закон 
движения катера, считая, что он движется по прямой, при этом начальные усло
вия следующие: при  ̂=  0 Хо =  0, о0 =  0.

Р е ш е  н и е. Проводим ось Ох, начало которой совпадает с начальным по
ложением катера. Отмечаем на оси Ох положение катера в произвольный мо
мент времени t и силу, действующую на него.

Записываем дифференциальное уравнение движения катера в виде
dvт = kt или mdvx = ktdt.

Интегрируем два раза:

dx

kt2
m v x =  - у -  + Ci,

учитывая, что

mdx  =  -  -f dt  и mx  =  y -  +  Cft +  C2,

Определяем постоянные интегрирования из начальных условий:
С\ — 0; С2 = 0.

Следовательно, до тех пор пока можно пренебречь сопротивлением воды,
kt3 kх  =  —  ; vx =  f p - 1 2.6 m * 2 m

Пример *. Подводная лодка, не имеющая хода, получает отрицательную 
плавучесть р и начинает погружение, двигаясь поступательно. Под отрицатель
ной плавучестью понимают разность между водоизмещением и выталкивающей 
силой, определяемой по закону Архимеда. При небольшой отрицательной плаву
чести принять сопротивление пропорциональным скорости погружения, т. е. 
К = —kFv, где F— площадь горизонтальной проекции лодки, a k — постоянный 
коэффициент. Определить закон погружения, если при /= 0  цо =  0; г/о=0.

Р е ш е н и е .  Проводим вертикально ось координат у с началом в центре 
тяжести Л1 подводной лодки при t = 0. Отмечаем промежуточное положение под
водной лодки в произвольный момент времени t и силы, действующие на нее 
(рис. 19.6).

Составляем уравнения движения в виде
d v y d v y р kFvy

т —гг =  р — kFvv или, учитывая, что т ф  Q.—тг — ---------------- •dt у 1  dt т т
где p>k Fvv.

* Заимствован из задачника И. В. Мещерского «Сборник задач по теорети
ческой механике».
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Обозначаем:
J L -т =  Q;

kF
m = [A.

Тогда

или

d v v
- a r - Q - w y

Рис. 19.6.

Интегрируем полученное дифференциальное уравнение 

----- — In (Q — р.vy) =  t +  Cj.

Из начального условия /= 0 ; t>o =  0 определяем Cj:

Следовательно,

-------- In Q =  Cj.

-------- [In ((? — pw_v) — In С?] =  t1*
1 , Q —  pvy  

-------- m— ^ -  = .̂ откуда 1 JL t,
Q У

После алгебраических преобразований и подстановки значений Q и р 
имеем

kF,
Q о _ рvy = * - (  \ - е ~ * )  =■' (L kF (*)
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Перепишем полученное уравнение в виде
dy Q
dt  р. О - * - " )

и интегрируем его. В результате получаем

г- V
1 _v-t' +  с 2.

Учитывая, что при 1 = 0 (/0= 0, находим С2 = -----После подстановки
•  ̂

значения С2 расстояние г/, пройденное подводной лодкой к моменту времени А 
будет

Из полученных уравнений следует, что при достаточно большом промежутке 
времени / движение близко к равномерному

v “ рг =  const. k г

§ 105. ГАРМОНИЧЕСКИЕ (СВОБОДНЫЕ) КОЛЕБАНИЯ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Пусть тело массой т = — , которое в дальнейшем принимаем
за материальную точку, подвешено на пружине (рис. 19.7). Уста
новим уравнение движения материальной точки y~ f( t )  после того, 
как она будет выведена из положения равновесия, если известно, 
что при ( =  0 у=Уо и v = Vq. Массой пружины пренебречь. Коэф
фициент жесткости или жесткость пружины принять равным с.

Ж е с т к о с т ь ю  называют величину силы, которую необходимо 
приложить для удлинения либо укорочения пружины на единицу 
длины (Н/м, кгс/см и т. д.)-

Направляем ось у вниз (рис. 19.7,6), при этом ее начало вы
бираем в точке, совпадающей с центром тяжести груза в положе
нии его статического равновесия. Обозначим статическое удлине
ние пружины буквой /от- Тогда cfa — G.

Изобразим груз в момент времени t (рис. 19.7,_в, г). На него 
действует вниз сила тяжести (вес), вверх — сила F, создаваемая 
пружиной, величина которой будет c(fCi+y)  и которая называется 
в о с с т а н а в л и в а ю  ще й  с и л о й .

Под действием неуравновешенной системы сил груз движется.
Записываем уравнение движения груза

m ^ = G ~ c i f o T + y ) = a ~ cfcT — су
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или, учитывая, что cfCT = G, получим
d2y

Разделим обе части уравнения на массу т и обозначим

тогда

=  k\

+  ^  =  о-

(19.13)

Рис. 19.7.

Полученное дифференциальное уравнение имеет решение
у  ~  Cj cos kt С2 sin kt.

Используем начальные условия для определения постоянных ин
тегрирования. При t = 0 у = у0=С\\ у = уо = С2к, откуда С2 =  -^- — 

— —■. Следовательно, у =  у 0 cos kt -f sin kt.
Последнее уравнение можно записать иначе. Так, полагая, что 

=  л sin 8 и — а cos 8, получим

у ~ а  (sin8 cos kt +  cos8 sin kt) = a  sin (kt +  8), (19.14)

rji.QtgS =  ~ r a 8 — фазовый угол.
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Материальная точка совершает колебания, которые являются 
гармоническими и называются с в о б о д н ы м и  или с о б с т в е н -  
н ы м и.

Исследуем полученное равенство (19.14).
Функция sin (£/+8) — периодическая. Период колебаний Г опре

деляется из условия, что
sin \k {t -f- T) -f S] =  sin (kt +  S)

или
[ А( / +  П +  » ] - [ « +  8] =2тс,

откуда

Круговая частота будет k — ̂ ~  рад/с.

Учитывая, что № =  —  — —- =  , получаемm о  f „ G  / ст ’ J

=  ' <Ш 5 >
ИЛИ

Т =  09.15а)

Число колебаний в секунду обозначают v и определяют по фор
муле

(Гц)-
Число колебаний в минуту определяют по равенству

При g =  981 см/с2 -гг =  3,14 и [/сг] в см получаем

N 300
К7с7

кол/мин.

(19.16)

(19.17)

Частота и период колебаний не зависят от начальных условий, 
что объясняется линейным характером восстанавливающей силы. 
Формулы (19.16) и (19.17) могут быть использованы для опре
деления собственных частот стержней и балок. Следует учесть, 
что, когда собственная частота совпадает с частотой возмущающей 
силы или кратна ей, имеет место резонанс, при котором амплитуды 
колебаний могут иметь недопустимо большие величины.

Пример. На две швеллерные двухопорные балки, у которых расстояние 
между опорами равно 1 = 2  м, должен быть установлен электромотор весом 
G = 2 тс (19,6 кН) с частотой вращения п =  560 об/мин (рис. 19.8). Подобрать 
размеры сечения балок из условия прочности. Определить число собственных 
колебаний мотора, установленного на балки, и сопоставить его с числом оборо
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тов мотора. Вес балок не учитывать. Допускаемое напряжение принять 
равным

|с] =  1000 кгс/см2 =  98,1 МН/м2.

Р е ш е н и е .  Вычисляем значение максимального изгибающего момента для 
балки (посередине пролета), на которую действует половина веса электро
мотора

4 - 0 /  -L.  2000-200
Л] = —-------= ------------------- =  50■ 103 кгс-смх:50-102 Нм.■"шах л 4

Определяем из условия прочности необходимый осевой момент сопротивле
ния

W>
М

50- 103 
103 =  50 см3.

Находим по ГОСТ 8240—56, что швеллер № 12 имеет а> =  50,6 см3 и /  =  
=304 см4.

Определяем статический прогиб балки посередине пролета, где установлен 
мотор, по формуле

- j - G P  -  • 2000 • 2003

^ст =  48 EI  =  48-2-10е -304 =  0,274 см

Вычисляем по формуле (19.17) частоту собственных колебаний

N  = 300
К7с7

300
V  0,274

=  575 кол/мин.

При числе оборотов двигателя л =  560 об/мин следует опасаться резонанса.

Действительно, можно показать, что для учета массы балки нужно к весу-^-
прибавить 17/35 веса балки. Тогда частота собственных колебаний будет не
сколько ниже полученной. Поэтому, несмотря на то, чго с точки зрения прочно
сти размеры сечения балок подобраны правильно, однако с целью избежания 
резонансных колебаний они должны быть при прочих равных условиях изме-
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йены. Для повышения числа собственных колебаний М> 575 колеб/мин следует 
уменьшить f ст, т. е. увеличить размеры сечения балок, либо уменьшить их длину I.

Рассмотрим пример интегрирования дифференциального уравнения движе
ния при криволинейном движении материальной точки.

Пример. Траекторию ракеты или ракетного снаряда от начала движения до 
момента взрыва (или падения) обычно делят на два участка: участок актив
ного полета (полет с работающим двигателем) и участок пассивного полета 
(полет с неработающим двигателем).

Рассматривая ракету на участке пассивного полета как материальную точку 
постоянной массы, определить уравнения движения ракеты, ее траекторию, 
максимальную высоту и дальность полета, а также время пассивного (свобод-

Рис. 19.9.

ного) полета до момента поражения цели на поверхности воды. Сопротивлением 
воздуха и изменением ускорения свободного падения g  с изменением координат 
ракеты пренебречь и считать силу тяжести G = const. Принять, что к концу уча
стка активного полета координаты ракеты были х0=2000 м, г/о =  400О м, величина 
скорости о0=1200 м/с, направление скорости v0 составляло с осью Ох угол 
ао =  45° (рис. 19.9).

Р е ш е н и е .  Проводим неподвижную систему прямоугольных координат 
Оху, условно связанную с Землей. Плоскость Оху совпадает с плоскостью,про
ходящей через v0 и силу притяжения Земли G, при этом принимаем, что G со
храняет свое вертикальное направление во все время движения ракеты.

Записываем дифференциальные уравнения движения ракеты в виде
ci^x d2vт — 0; т =  — G, которые после сокращений будут иметь вид:

Лъх  _  . й2у  _
I F  ^  0; I F  ~ ~ g'

Интегралы дифференциальных уравнений движения будут

х  = сь y  = — gt  + c3,
g t 2 .

х  =  ctt +  с2; у  = ----- +  Пн +

Используем начальные условия для определения постоянных интегриро
вания:

[ х  =  х 0 =  с2; у  = Уо = с*,
при t =  0 | .

I X  =  V q COS ct0 =  Cl, у  =  v 9 sin aQ =  C3.
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Записываем уравнения движения ракеты в проекциях на неподвижные оси 
прямоугольной системы координат

х =  Х0 + (v0 cos а0) t; |

, . ч , gt 2 > (19.18)
У =  Уо +  (I'o s>n ао) t -2" . j

Устанавливаем траекторию движения ракеты y=f(x)  на участке пассивного 
полета. Для этого находим из первого уравнения движения время, равное

X -
I — --------- - и, подставляя его значение во второе уравнение системы (19.18), ло-

I'0 cosa0
лучаем уравнение траектории в виде

. , р (х — хп)2
У =  Уо +  Vo tg а0 (X — Xq) ~ -̂--- Г21 •

2 Vq cos2 я0

Определяем максимальную высоту подъема ракеты из условия, что в этой 
. , , v0 sin ot0

точке траектории пу= 0  или — gti + v0 sin ао=0, откуда t, =  ---- -— .

Подставляя значение t\ во второе уравнение системы, имеем

У =  Уо +
V n  сс0 g t'l Sin2 а0

=  Уо +
Vn Sirr ссп

При принятых числовых данных находим, что

*, =  - 202° 98 f -- =  86,2 с; y max =  4000 + - 2^ М /2- »  40800 м =  40,8 км.2-9,81

Определяем время t2 полета ракеты до поражения цели из условия, что в 
этот момент времени у=0, или

0 =  Уо +  1 '0 sin a0 - t 2 — g{t

или
,? 2 i’o sin a0 -t2 2у0 = 0,

откуда

, _  Vq sin а0*2 —----------Г /
sin2 а0 2у0
g2 g

Подставляя числовые данные, получим

1200-V  2
2-9,81 +

/
- - ^ р /2 +  =  86,5 +  91,2 =  177,7 с и  178 с.

Следовательно, горизонтальная дальность полета ракеты будет 

■*шах =  (^ocosa0) t 2 +  х й =  1200-!—^ --1 7 8  4- 2000 

к  151000 +  2000 =  153000 м =  153 км.



Г Л А В А  20

ТЕОРЕМА О ДВИЖЕНИИ ЦЕНТРА МАСС.
ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 

МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ И МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

§ 106. ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИКУ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Совокупность взаимодействующих материальных точек или тел, 
в которой положение или движение каждой из них не является 
независимым от положения или движения остальных, называется 
м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м о й .

В дальнейшем в динамике будут рассматриваться в основном 
механические системы, которые для краткости иногда будут назы
ваться системами.

На систему действуют силы в н у т р е н н и е  и в н е ш н и е .  
В н у т р е н н и м и  силами Р1 называют силы взаимодействия ме
жду точками или телами данной системы. В н е ш н и м и  силами Ре 
называют силы, действующие на данную систему со стороны то
чек (тел) другой системы; при этом должно быть указано, какие 
точки (тела) входят в данную систему. Иногда внутренние силы 
для одной системы являются внешними для другой. Например, 
для ракеты сила притяжения Земли является внешней, а для 
системы «ракета — земля» — внутренней.

Отметим важное свойство внутренних сил: в соответствии с 
третьим законом Ньютона две точки данной системы взаимодей
ствуют друг с другом; при этом силы взаимодействия равны по 
модулю, лежат на прямой, соединяющей эти точки, и противопо
ложны по направлению. Таким образом, геометрическая сумма 
внутренних сил, которая называется главным вектором внутрен
них сил R*, в любой системе материальных точек равна нулю, т. е.

П

(20Л>*=1

Кроме того, из свойств внутренних сил следует, что геометри
ческая сумма моментов внутренних сил, которая называется глав-
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ным м о м е н т о м  в н у т р е н н и х  сил,  относительно любого 
полюса, в любой системе материальных точек также равна нулю:

П
щ  =  2 !  ото ( 4 )  =  °- ( 20.2)

Отметим, что внутренние силы приложены к разным материаль
ным точкам данной системы.

Система материальных точек или тел называется с в о б о д н о й ,  
если каждая точка или тело системы может получить некоторое 
достаточно малое перемещение в любом направлении и некоторый 
поворот вокруг любой оси.

Система не с в о б о д н а ,  если хотя бы на одну материальную 
точку системы наложены связи, ограничивающие ее движение.

Силы, действующие на механическую систему, делят на а к т и в 
ные  и р е а к ц и и  с в я з е й ,  иначе называемые п а с с и в н ы м и  
силами.

А к т и в н ы м и  силами называются такие, которые продолжают 
действовать на систему после ее освобождения от связей; они не 
зависят от других сил, приложенных к системе. Активные силы 
могут быть функциями времени t, положения rh точек системы, ско
рости Vk и т. д.

Р е а к ц и и  с в я з е й  зависят от устройства связей, от активных 
сил и движения механической системы, поэтому они до определе
ния движения остаются неизвестными.

Особо следует отметить то, что активные силы и реакции свя
зей могут быть как внешними, так и внутренними. Так, силы веса, 
приложенные к точкам тела, являются активными внешними си
лами, а в Солнечной системе силы взаимного притяжения явля
ются активными, но внутренними.

Рассмотрим k-ю материальную точку системы, движущуюся в 
инерциальной системе отсчета Oxyz. На точку, масса которой тк, 
действуют равнодействующие внешних Рек и внутренних Р1к сил.

Тогда уравнение ее движения будет

Уравнения (20.4) являются дифференциальными уравнениями 
движения материальных точек системы в проекциях на оси непо
движной прямоугольной системы координат Oxyz.

где k —\, 2, 3, ..., я — число точек системы. 
В проекциях на оси координат:

(20.3)

щ у к =  vt +  4  
mkzb= Z ek +

(20.4)

332



Для определения движения системы необходимо проинтегриро
вать систему 3п дифференциальных уравнений. Задача эта весьма 
сложная, особенно с учетом того, что правая часть системы мо
жет являться функцией времени, положения и скорости этих точек.

При решении большинства практических задач достаточно 
определить суммарные характеристики движения системы в це
лом. К таким характеристикам относятся к о л и ч е с т в о  д в и ж е 
ния,  г л а в н ы й  м о м е н т  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  и к и 
н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  системы.

Для их определения используют гак называемые общие тео
ремы динамики системы материальных точек. В частном случае, 
когда k —\, приходят к теоремам динамики материальной точки.

§ 107. ТЕОРЕМА О ДВИЖЕНИИ ЦЕНТРА МАСС СИСТЕМЫ
Радиус-вектор центра тяжести тела, как известно из статики, 

определяется равенством

где Gk — веса отдельных частей тела;
rk — радиус-вектор центра тяжести k-i\ части тела весом Gk. 

Учитывая, что Gk = tn!tg, получаем

где M = 'Zmh — масса тела.
Геометрическая точка, совпадающая с точкой С, радиус-вектор 

которой определяется формулой (20.5), называется ц е н т р о м  
масс .  Понятие «центр масс» более общее, чем понятие «центр 
тяжести», так как оно характеризует распределение масс в теле 
и не связано с природой сил, действующих на точки тела.

Понятие «центр масс» может быть распространено на систему 
материальных точек. Радиус-вектор центра масс системы опреде
ляется по равенству (20.5) и зависит от распределения масс в си
стеме. Вектор гс является функцией времени. Дифференцируя его 
два раза по времени, получим

'Zru-Gk
'EGk ’

2  rkmk 2 Л*-т*
м (20.5)

у  ^
- dt2*m.kd2rc  k^i_____ R

n

df> M ( 20. 6)

имеем

П
Mw c =  2  mkWk- (20.7)
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Запишем правую часть равенства (20.7) с учетом (20.3) в виде
П П п

= Re + R‘

где
п

2  Pek — Re — главный вектор внешних сил;

2 )P‘k =  R ‘ — главный вектор внутренних сил.

Таким образом, с учетом (20.1)
Mwc — Re. (20.8)

Полученное равенство выражает т е о р е м у  о д в и ж е н и и  
ц е н т р а  ма с с .

Ц е н т р  м а с с  с и с т е м ы  движется так, как двигалась бы ма
териальная точка, масса которой равна массе всей системы и 
к которой приложена сила, равная главному вектору внешних сил, 
действующих на систему. Проектируя векторное равенство (20.8) 
на оси неподвижной прямоугольной системы координат, получим:

Из формул (20.8) и (20.9) следует, что внутренние силы не 
влияют на движение центра масс и при поступательном движении 
тела его можно рассматривать как материальную точку с массой, 
равной массе тела.

Пусть Re — 0, тогда wc — 0 или t> =  const. Таким образом, если 
главный вектор внешних сил, действующих на систему, равен нулю, 
то центр масс движется равномерно и прямолинейно. Если же 
вначале центр масс находился в покое, тогда его покой при /?е = 0 
не нарушится. В частности, если проекция Re на какую-либо ось 
координат равна нулю, то проекция скорости центра масс системы 
на эту ось постоянна. В зависимости от начальных условий центр 
масс в направлении этой оси либо движется равномерно прямоли
нейно, либо находится в состоянии покоя. При взрыве ракеты или 
снаряда в б е з в о з д у ш н о м  пространстве центр масс осколков 
будет двигаться по той же траектории, по которой двигался бы центр 
масс неразорвавшегося снаряда или ракеты. Отметим, что на аб
солютно гладкой горизонтальной плоскости движение человека 
было бы вдоль плоскости невозможным, так как отсутствовали бы 
внешние горизонтальные силы (сила трения). При решении задач 
может встретиться частный случай, когда к покоящемуся твер
дому телу будет приложена пара сил. В этом случае центр масс 
будет неподвижен и тело, выходя из состояния покоя, будет вра
щаться вокруг оси, проходящей через центр масс.

(20.9)
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Пример. На подводной лодке водоизмещением G, из кормы в нос переме
щают груз весом G2 на расстояние / (рис. 20.1). Определить перемещение под
водной лодки, пренебрегая сопротивлением воды. Принять, что начальные ско
рости подводной лодки и груза были равны нулю.

Р е ш е н и е .  Направим ось х горизонтально. На систему действуют три си
лы: силы тяжести подводной лодки и груза и сила от гидростатического давле
ния, проекции которых на ось х равны нулю. Поэтому в соответствии с (20.9)

имеем M x z — R ex =  0 или v cx =  =  const. Согласно условию задачи

г'сг 1/=о =  СлеД°вательно, — 0 или xc=const.

Рис. 20.1.

Обозначим искомое перемещение подводной лодки буквой Д. Тогда до пере
мещения груза координата центра тяжести была =  рРН. Г1"  ̂ послеGi + и 2
перемещения груза Gi на величину / и перемещения подводной лодки на вели
чину Д

„(2) _  ^2 (х 2 +  / +  Д) +  Gi (х г +  Д)
с gT T g, •

Абсцисса общего центра тяжести не изменилась, так как Rex =  0 и, следова
тельно, = х J,2). Подставляя и.х значения, получим

0\ХХ -|- G2x 2 =  Go (х 2 +  / +  Д) +  Gi (Xj +  Д),
откуда

G,l
G, +  G2 ■

Отрицательный знак показывает, что подводная лодка переместится в сто
рону, противоположную перемещению груза.

§ 108. КОЛИЧЕСТВО ДВИЖЕНИЯ

К о л и ч е с т в о м  д в и ж е н и я  м а т е р и а л ь н о й  т о ч к и  
н а з ы в а е т с я  в е к т о р н а я  в е л и ч и н а  к, р а в н а я  п р о и з 
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в е д е н и ю  м а с с ы  т о ч к и  на  ее  с к о р о с т ь .  Следова
тельно,

k =  niv. (20.10)

Вектор количества движения совпадает по направлению с векто
ром скорости (рис. 20.2). Единица измерения количества движе
ния: в системе СИ — 1 кг • м • с-1; в системе МКГСС —1 • 1— =
=  1 кгс-с.

К о л и ч е с т в о м  д в и ж е н и я  с и с т е м ы  м а т е р и а л ь 
ных  т о ч е к  или г л а в н ы м  в е к т о р о м  к о л и ч е с т в а  д в и 
ж е н и я  с и с т е м ы  н а з ы в а е т с я  в е к т о р н а я  в е л и ч и н а ,  
р а в н а я  г е о м е т р и ч е с к о й  с у м м е  к о л и ч е с т в  д в и ж е 
ния м а т е р и а л ь н ы х  точек ,  в х о д я щ и х  в д а н н у ю  с и
стему:

П П

К =  2  k j  =  2  т /й р  (20.11)
j= I /=1

где rrij и и, — масса и соответственно скорость /-й материальной 
точки, а п — число точек системы.

При любом и в частном случае при п л о с к о п а р а л л е л ь н о м  
(плоском) движении твердого тела скорость любой его точки равна 
Vj  = vc + vrj, где ус — скорость центра масс, a vr} — скорость /-й 
точки в ее относительном движении вокруг центра масс. Тогда

п п п

к  =  2  т ) ( ® с  +  V rj)  =  2  +  2  т р т ;  =;=i j=1 j= i

=  с +

j=i
где М — масса твердого тела, а — радиус-вектор /-й точки с на
чалом в центре масс,
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2  m i =  2  т / ч  =  4 t  M ~r ic=  °> так как îc =  о.;'=1 /=1
Следовательно, количество движения твердого тела равно произ
ведению его массы на скорость центра масс:

K = M v  с. (20.12)

Перепишем последнее слагаемое правой части полученного ра
венства с учетом (20.5) в виде

§ 109. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Перепишем основное уравнение (19.1) динамики материальной 
точки постоянной массы в виде

mw — mdv
~ЗГ

d (mv )_____ =  я.

Учитывая, что т и  =  к, где к — количество движения материаль
ной точки, получаем

Ж  =  Р. (20.13)

Формула (20.13) выражает теорему об изменении количества 
движения материальной точки в дифференциальной форме: про
изводная по времени от количества движения материальной точки 
равна равнодействующей всех сил, действующих на эту точку.

Из (20.13) следует:

d, (mv) =  P d t =  dS ;
dk =  P dt =  dS,

(20.14)

где Pdt — dS называют э л е м е н т а р н ы м  и м п у л ь с о м  
с и л ы  Р. Направления векторов dS и Р совпадают. Если P =  const, 
S = Pt. Рассмотрим конечный промежуток времени, в течение ко
торого действует переменная сила P(t). В каждый элементарный 
промежуток Ati импульс силы будет PiAti. За конечный рассматри
ваемый промежуток времени от момента t\ до момента t2

П t2
s =  lim =  \Pdt,

л->°° г—1 t.

где в правой части стоит интеграл от векторной функции скаляр
ного аргумента t. Геометрическая сумма импульсов нескольких сил, 
действующих на материальную точку, равна импульсу равнодей-
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ствующей этих сил за тот же промежуток времени. Интегрируя
(20.14), получаем

\  — \  — mv2 — mvl =  S. (20.15)

Полученное равенство выражает теорему об изменении количе
ства движения материальной точки в интегральной (конечной)

форме или теорему импульсов.
Изменение количества движения мате

риальной точки за определенный промежу
ток времени равно импульсу силы, дейст
вующей на эту точку за тот же промежу
ток времени.

В том случае, когда на материальную 
точку одновременно действует несколько 
сил, изменение количества движения будет 
равно импульсу равнодействующей этих 
сил.

Уравнение (20.15) в проекциях на оси неподвижной системы 
прямоугольных координат записывается в виде:

/а
mv2x — mvlx =  SX— |' X  dt;

и
12

mv2y — mvly =  Sy =  f Y dt;

2̂
mv2z — mvu =  SZ=  \ z  dt.

(20.16)

Пример. Определить импульс силы, действующей на катер, за время, в те
чение которого катер, совершая циркуляцию по окружности с постоянной по 
модулю скоростью v, пройдет половину окружности (рис. 20.3). Катер принять 
за материальную точку массой т.

_
Р е ш е н и е .  Отметим, что определить 51 =  j Pdt  нельзя, так как неизвест-

_ и
ны ни сила Р, нн время t ее действия. Воспользуемся теоремой о изменении 
количества движения в конечной форме.

Подставляем значения скоростей в формулу (20.15), учитывая, что

Щ =  — 1>2 и jt'l | =  | f 21 =  V.
Тогда

S =  mv  2 — (— mv2) — 2 mv2.

Таким образом, направление импульса силы S совпадает с направлением щ 
и по величине он равен S = 2mv.

Пример. На флоте широкое распространение получили так называемые сво
боднопоршневые дизель-компрессоры (СПДК). В цилиндре СПДК находятся 
два поршня, рис. 20.4, а, которые при сгорании топлива во внутреннем полости 
движутся в противоположных направлениях и сжимают воздух во внешних ком
прессорных полостях. Схематически процесс происходит следующим образом.
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Когда поршни сближаются и находятся вблизи так называемой внутренней 
мертвой точки, воздух, заключенный между ними, сжат и нагрет. При впрыске 
топлива в этот объем оно воспламеняется и начинается процесс горения. Давле
ние в объеме между поршнями резко повышается, и поршни начинают двигаться 
в противоположных направлениях, сжимая воздух в компрессорных полостях. 
Вблизи наружных мертвых точек происходит интенсивное истечение продуктов 
сгорания, очистка и наполнение рабочего цилиндра воздухом через специальные 
окна. Давление внутри цилиндра падает. Поршни после мгновенной остановки 
начинают движение к внутренней мертвой точке, сжимая свежий заряд воздуха. 
В требуемый момент времени впрыскивается топливо, и процесс повторяется. 
Каждый поршень СПДК можно принять за материальную точку, движущуюся

6
Рис. 20.4.

по горизонтальной прямой, на которую одновременно действуют (рис. 20.4, б) по 
ходу расширения следующие силы: движущая сила Р (разность между силами, 
создаваемыми давлением газов во внутренней и давлением воздуха в наружной
полостях), условно принимаем по величине,__ равной P = P0 cosu>t (Р0,
(o=const), вес поршня G, реакция плоскости N и сила трения скольжения 
FCK(FCK = fcK • N ) . Определить с помощью теоремы об изменении количества дви
жения скорость поршня по ходу расширения газов в цилиндре в любой момент

,  *времени, и в частности для г0 =  ■
Р е ш е н и е .  Прикладываем к поршню, рассматриваемому как точку массой 

т ,  действующие силы (Р, FСк, N, G).
Записываем уравнение (20.15) в проекции на ось х

mv2x — mvlx — S x,
в котором

)
т =  —  ; v Sr =  щ, v ix = 0 ;  Sx =  f (Ро cos at — f CK N)dt .  

s  о
Определяем скорость поршня в любой момент времени 

t
V =  j (Р0 COS at — /ск  N) dt  -  - i -  {J~-  sin оД — /ск  NO-
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Условием начала движения (tf—0) будет Л)>/скЛг. Учитывая, что N = G , по
лучим

Р  £V =  -£ -£ -s in < 0  t — f CKgt. 
и  о>

dx
Определяем координату поршня, учитывая, что v — :

t
X =  j  Ш  Sin <*t — f CKg t \  d t =~-^§,i  1 — cos at) 

o v 10 '
1C

В частности, для /0 =  —

• 1C ■<  ̂ Лsin to—— = 1 ;  cos со —— =  0
zto /to

и, следовательно,

/ ск8 2<»
^о£
Gw2

Время t\ движения поршня до остановки в наружных мертвых точках опре
делится из условия, что о = 0 , т. е. из равенства

P q g ' j. * i r\ . .sm at, — f c Kgt\ — 0 или sin at, — — .G и 1 6 P0

Последнее уравнение решается графически или методом подбора. После 
мгновенной остановки поршни начнут сближаться.

§ ПО. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим движение механической системы относительно 
инерциальной (неподвижной) системы координат. Выделим из дан
ной системы одну /-ю то_чку, масса и ускорение которой будут соот- 

— dv:
ветственно дгу. и — -jp  . Для рассматриваемой материальной
точки, на которую действуют равнодействующие внешних и вну
тренних сил, в соответствии с (19.5) можно записать

m/Wj =  (m/Uj) =~Р? +  Pj ( j — 1, 2, 3 , . . . , « ) .

Записывая подобные равенства для всех точек системы и затем 
их геометрически суммируя, получаем

где
]=1 ;=1

j= i ;'=i
rf* •
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Тогда
_ П

■‘‘и - /J;' (20.17)
j=i

п
где K = ' Z j t n v -— количество движения системы;

;=1 1
П _

Re =  S  Р е: — главный вектор внешних сил, приложенных к
j=i 1

системе;
П

R‘= ^  Р) =  0 — главный вектор внутренних сил.
;=1 1

Уравнение (20.17) выражает теорему об изменении количества 
движения системы в дифференциальной форме: производная от 
количества движения системы материальных точек по времени 
равна геометрической сумме (главному вектору) приложенных 
к ней внешних сил.

В проекциях на оси прямоугольных координат уравнение (20.17) 
можно записать в виде:

ак_
dt ’ - I * ! - : Ре'ПХ'

d_Ky
dt j=l

dKz
dt j=.l

(20.18)

где Rex, Rey и R\ — проекции главного вектора внешних сил на 
оси прямоугольной неподвижной системы координат.

Из (20.17) следует, что dK = Redt, или, интегрируя, получим
h [ п

ъ - ъ Н ' 1 2 35;u \j=1
Обозначим

где

Тогда

1‘Redt =  S e,
ч

i=i
lP j = R e-

K2- K i  =  £  S<j
j= 1

5 е (20.19)
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Формула (20.19) выражает теорему о изменении количе
ства движения системы в и н т е г р а л ь н о й  ( к о н е ч н о й )  
фо р ме .

Изменение количества движения механической системы за не
который промежуток времени равно геометрической сумме импуль
сов всех приложенных к ней внешних сил (импульсу главного век
тора внешних сил) за тот же промежуток времени.

Теорема об изменении количества движения системы позволяет 
исключить из рассмотрения внутренние силы, которые, как пра
вило, неизвестны. Теорема используется, в частности, при иссле
довании движения сплошных сред (жидкости, газы), в динамике 
точки переменной массы, при исследовании удара и т. д.

Условием сохранения постоянства количества движения систе
мы будет равенство нулю главного вектора ^внешних сил, дейст-

_ _ ____
вующих на систему, т. е. Re = 0. При этом -jj  =  0 или /C=const,
где const — векторная постоянная интегрирования, которая опре
деляется из начальных условий. Так, если при / =  0 К = К0, тогда 
const =  Ко-

Таким образом, количество движения механической системы 
остается постоянным, если главный вектор внешних сил, дейст
вующих на систему, равен нулю (закон сохранения количества 
движения). В частном случае все внешние силы порознь могут 
быть равны нулю.

Уравнение (20.19) в проекциях на оси неподвижной прямо
угольной системы координат записывается в виде:

П П
Кчх -  Кгх == 2  S -  Кь, -  1<1у =  2  S p  

Я= 1 я=1
п

К2г- Я и - 2 5щ (20.20)
7 = !

Условием сохранения проекции количества движения механиче
ской системы на какую-либо неподвижную ось прямоугольной си
стемы координат, например на ось х, является равенство нулю 
проекции главного вектора внешних сил на эту ось, т. е. 
если Rex =  0, то Ax =  const — закон сохранения количества дви
жения.

Внутренние силы изменить количество движения системы не 
могут, хотя количество движения отдельных точек системы под 
действием внутренних сил может изменяться. Однако это измене
ние может происходить только таким образом, чтобы количество 
движения всей системы осталось неизменным.

Пример. Определить количество движения кривошипно-шатунного механиз
ма, у которого длина кривошипа равна длине шатуна. Принять, что кривошип
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вращается с постоянной угловой скоростью to, стержни однородны и постоянного 
сечения и их центры масс совпадают с серединами стержней (рис. 20.5).

ОА—АВ— г  Определение К графически

Р е ш е н и е .  Определяем в произвольный момент времени (<р=ш̂ ) координа
ты центров масс звеньев: кривошипа 1 , шатуна 2 и поршня 3 и соответствующие 
проекции скоростей. Результаты помещаем в табл. 7.

Т а б л и ц а  7

К о о р д и н а т ы  и п р о ек ц и и  
с к о р о с т е й  ц е н т р о в  

м а с с  з в е н ь е в

Ц е н т р  м а с с  з в е н ь е з

1 2 3

X - С -  COS a t
З г

—~  COS w t 2 г  c o s  a t

У
Г

~2 ~ s in
r  . ,

—  s m  to t 0

Vr - x
гы .

-------- S in  0>r
3 r a  .

-------- s in  a t — 2 r a  s in  a t

*

и r w  .
——  COS bit

/* «  , 
— c o s  ы1 0
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Определяем проекцию количества движения на ось х 
з

к х  =  . 2  К } х  =  +  т & ч х  +  Щ Щ Х =  - J -  (  —  -? •  s in  ш0  +

+  ( — sin “ *) +  -у- (—2/-ш sin wt) =

=  — (Gx +  3G2 -f 4GS) sin Ш/1.

Определяем проекцию количества движения на ось у:
з

Ку = 2  = тМу + ™&гу + щигу =
j=i

М| < |„ | |  ц ,  , ц | |  |~Н и | ц , р м 1| ^ | / 1гТ | | < w i j i p j - i i . j j ii iw i | ^ i |f f 'y i ^ ~ i r r  1 .1 ШШ 1 1 "  "  "  in

Рис. 20.6.

Количество движения системы в момент, когда кривошип повернут на угол 
ср=ш t, будет:

« = V ^ x  =

— -я— У  (Gi + 3 0 2 +  4G3)2 sin2 ml -f- (Gi +  0 2)2 cos2 «>£.

— _Л_ /г
Направление вектора К определяется из равенств: cos (i, К) — —тт~\

К
- А _  К у

cos (у, К) — —jr-- В частности, при / =  0 /(* =  0; Ку =
g

-(Oj +  Gs). т . е. К
направлен по оси р.

При графическом решении задачи вначале строят план скоро
стей, определяют Kj = tn.jVj каждого стержня, которые затем гео
метрически складывают (рис. 20.5).

Пример. Буксир (рис. 20.6) водоизмещением 600 т, величина скорости кото
рого v 6 =l,5  м/с, начинает буксировать с помощью троса подводную лодку во
доизмещением 1200 т. Определить: 1) величину общей скорости лодки и букси
ра Уобщ, если движущая сила и сила сопротивления воды уравновешиваются; 
2) натяжение троса, если движение подводной лодки до достижения общей ско
рости продолжалось 1 с и было равноускоренным.
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н
Р е ш е н и е .  Определяем vo6m из уравнения К2к— К 1Х =  j R exd t =  О,

г,
откуда следует, что Kix^Kix,  где K i x - m 6v6 + 0  — количество движения систе
мы (буксир + ПЛ)  до натяжения троса; К2г = (тб + т11л') vo6ui — количество
движения системы (буксир +  ПЛ) после натяжения троса.

Следовательно,

/ , \ m6v 6 600-1,5 ,  .m6v6 = ( m 6 + mnJl)vo6al, откуда ^  =  ^  =  ^ ^ = 0 , 5  м/с.

Усилия, действующие в сечениях троса, являются внутренними и на коли
чество движения системы не влияют. Однако с точки зрения прочности троса, 
если натяжение превысит предельное, может произойти обрыв троса. Для опре
деления продольной силы N  мысленно рассечем трос сечением / —/  и рассмот
рим систему «ПЛ+трос» (рис. 20.6), для которой N является внешней силой. 

Определяем натяжение троса из равенства

,ипла 'пл =

где при равнопеременном движении

«'пл =  1т а  = - ^ -  =  0.5 м/с*.

Следовательно,
1200 - 103N  = ■ X  0 - ■•0,5 =  60 000 кгс =  60 тс.
У ,о!

Натяжение троса можно определить, применяя теорему об изменении количе
ства движения к системе «буксир — трос».

Тогда
m&v 2 — m&v x ~  Л/Срt.

откуда

д, m6 (v2 ~ v i) Лср -  t
600-1О3 

9,81 •(0,5 — 1,5)

1
=  —60- 10s кгс =  —60 тс.



Г Л А В А  21

ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ

§ 111. ПОНЯТИЕ О ТЕЛЕ ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ

Рассмотрим систему материальных точек, каждая из которых 
имеет постоянную массу. Однако массу всей системы будем счи
тать переменной за счет изменения ее состава. Примером такой 
системы является ракета: к концу активного участка траектории 
она теряет большую часть своей первоначальной массы. Реактив
ный самолет также является примером такой системы. Масса са
молета изменяется как за счет расхода топлива, так и за счет 
сбрасывания, например, парашютного десанта, бомбовой нагруз
ки, стрельбы снарядами и т. п. С движением тел переменной массы 
имеют дело при исследовании процесса обледенения, при движе
нии барабана со сматывающимся тросом и т. д.

Т е л о м  п е р е м е н н о й  м а с с ы мы будем в дальнейшем на
зывать такое тело, масса которого изменяется в процессе движения 
вследствие присоединения к нему или отбрасывания (удаления) 
от него элементарных частиц. Точки, изменяющие массу тела, не 
возникают и не исчезают, а вводятся в рассмотрение или исклю
чаются из него.

Если при рассмотрении движения тела переменной массы ки
нематическими элементами вращательного движения его можно пре
небречь по сравнению с элементами поступательного движения, то 
такое тело называется материальной точкой переменной массы.

Создателями теории движения точки переменной массы явля
ются русские механики И. В. Мещерский и К. Э. Циолковский.

Проф. И. В. М е щ е р с к и й  в 1897 г. опубликовал ра
боту в этой области — «Динамика точки переменной массы», а в 
1904 г. другую — «Уравнения движения точки переменной массы 
в общем случае», в которой рассмотрел общий случай движения 
точки переменной массы.

К. Э. Ц и о л к о в с к и й  в 1903 г. опубликовал работу «Исследо
вание мировых пространств реактивными приборами», в которой 
изложил результаты исследования прямолинейного движения тел 
переменной массы (ракеты). Он показал, что при достаточно вы-
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соких относительных скоростях отбрасывания частиц и больших 
отношениях начальной массы к конечной можно добиться весьма 
высоких скоростей полета. К- Э. Циолковский разработал также 
основы теории многоступенчатых ракет.

Советские ученые в последние годы добились исключительных 
успехов в области реактивной техники.

При исследовании движения материальной точки переменной 
массы делаем следующие допущения.

Масса материальной точки изменяется за счет н е п р е р ы в 
ног о  присоединения или отделения частичек, массы которых по
стоянны и весьма малы по сравнению с массой материальной 
точки.

Взаимодействие материальной точки и присоединяющихся (от
деляющихся) частиц происходит в момент присоединения (отде
ления). Частицы, присоединяющиеся к материальной точке, начи
нают двигаться с той же скоростью, что и точка. Начальная ско
рость отделяющихся частиц равна скорости материальной точки.

Эти допущения И. В. Мещерский сформулировал следующим об
разом: к системе непрерывно присоединяются (или отбрасывают
ся) частицы бесконечно малых масс таким образом, что скорости 
точек системы изменяются непрерывно, тогда как скорости при
соединяющихся частиц изменяются на конечные величины в мо
менты их присоединения к системе.

Таким образом, масса материальной точки т предполагается 
изменяющейся непрерывно m=*m(t) и является дифференцируемой 
функцией времени. Отметим, что центр масс поступательно дви
жущегося тела переменной массы изменяет свое положение отно
сительно тела, что не учитывается при исследовании движения 
материальной точки переменной массы.

§ 112. ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ. УРАВНЕНИЕ И. В. МЕЩЕРСКОГО

Рассмотрим общий случай движения материальной точки пере
менной массы, когда частицы одновременно присоединяются к ма
териальной точке и отделяются от нее. Обозначим (рис. 21.1):

v — вектор абсолютной скорости материальной точки; 
ии и2 — соответственно векторы абсолютной скорости при

соединяющейся и отделяющейся элементарных ча
стиц;

т, Ami, Д т2— соответствующие массы материальной точки при
соединяющейся и отделяющейся частиц.

Для исследования движения материальной точки переменной 
массы используем теорему об изменении количества движения си
стемы в дифференциальной форме.

В произвольный момент времени t количество движения си
стемы (точки и частицы)

К\ =  tnv (t) -f &nilal {t). (21.1)
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После присоединения и одновременного отделения частиц к мо
менту времени t + At

К2 =  (т. +  Anti — Ат2) v (t +  At) +  Amr  и2 (t +  At). (21.2) 

Таким образом, изменение количества движения системы 
AK =  Ki - K 1= m [ v ( t  + At) —~v (0] —

—  Апц [v (t -f Дt) — u2 (t +  At)J -f Aml [v (t +  At) —  Тц (*)].

Скорость и масса материальной_точки являются непрерывными 
функциями времени; при Д/->-0 Ду- й), Am.i-^0, Д т 2-й). Поэтому 
теорему об изменении количества движения можно записать в 
виде

Нш
ДГ>0

или

да:
м

с/К dv
—г г  - - Ш —п -dt dt

dm ,  ( -{%) U2) +  [v Mj) =  Re (21.3)

tn dv
Ж

dt

^  + -ТЙГ («1 “  “dt

dt

dm2 / — —\ (21.4)

где Re— главный вектор внешних сил, приложенных к системе.
Пренебрегаем внешними силами, действующими на присоеди

няемые и отделяемые частицы, а также принимаем, что силы, при
ложенные к точке переменной массы, приводятся к равнодействую
щей Р. Тогда Re = P и уравнение движения точки переменной 
массы будет

m dv
dt Р +  («! — V) -  (« 2 -  V) dmdt (21.5)
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Полученное уравнение называется обобщенным уравнением 
Мещерского.

Рассмотрим момент времени, когда масса материальной точки 
будет равна

т =  т0 +  т1 — тъ

где т0 — начальная масса. Массовый секундный расход tnQ — 
dm ! dm 2

~  ~~di 1 Г  '
Если масса точки изменяется т о л ь к о  в с л е д с т в и е  при-

dm2 г. dm dm, „с о е д и н е н и я  ч а с т и ц ,  то =  0 и -щ- =  . Если же имеет
dm1 ^ dmместо т о л ь к о  о т д е л е н и е  ч а с т и ц ,  то - ^ -  =  0 и ~ Г Г ~ ~

— . Обозначим и, — v =  u(rl) и u2 — v =  u(?\ где й{г1) и и{?  ~
о т н о с и т е л ь н ы е  скорости соответственно присоединяющихся и 
отделяющихся частиц.

Тогда дифференциальное уравнение движения материальной 
точки переменной массы как для случая т о л ь к о  присоединения, 
так и для случая т о л ь к о  отделения частиц можно записать в 
форме

т dv
di =  P + U r dm

ИГ ■ ( 21.6)

В случае присоединения частиц
dm

ИГ < 0 .
Обозначим в равенстве (21.5)

тс dm
ИГ >0, при отделении

или
(«1 ~  v) dmx

dt
~  dm2 ф

dt

й? dmx - т  dm,t
dt r dt

(21.7)

где Ф называется р е а к т и в н о й  силой.  Тогда

т dv
ИГ =  Р +  Ф. ( 21.8)

Таким образом, дифференциальное уравнение движения точки 
переменной массы приводится по форме к дифференциальному 
уравнению движения точки постоянной массы, в правой части ко
торого к равнодействующей внешних сил, действующих на точку, 
должна быть присоединена реактивная сила. Отметим, что даже 
при отсутствии внешних сил материальная точка переменной массы 
может двигаться с ускорением под действием реактивной силы.
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§ 113. РЕАКТИВНАЯ СИЛА

Остановимся несколько подробнее на исследовании реактивной 
силы Ф, которая существенно зависит от о т н о с и т е л ь н о й  с к о 
р о с т и  (соответственно присоединяющихся или отделяющихся ча
стиц), т. е. от величины и г —  и  —  V.

При одновременном присоединении и отделении частиц реак
тивная сила равна нулю, если

dm ! 
~ d f V ) v).

Заметим, что если ;м а с с о в ы й с е к у н д н ы й р а с х о д п р и-
е д и н я ю щ и х с я и о т д е л я ю щ и х с я ч а с т и ц б у д е т

dm 1 dnin dm тои н а к о в, т- е- dt ~  dt dt  '

Ф- dm f— 
~ dt («1

—\ dm
2-® .

dm 
’ dt (21.9)

Из полученного уравнения (21.9) следует, что появление реак- 
„ dm, dm., .тивнои силы при =  -^г-обусловливается геометрической раз

ностью скоростей присоединяющихся и отделяющихся частиц. 
В том случае, когда и{г2) =  и2 — ц =  0 и абсолютная скорость при
соединяющихся частиц «1 =  0, из (21.4) следует, что

dv
dt =  Р ~

— dm
V4T>

откуда
d jmv)  _  р  

dt ~ ( 21. 10)

В формуле (21.10) масса является переменной величиной. Рас
смотрим более подробно случай только отделения частиц, т. е.
когда в уравнении (21.6) < 0 :

т. е. Ф направлена в сторону, противоположную иг.
В том случае, когда отделение происходит в направлении, 

п р о т и в о п о л о ж н о м  скорости о:
dm

~ЗГ (—а — v) =  ■ dm ( , \
(« +  * )  =

dm
~W и ,> 0 ,

т. е. реактивная сила направлена по скорости движения v, являет
ся движущей силой и имеет наибольшее значение.

Когда отделение частиц происходит в направлении скорости v,
dm
dt « ,<  о,
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t. 6. реак!ивНая сила направлена против направления скорости  
и является т о р м о з я щ е й .

Реактивная сила обращается в нуль, если:\ din _
а / in — Ф т- е- масса материальной точки постоянна;
б) иг — 0, т. е. когда о т н о с и т е л ь н а я  с к о р о с т ь  равна 

нулю.
Численные значения реактивной силы зависят от массового се

кундного расхода и относительной скорости иг отбрасываемых ча
стиц. Так, если принять время сгорания горючего весом G= 13,5 кН 
равным 10 с и относительную скорость «,.= 1500 м/с, получим 
среднее значение реактивной силы:

ф = т г а> = т ш г ' 1500« 206«н.

Обратим внимание на то, что в данном примере реактивная сила 
по модулю превосходит вес топлива (Ф > 0 ).

§ 114. ФОРМУЛА К. Э. ЦИОЛКОВСКОГО

^Рассмотрим движение ракеты (рис. 21.2), состоящей из постоян
ной массы тк — ракеты без горючего, и переменной массы горю

чего т г. Тогда т — тк + тг. Масса газов, выходящих из сопла в 
секунду (массовый расход), определяется по равенству

dm __ dmK , dmr dmT
dt dt ' d t~  ~dt  -

В дальнейшем предполагаем, что ракета движется прямоли- 
нейно. Относительная скорость истечения газов постоянна (иг = 
=  const) и направлена в сторону, противоположную v.

Сопротивлением воздуха и силой тяжести по отношению к ре
активной силе можно в первом приближении пренебречь. Отметим, 
что это справедливо лишь при достаточно большом удалении ра
кеты от Земли. Тогда уравнение движения ракеты будет иметь 
вид



или
mdv — —urdm,

откуда
dv =  — ur dm 

ni *

Интегрируя, получим
V  ГП

ИЛИ

v — v0 =  —ur In =  ur In , где m0 =  mK + mr0

— начальная масса ракеты.
Выражение, определяющее скорость ракеты в любой момент 

времени,
v =  v0 +  ur In тк +  тТ о 

тк +  тТ ( 21. 12)

Максимальная скорость в конце активного участка, когда /пг=О, 
определяется из равенства

v шах =  ^0 + «, In mK -f mго
mK (21.13)

Обозначим
Щ _  mк + mn __ j  «го 
mK mK +  mK (21.14)

где z  называется числом Циолковского. Тогда так называемая 
идеальная (характеристическая) скорость будет

® т а *  =  ^0 4 - In г. (21.15)

Уравнение (21.15) впервые было получено К. Э. Циолковским 
и является п е р в о й  ф о р м у л о й  Ц и о л к о в с к о г о .  Из фор
мулы (21.15) следует, что наибольшая скорость ракеты зависит 
от ее начальной скорости v0, от относительной скорости истече
ния продуктов сгорания иг и от числа Циолковского z, т. е. от 
относительного запаса топлива.

Важно отметить, что скорость ракеты в конце активного уча
стка при сделанных предположениях не зависит от того, насколь
ко быстро сгорает топливо, т. е. от закона горения.

Формула Циолковского указывает пути получения больших
скоростей. Увеличение иг и связано с видом топлива и кон
струкцией ракеты.
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У крупных ракет - = 3 - ^ 4  и более, «г =  2000—2500 м/с. Пер-тк
вую космическую скорость, равную 7,9 км/с, можно получить в
одноступенчатой ракете при и0 =  0 для —  = Зч-4 при иг =  6000 м/с.

т к

Формула Циолковского указывает, что vmax = 7,9 м/с может быть 
достигнута за счет увеличения v0. Это достигается путем создания 
многоступенчатой ракеты, части (ступени) которой по мере израс
ходования топлива, содержащегося в них, автоматически отде
ляются.

d xУчитывая, что v =  и при 1 =  0 х0 =  0, пользуясь равенством 
(21.12), запишем

dx  =  vQdt +  и In d t ,и | г т ’

откуда
t

x  =  v0t +  dt, (21.16)
о

где
т0 =  тк +  тТ0 — начальная масса ракеты;
m =  mK-f  тГ — масса ракеты в момент времени t.

Из равенства (21.16) следует, что расстояние х, проходимое 
ракетой, существенно зависит от закона изменения ее массы, т. е. 
от закона сгорания топлива.

Рассмотрим в качестве примеров два закона изменения массы 
ракеты:

а) т =  mQe~[it— экспоненциальный (показательный) закон. 
Тогда

1 п ^
l n =  откуда t = — гр—. (21.17)

т 0 Р

Время полета ракеты на активном участке траектории

ty-

x  =  v.

in-B- 1П 2 о От к 121 181
Р -  р *

:ляется из (21.16):

+  - J $tdt =  v0t + иг~ ~ . (21.19)

Из (21.19) следует, что движение ракеты равноускоренное, 
б) т =  т0 (1 — a t ) — линейный закон.
Тогда In —  — — In (1 — a t )
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и
t

X — v0t — иг j i n  (1 — a t) dt =
0

=  V(jt -|— [(1 -  «0 In (1 -  at) +  at]. ( 21.20)

В т о р а я  ф о р м у л а  Ц и о л к о в с к о г о ,  
кеты, дифференциальное уравнение движения

dv
dt =  —mg — и,

dm
И Г '

Учитывая вес ра- 
будет иметь вид

откуда
dv =  — gdt — ur .й г т

Принимаем g =  const и «r =  const. Тогда после интегрирования 
получаем

v - v 0 =  - g t  + ur l n-^- .  (21.21)

Максимальная скорость (при т = тк) определится по формуле

®тах =  ^0 -  gt +  К, In ~  ~  g* +  Ur ‘П (21-22)

Э то и е с т ь  в т о р а я  ф о р м у л а  Ц и о л к о в с к о г о .
Учитывая, что

йх  , , , т0

®=в-5Г===г,о - ^ + ^ 1п^Г»

находим координату х. Полагаем, что при t = 0 хо = 0. Тогда
т

x  =  Vot - ! ] L  + Ur^]n Ih. dt. (21.23)
т0

Как и ранее, координата х является функцией закона сгорания, 
т. е. изменения массы ракеты.

Так, например, при показательном законе изменения массы из
(21.17) и (21.23) следует

I
x  =  v0t - S f  + » , j  ^ d t  =  v0t - { u ^ - g ) ~ - .  (21.24)

о
Очевидно, длина активного участка траектории определяется из 
равенства

Г
х тах =  ^ 1 +  (»,Р

где t\ находим из равенства (21.18),
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При принятых допущениях высота вертикального подъема ра
кеты после активного участка определяется из равенства

„2
= 2 g  ‘

Следовательно, общая высота подъема, например, метеорологиче
ской ракеты равна

И =  ^тах +  А1 =  ^тах + 2* ( 21.26)

Во второй формуле Циолковского принято, что g =  const. В дей
ствительности g изменяется. Используем для определения зависи
мости g от высоты закон всемирного тяготения, который записы
вается в виде

p = k ^ ~ .

где Р — величина силы, действующей между материальной точ
кой и Землей;

т и М — массы материальной точки и Земли;
г — расстояние между центром Земли и точкой; 
k — постоянный коэффициент.

Обозначим средний радиус Земли через R0. На поверхности
. n  ktnM , *0*3Земли сила притяжения будет Р — mg0 =  —-д—, откуда я — -гг-.

Кг, т

Следовательно,

Р = *о*о тМ 
~ М =  go

mRn

Подставляя P — mg, после сокращений получаем

*о .. „ *о g —go Г 2 go (х + goy >

что и следует учитывать при уточнении второй формулы Циолков
ского.

Пример. Полная масса ракеты 12,5 т, масса горючего 8,8 т. Определить 
максимальную высоту вертикального подъема ракеты, максимальную скорость и 
мощность двигателей в конце активного участка, если принять закон изменения 
массы в виде m—moe~0’0?t и величину относительной скорости истечения газов 
равной ur =  2000 M/c=const. Сопротивлением воздуха и изменением ускорения g  
пренебречь.

Р е ш е н и е .  Определяем число Циолковского по равенству (21.14)

_  то _  12500 о 38
тК 12500 -  8800 ’ '

12- 355



По формуле (21.18) определяем продолжительность полета по активному 
участку траектории

Ц =  2 ,3  ■ —Р
2 , 3 -1ёА ^ - ^ 6 1  с.

0,02

По формулам (21.22) и (21.25) находим при уо=0:

v max = —gt, + uf In z =  —9,81 -61 +  2000 In 3,38 =  

=  —600 +  2000-1,22 =  1840 м/с;

' '’max =  Ш - S )
4 (2000-0 ,02— 9,81)

612
;55100 м = 5 5 , 1  km.

Общая высота подъема ракеты по формуле (21.26)
„2

Хтах +
v max скчлл , 18402

= 55100 + 2Т9Ж ;227 км.

В действительности с учетом сопротивления воздуха 
vmax п Хтах будут меньше.

Мощность, развиваемая реактивной силой к концу актив
ного участка траектории, будет равна

N — Ф-и„

. dmт  где Ф =  — и, —т—.Я?2 dt
При принятом законе изменения массы

ф =  — Щ (m0e ~ ?t) = iir$m0e ~ ?t.

В конце активного участка щ е -l«i __тк

M = u r $-rnK.v milx =
2000-0.02-3700-1840

1000

и, следовательно,

=  272000 кВт.

Пример *. В трехступенчатой ракете принять массы корпу
сов по ступеням соответственно М\, А42=0,5 Мь Мз=0,5 М2 
(рис. 21.3). Числа Циолковского по первой и второй ступе- 

Рис. 21.3. ням принять равными Zi= z2=4. Величина относительной ско
рости истечения ur =  2000 M/c=const, начальная скорость ра
кеты е0=0.

Массы горючего по ступеням обозначим соответственно т ь т2 и т3. Опре
делить суммарную массу горючего, потребную при запуске трехступенчатой ра
кеты, и сопоставить ее с массой одноступенчатой, если для обеспечения выхода 
на орбиту вокруг Земли необходимо, чтобы ит ах =  8 км/с.

Р е ш е н и е .  Согласно уравнению Циолковского

h  max =  ur In г х = uT In
Mi 4- M 2 +  M3 +  m\ -j- m2 -f- m3 

Mi +  M 2 +  M3 +  m 2 -f m3 '

* H. А. Б р а ж н и ч е н к о  и др. Сборник задач по теоретической механике.



где t>imax — скорость в конце первого активного участка (непосредственно перед 
отделением первой ступени);

v 2 max V1 max +  ur 111 =
A'l2 4- 443 4- tn2 -f- ni2 

442 +  M3 4- m3

где vi max — скорость в конце второго активного участка (без отделившейся 
первой ступени).

Скорость Va max в конце третьего активного участка (после отделения вто
рой ступени) будет

v3 max =  иг 1п г з +  V2 max =  иг In z t +  иг In 22 +  ur In z 3 =  ur In Z£iZ3,

где z 3 =
M3 + m3

M 3
1 + jn3

M 3

Из последнего равенства следует, что

V*
»з I

In z 1z 2z 3
-'3 max 

Ur
или z ,z 2z 3 — e

Следовательно,

2:, = ■
Ure r

8000
„2000

=  3,41.z tz 2 4-4

Зная число Циолковского для третьей ступени, находим т3:

т3 =  (z3 — 1) М 3 = Сг3 — 1)0,2544, =  (3,41 — 1) 0,2544, =  0.602544,.

Определяем т2, зная из условия задачи, что

Z.
М 2 4- 443 т 2 4~ ui3 _j

442 +  М 3 +  т3

_____т2
442 +  М3 +  т3

=  4.

откуда

т2 - ( 4 — 1) (442 + М 3 + т3) =  3 (0.544, +  0.2544, +  0.602544,) =  4.05544,. 

Определяем от, аналогично предыдущему

_  44, 4- М 2 4- М 3 4~ М\ 4- т 2 4- т3 _  ^
1 м 1 +  М 2 +  М3 +  т2 4- т3

откуда
nil =  3 (М j 4- М 2 4- 443 4- т 2 4- т3) =  3 (44, 4- 0,544, + 0,2544, +

4- 0.602544, 4- 4,05544,) =  19,2344,.

Таким образом, суммарная масса горючего в трехступенчатой ракете 

nii 4- т2 4- т3 =  19,2344! 4- 4,05544, 4- 0,602544, =  23 ,944 ,.

При запуске одноступенчатой ракеты

wmax =  «г in 2 =  и, In
.A'fj -J- М 2 Л4$ -j- fti 

Mi +  M 2 +  Мъ 1 + _____ i _____ V
44, 4- M 2 4- M3 J
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m̂ax
UTУчитывая, что г — е =  е1, находим, что масса горючего

т =  (Af, +  М 2 +  М3) ( г —  1) =  (М4 +  0,5/И, +  0,25Л1,) (54,6 — 1) =  98Af„

В ы в о д .  При запуске одноступенчатой ракеты потребуется в условиях за
дачи иметь горючего приблизительно в 3,9 раза больше, чем в трехступенчатой. 
В одной ступени гт ах<6. К- Э. Циолковский предсказал необходимость созда
ния многоступенчатых ракет.



Г Л А В А  22

ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

До сих пор эффект действия сил на материальную точку или 
на механическую систему в теореме об изменении количества дви
жения мы связывали с временем действия сил. При этом, изучая 
движение механической системы, мы рассматривали импульсы 
только внешних сил, исключая внутренние. Однако в сложных си
стемах внутренние силы иногда бывают весьма велики. Поэтому 
в тех случаях, когда необходимо учитывать эффект действия всех 
сил как внешних, так и внутренних на соответствующих переме
щениях, а также исключить из рассмотрения заранее неизвестные 
реакции идеальных связей, целесообразно использовать теорему, 
связанную с изменением энергии системы. Особенно полезно ис
пользовать эту теорему, когда взаимодействие материальных то
чек зависит от положения их в пространстве, т. е. когда силы 
являются функциями координат точек их приложения.

§ 115. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Пусть (рис. 22.1) материальная точка массой т движется вдоль 
траектории под действием приложенной к ней равнодействующей 
силы Р. В соответствии со вторым законом динамики

mw =  Р.

Умножая обе части равенства скалярно на dr, имеем
mw ■ dr =  Р ■ dr. (*)

Преобразуем левую часть равенства (*), учитывая, что

w ~  -4т- и dr =  vdt.
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Таким образом, при постоянной массе

( 22.1)

Скалярная величина п™ , стоящая в скобках, называется ки 
н е т и ч е с к о й  э н е р г и е й  материальной точки. Скалярная ве
личина (Р • dr), стоящая в правой части равенства (22.1), назы
вается элементарной работой силы Р, приложенной к материаль
ной точке, на перемещении dr.

Рис. 22.1.

Кинетическая энергия характеризует возможность механиче
ского движения превращаться в другую форму движения.

Равенство (22.1) выражает теорему об изменении кинетической 
энергии материальной точки в дифференциальной форме: диффе
ренциал кинетической энергии материальной точки равен элемен
тарной работе равнодействующей сил, приложенных к ней.

Интегрируя обе части равенства (22.1) вдоль дуги траекторииП
от точки М0 до точки М\ и учитывая, что Р — ' ^ Р р  получаем

;=1

2 2 п mv т mvZ с ------ V4 С — ~
V - ----- 2̂ ~ ~  I  =  2  J P j d r ^ A .  (22.2)

(ЛЦЛЦ) { 1 (AI0V)

Равенство (22.2) выражает теорему об изменении кинетической 
энергии материальной точки в конечной (интегральной) форме. 
И з м е н е н и е  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  м а т е р и а л ь н о й  
т о ч к и  на некотором конечном перемещении равно сумме работ 
всех сил, приложенных к этой точке, на том же перемещении.

Отметим, что в том случае, когда материальная точка не яв
ляется свободной, в число сил, приложенных к точке, включаются 
не только заданные (активные) силы, но и реакции связей.
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§ 116. РАБОТА И МОЩНОСТЬ

Элементарная работа силы на малом перемещении точки ее 
приложения, при котором изменением силы можно пренебречь, 
равна

ЬА — Р- dr. (22.3)

Работа — скалярная величина, являющаяся мерой действия 
силы на некотором перемещении. Из формулы (22.3) следует, что 
элементарная работа равна произведению величины силы на ве
личину перемещения и на косинус угла а между ними, т. е.

8Л =  Р- dr — Pds cos (Я, dr) — Р ds cos я, (22.4)

так как при отсчете дуги траектории в сторону движения dr= 
= vdt = dsi, и, следовательно, \ d r \~ d s .

При 0< а< 90° работа положительна, сила направлена в сто
рону движения. При а =  90° ЗЛ =  0. При 90°<а<180° работа отри
цательна, сила направлена в сторону, противоположную дви
жению.

Из (22.4) следует, что
=  Я cos о. ■ ds =  Р. ds, (22.5)

где Р — проекция силы Р на направление элементарного переме
щения dr или на направление скорости точки приложения силы/5. 
Подставляя в (22.3) значения Р и dr через их проекции на оси 
прямоугольной неподвижной системы координат, получим

hA =  P - d r = X d x + Y d y  + Z dz .  (22.6)

Формула (22.6) позволяет определить элементарную работу 
аналитически через проекции силы и перемещения. При обозна
чении элементарной работы употребляется символ 3. Это объяс
няется тем, что в общем случае правая часть (22.6) не является 
полным дифференциалом. Полная работа силы Р на конечном 
участке траектории от Л40 до точки М\

А =  f ( X d x +  Ydy  + Zdz) .  (22.7)
(M„V)

Единица измерения работы — Н -м (джоуль) в системе СИ 
и кгс-м — в системе МК.ГСС.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и  в ы ч и с л е н и я  р а б о т ы  а н а л и т и 
ч е с к и м  с п о с о б о м .

Р а б о т а  п о с т о я н н о й  с и л ы Р =  const на прямолинейном 
перемещении s (рис. 22.2).

А — Ps cos а. (22.8 )
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Р а б о т а  с и л ы т я ж е с т и  в о д н о р о д н о м  с и л о в о м  
п о л е  (рис. 22.3). Тогда

г, г,

X  = Y  =  0; Z  =  — G и А =  J =  — j* Gdz  — G (г0 — z x)
Zq

ИЛИ
A — ± Oh, (22.9)

где h — величина вертикального перемещения. Положительный 
знак работы соответствует случаю, когда направления силы тя-

Р

жести и перемещения совпадают. Отметим, что работа силы тя
жести не зависит от траектории, по которой точка приложения 
силы перемещается из точки Д40 в точку М\.

Силы, которые обладают таким свойством, называются п о т е н 
ц и а л ь н ы м и .

Р а б о т а  с и л ы у п р у г о с т и .  Сила упругости, действующая 
вдоль, например, оси Ох, равна X — —сх, где с — коэффициент же
сткости (рис. 22.4). Отрицательный знак указывает на то, что
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сила упругости направлена в сторону, противоположную переме
щению. Тогда

Л'1 .Vi ? 2
A — j X d x  — ~  j cxdx — c X° Xl . (22.10)

*0 r0

В полученной формуле x0 и x t — соответственно начальное и ко
нечное перемещения. Можно показать, что с и л а  у п р у г о с т и  
тоже является п о т е н ц и а л ь н о й .

При центральном растяжении (сжатии) стержня осевой силой 
его внутренние упругие силы совершают работу. При деформации 
растяжения (сжатия) жесткость определяется по равенству с =

EF гДе Е — модуль упругости, a F — площадь поперечного се
чения. При х0 =  0 и Xi = Al получаем из (22.10)

А =  - Ц l i f l .  (22.11)

Р а б о т а  с и л ы  т р е н и я .  Сила трения по величине равна 
FTV — fN и направлена в сторону, противоположную перемещению 
точки. Следовательно, при прямолинейном движении

Mi м,
А = — \ Frpds =  — J  f CKNds ,  (22.12)

ж, ж,

при f CKN — const А = —f CK/Vs. (22.12а)

Р а б о т а  ц е н т р а л ь н о й  с и л ы.  Центральной называют та
кую силу, линия действия которой постоянно проходит через не
которую определенную неподвижную точку — центр силы 
(рис. 22.5). Рассмотрим центральную силу, которая зависит от ра
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диуса вектора материальной точки, к которой эта сила приложена, 
т. е. Я =  Я(г). Элементарная работа центральной силы будет §Л =  
~Т(г)-й7.  Обозначим через г° единичный вектор (орг), направ
ленный по радиусу-вектору материальной точки. Тогда Р(г) =

=  —Р.}° - —Р-~  и 8Л — —Р (г) dr =  —P -у- dr. Используем оче
видные равенства:

р  =  г-г  и 2rdr =  2rdr.

После подстановки значения rdr=rdr в выражение 8Л полу
чаем

b A = ~ P  — dr =  - P — = ~ P d r .  г г
Следовательно,

Ы  =  — Р(г) dr — — Р dr.
Таким образом,

о
А =  P(r)dr,  (22.13)

Го
где Г]>г0 и отрицательный знак берется при притяжении к не

подвижному центру, а положительный — при отталкивании.
Работа центральной силы, являющейся функцией расстояния, 

не зависит от формы траектории материальной точки, а зависит 
только от значений г0 и г\, отсчитываемых от центра силы. Так,
если принять, что величина силы п р и т я ж е н и я  Р(г) =  — к - у  ,
где г — расстояние между телом массой М, расположенной в непо
движном притягивающем центре, и материальной точкой массой гп, 
расположенной в пространстве, коэффициент к =  const, тогда

Г,

k d - d r ^ k m M ^ - ^ - y  (22.13а)

Г р а ф и ч е с к и й  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  р а б о т ы .  Если 
задана зависимость Р  = / (s) графически (рис. 22.6), то, учитывая 
масштабы построений ps и цР, получаем

8Л =  P^ds =  dF ■

и, следовательно,
A — F-pp,

где F — площадь, a pp =  pp-p.s— масштаб площади диаграммы.
Так, при растяжении стержня из мягкой стали (например, сталь 

Ст.З) осевой силой Р диаграмма растяжения до предела пропор
циональности будет иметь вид, представленный на рис. 22.7, а.
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В пределах пропорциональности работа, совершаемая силой Р, 
равна

А  =  - ^ ~  ~ F a -\1f =  17,5-10~5 кН-м,

где ^д —17,5 см2 — площадь заштрихованного треугольника, а 
[1/г= Ы - 10- Б =  10-5 кН-м/см2.

Для вычисления работы силы Р, затрачиваемой на разрыв об
разца, в полученную формулу следует поставить площадь Т7 всей 
диаграммы растяжения.

Рис. 22.7.

Мощность. Разделим обе части равенства (22.1) на dt. Тогда
d (  mv2  ̂ п  dr ЬА 

ЧГ\  2 ) ~  И'~Ж ~~dt ’

Правую часть последнего равенства можно записать в виде

=  ? . : ; =  ЛГ. (22.14)
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Скалярное произведение силы Р на скорость v точки, к которой 
она приложена, называется мощностью N силы.

Таким образом, производная по времени от кинетической энер
гии материальной точки равна мощности силы, действующей на 
эту точку,— вторая дифференциальная форма теоремы об изме
нении кинетической энергии материальной точки

4 г ( - = Т (22Л5)

За единицу мощности в системе СИ принимают Вт= —— ■ В си-
кге -м

стеме МКГСС за единицу измерения мощности принимают -

-7 г- кге-м ^и лошадиную силу, равную 7о —-— . Связь между единицами
мощности в разных системах выражается равенством 
1 Вт =  0,102 ЛЕ12! .

Другая большая единица измерения мощности 1 кВ т— 102 EEL11— 
=  1,36 л. с.

При мер. Самолет движется в вертикальной плоскости по траектории, пред
ставленной на рис. 22.8. Рассмотрим частный случай *, когда движение самолета 
из начального положения 0 = 0 )  совершается благодаря приобретенной началь
ной скорости vо и действию силы тяжести. Определить величину скорости и0 са
молета, если известно, что в точке А траектории летчик, будучи не прикреплен 
к креслу самолета, не падает вниз.

Р е ш е н и е .  Установим условие того, чтобы летчик, которого мы принимаем 
за материальную точку массой т, не отрывался от сиденья в точке А (как го
ворят «не зависал»). Для этого рассмотрим, какие силы действуют на летчика, 
когда он находится в точке А. На него действуют сила веса G и реакция Р со

* Обычно при таком движении самолета двигатели работают вплоть до до
стижения самолетом точки А.
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стороны сиденья самолета; при этом реакция равна некоторой силе, с которой 
летчик прижимается к сиденью самолета. Используем уравнение (19.8) 
mwn = G + Р. С увеличением w n уменьшается P(G=const). В предельном случае 
эта сила может быть равна нулю.

Запишем для предельного случая основное уравнение динамики (19.8) в 

проекциях на вертикальную ось m w n — G или т —mg. После сокращения

и, = VIR- __
Таким образом, при величине скорости > \ ^ g R  в точке А траектории лет

чик не будет отрываться от сиденья самолета.
Определяем величину начальной скорости и0, которая при заданных Я и R 

обеспечит в точке А траектории скорость = ]fg R -
Для этого применим теорему о изменении кинетической энергии в конечной 

форме
mv\ mv\
2 2 = Л -

где, пренебрегая силами сопротивления, работа силы тяжести будет равна 
A = mg(H—2 R). Подставляя, получаем

m v 1  mv\
—2 ~ -------=  m g ( H — 2 R ) ,

откуда

»о =  V v\  -  ?g  ( Я -  2R) =  V R g  ~  2gH  +  ARg =  

=  V b R g — 2Hg =  V  (5R —  2H)g ■

При 2 H = 5R  начальная скорость равна нулю. Следовательно, высота Я,5
обеспечивающая выполнение поставленной задачи при Оо=0, будет Н  > -^  R.

5
При Я<-^- R  необходимо иметь начальную скорость, величина которой опреде

ляется по равенству Оо =  3,16]Л  5R — 2Н  ■
Пример. Торпеда, преодолевая постоянное сопротивление воды, при выходе 

из торпедного аппарата (ТА) приобретает скорость о=12  м/с. Вес торпеды 
G=20kH. Длина торпедного аппарата 1 — 8 м. Давление сжатого воздуха

р —1,0 - j p - ,калибр торпеды 0,5 м. Отсечка (прекращение подачи) воздуха про

исходит после прохождения торпедой в ТА расстояния, равного 6 м. Опреде
лить наибольшую скорость торпеды в ТА.

Р е ш е н и е .  Рассматриваем торпеду (рис. 22.9) как материальную точку. 
Применяем теорему о изменении кинетической энергии

m v\ mv\
~~2 2~ (Р — Рс)

•ted2 crtf2
—  h - P c  — 12*

где ( Р ~  Pc) 

—Pc

тс d 2
---------движущая сила на первом участке h до отсечки воздуха;

icd2 ,
-  ̂ ■— сила сопротивления на участке h  после прекращения по

дачи воздуха.
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Решаем полученное уравнение относительно рс и находим

Рс = Р
h

/] + /2
2v\G .

Tzd2g (li + /2)
6

6 + 2
2-122-20-10—3 

тс.о,52-9,81 (6 +  2) =  0,652 МН/м2.

------- - ТТТТ^— — -  ' ■-----------  ------ !--------------

<

•---- л n d 2
a :

-H
a

1 
~

 
1

4 -  3fas*. ' -------
I- ---  ■ ■ f ___ —
у7У7777>7 //////////у'///7Р77у 

I j = 6m
V ////////7  

Iz=2m yy
1=дм

Рис. 22.9.

Определяем наибольшую скорость торпеды из уравнения
™„,2т̂ах , ч Ий?2 ,——  =  (р — Рс) —  It , откуда v B V-

-V-(1,0 — 0,652) it-0,52.6-9 ,81 
2-20-10—3

(Р — Рс) nrf2/iff 
2 G

£0 м/с.

Рис. 22.10.

Пример. На стержень с высоты Н падает груз весом G (рис. 22.10, а). Опре
делить динамическое укорочение стержня Д/д> если жесткость стержня 

О . ,  GI
С = Ж 7 '  где Л/ст = _£р '

Принять, что:
— после удара падающий груз движется до остановки вместе со стержнем 

(удар не упругий);
— деформация стержня происходит в упругой области;
— после соприкосновения падающего тела со стержнем деформации рас

пространяются мгновенно по всей длине стержня;
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— влиянием массы ударяемого стержня и упругостью падающего груза 
в первом приближении можно пренебречь.

Р е ш е н и е .  Записываем формулу (22.2)
т „2  , 2

=  Л,
2 2

где v0 =  0; =  0; А — О (Н  + Д /д) ----- ^—  ■ т. е. общая работа А слагается

из работы силы тяжести и работы упругой силы. Подставляя значение

жесткости с =  -г-.— и преобразовывая, получаем GH  +  GД/д — 

откуда
(Д/д)2 — 2Д/стД/д — 2ЯД/СТ =  0.

Решая квадратное уравнение (*) относительно Д/д, получаем 

Д/д =  Д/ст +  У м 2 +  2ЯД/СТ =  Д/с

О А̂д 
Д/ст 2 = 0,

(*)

1 +  У  1 + 2Я
Д/г

(22.16)

(отрицательный знак перед корнем отбрасываем как не соответствующий физи
ческой сущности явления). Обозначим

Д/

Д/,
i - = l  + y r i + J P -  =  t

Д/г.
Д ИН"

где ^дин — динамический коэффициент. Тогда
Д/д — &диц Д/сТ*

(22.17)

(22.16а)

В случае внезапно приложенной нагрузки Я =  0 и kavn—2. Рассмотрим чис
ловой пример. Принимаем Я=0,01 м; G=100 кН; /=  1 м; площадь сечения 
стержня F = 10 см2=1 0 * 1 0 ~ 4 м2; Е = 2* 105 МН/м2.

Без учета массы стержня:
л, Gl 1 СО-10- 3.1 „ _ 1П , .  ,
А/ст ~  ~ W  =  2- ЮМО- Ю- 4 =  ° ’5 ' 10 м — 0 ,5  мм;

\дин - 1  + ' + ж : ~ '  +V1 + 2-1
0,5-10 =  7 , 4 6 ^ 7 , 5 .

Из полученного результата видно, как опасны ударные нагрузки, что сле
дует учитывать при транспортировке и погрузке техники вооружения. В рас
смотренном примере укорочение стержня и напряжения, возникающие в нем при 
ударе, численно будут в 7,5 раза больше, чем статические, так как

п г G п* 100-Ю-з 
— «дин^ст — ' — < .О - jqT jq  * =  750 МН/м2> <тп, и закон Гука при

менять уже нельзя.
Для уменьшения клпп при данном Н нужно увеличить А/ст за счет умень- 

EF
шения жесткости —j — (например, увеличения длины / или уменьшения площади

сечения F, установки амортизатора и т. д.).
По формуле (22.17) определяется также динамический коэффициент и при 

поперечном ударе балок.
Можно показать, что при учете массы ударяемого стержня

1 +
Gгр2 Я

Д/рт Gгр П̂д* kД̂ИН ■— 1 Ф (22.18)
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при продольном ударе;

33k — —  — для консоли при ударе по ее концу;

17k = -я— — для двухопорной балки при ударе посредине пролета;
35
13& =  —------для балки, защемленной с двух концов, при ударе посередине;
35

Grp, GCT — вес падающего груза и стержня соответственно.

§ 117. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Применим теорему об изменении кинетической энергии в виде 
(22.1) к точке / механической системы

d [ ^ )  =  P r d } j + P ij -d~rp (22.19)

где k = ------

где Р)-с1г} — элементарная работа равнодействующей внешних, а
~Р)-йг} — элементарная работа равнодействующей внутренних сил, 

приложенных к /-й точке системы. Запишем уравнение (22.19) 
для каждой точки системы, а затем почленно их сложим. В ре
зультате получим

d ^ ^ - l P r d T j  + t p ^ d ? ,  (22.20)
j— i л=> /-=1

Обозначим;
п 2 v  тю,
2 j = Т —кинетическая энергия механической системы;

J= i
.dr- — ЬАе\ -сумма элементарных работ соответственно внеш- 

_ г , 1 _ *  Л 1 | них и внутренних сил, действующих на точки 
2 j P j ' ar] j рассматриваемой системы.

Тогда уравнение (22.20) можно записать в виде
dT*=bAe +ЬА1. (22.21)

Уравнения (22.20) и (22.21) выражают теорему об изменении ки
нетической энергии системы в дифференциальной форме: диффе
ренциал кинетической энергии механической системы равен сумме 
элементарных работ внешних и внутренних сил, действующих на 
точки системы.

Разделим обе части равенства (22.21) на dt. Тогда

4 г  =  N‘ + N (22.22)

где Ne и № — мощность всех внешних и соответственно вну
тренних сил, действующих на точки системы,
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Обозначаем начальное и конечное положения системы соответ
ственно цифрами 0 и 1. Тогда, интегрируя равенство (22.21), по
лучаем

1 1
7\ ~ т 0= [ьАе +  f ЬА1, (22.23)

6 6

где Т0 и Т\ — значения кинетической энергии системы соответст
венно в начальном и конечном положениях.

Формула (22.23) выражает теорему об изменении кинетической 
энергии механической системы в конечной (интегральной) форме: 
и з м е н е н и е  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  с и с т е м ы  на  не 
к о т о р о м  ее к о н е ч н о м  п е р е м е щ е н и и  р а в н о  с у м м е  
р а б о т  в н е ш н и х  и в н у т р е н н и х  сил,  д е й с т в у ю щ и х  на  
т о ч к и  с и с т е м ы  на  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п е р е м е щ е 
н и я х  т о ч е к  п р и л о ж е н и я  э т и х  сил.

Для изменяемой механической системы работа внутренних сил, 
вообще говоря, не будет равна нулю. Рассмотрим две материаль
ные точки а и b механической системы, радиусы-векторы которых 
относительно неподвижной точки О будут га и Гь. Силы взаимо
действия между этими точками обозначим Р1 и соответственно — Рк 
Тогда сумма элементарных работ этих двух сил будет

П
28/1* — Р 1 -drа — Р 1 ■ dr„ =  Р 1 (drа -  drb) =  — Р ‘ -d (ад).
У = 1

Следовательно, если расстояние между двумя точками механи
ческой системы изменяется, элементарная работа внутренних сил 
не равна нулю. В качестве примера рассмотрим, как определить в 
пределах пропорциональности работу внутренних (упругих) сил 
стержня длиной /, который растягивается осевой силой Ре 
(рис 22.10,6). Удлинение элемента стержня длиной dx обозна
чим Adx. Равнодействующую всех внутренних сил, приложенных 
к точкам поперечного сечения стержня, в результате действия ко
торой достигнуто удлинение Adx, обозначим N. Тогда, учитывая, 
что N изменялась от О до N:

Ы ‘ =  Е ± ? ± .

Предполагая, что деформации происходят в пределах примени
мости закона Гука, можно записать, что удлинение элемента дли
ной dx будет

Adx N  dx  
ЕР •

Следовательно,

8 Л‘ =  - М2 dx
2 E F
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н работа внутренних сил, действующих в поперечных сечениях 
стержня, по длине I будет

А 1 =  —
С N 2dx  
J 2EF ■

При постоянных EF и продольной силе N

N 4
2 EF

Для неизменяемой механической системы, например для абсо
лютно твердого тела d(ab)— 0, работа внутренних сил равна нулю 
и тогда

7 \ - Т 0 =  А'. (22.24)

В число внешних и внутренних сил уравнения (22.23) входят 
силы активные и реакций связи. Если связи идеальные и стацио
нарные, то работа реакций связей равна нулю.

При определении кинетической энергии механической системы, 
движущейся как угодно в пространстве, полезно использовать т е о 
р е м у  С. К ё н и г а  (1751 г.): кинетическая энергия системы равна 
сумме кинетической энергии всей массы системы, мысленно сосре
доточенной в центре масс и движущейся со скоростью центра масс 
(переносное движение), и кинетической энергии точек системы 
в их относительном движении по отношению к поступательно дви
жущейся системе отсчета с началом в центре масс (рис. 22.11):

T =  ± - M v l + y ^ J L .  (22.25)
;=i 2

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Принимаем, что механическая система 
движется относительно осей координат Cxcyczc с началом в центре 
масс, которые в свою очередь движутся п о с т у п а т е л ь н о  отно
сительно неподвижной системы координат Oxyz.

Абсолютная скорость любой точки системы

Vj =  v je +  vJn

где Vj— абсолютная скорость /-й точки по отношению к не
подвижной системе координат;

Vje =  vc — переносная скорость j-й точки, равная скорости цент
ра масс;

vjt — относительная скорость j-й точки по отношению к по
движной системе координат.
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С л е д о в а т е л ь н о ,  к и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м ы

п п п

= 4"2 m J  @ Je  +  15Jr )  (V je  +  V J r ) =  
j=i j=  i ; - i

n n n

= 4 - 2  miv \ +  2  +  4 - 2  mJvr  (*)
;=i j=  i i= i

Первое слагаемое правой части можно записать в виде
п 2 я I» 2 я1 V’ 9 V1 Mvl X1

~2 ~ Zi mj'vl ~  ~2 ~ 2j, mj ~  ~~о—> где ^ mj —№ — масса механичес-
;=i }= i j= i

кой с и с т е м ы .

Рассмотрим второе слагаемое правой части равенства (*).Обо- 
значим_радиус-вектор с началом в центре масс любой }-й точки 
через Гу

Тогда радиус-вектор центра масс



п
Следовательно, 2 2 =  0, так как М ф 0. Дифференцируя по

7= 1
времени

п п -  п
a v  V__ Ум г ----  ▼

Ч Г  ^  m i r i =  ±  т ; Ч Г  =  ^ т  '•
drj

i=i i= i 7 = 1
и тогда

7—1 7=1

T. е. второе слагаемое равно кулю. 
Таким образом,

Mvi
П

JL V
2 ф-i

7=1

что и требовалось доказать.
О п р е д е л е н и е  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  т в е р д о г о  

т е л а  д л я  р а з н ы х  с л у ч а е в  е г о  д в и ж е н и я .
П о с т у п а т е л ь н о е  д в и ж е н и е  (vj = v). Кинетическая 

энергия тела будет равна

г - 2
7=1

nip) Mv2

~2~ (22,26)

Кинетическая энергия твердого тела при поступательном дви
жении равна половине произведения массы тела на квадрат скоро
сти л ю б о й  точки твердого тела.

В р а щ а т е л ь н о е  д в и ж е н и е  т в е р д о г о  т е л а  в о к р у г  
н е п о д в и ж н о й  оси.  Обозначим расстояние /-й точки твердого 
тела до оси вращения через h.j. Тогда ее линейная скорость Vj = 
Следовательно,

П

7=1

тр)
2 =  2г—1

т} (hjiо)2 
2~ '

П
^  tnM.Jm* J J ;=i

Обозначим — момент инерции тела относительно
7=1

неподвижной оси вращения, которую мы принимаем, например, 
совпадающей с осью z. Тогда

7’ =  - ^ - ,  (22.27)

т. е. кинетическая энергия твердого тела при его вращении вокруг 
неподвижной оси z равна половине произведения момента инерции 
тела относительно оси z на квадрат его угловой скорости.

П л о с к о п а р а л л е л ь н о е  ( п л о с к о е )  д в и ж е н и е  твер
дого тела можно разложить на переносное-поступательное движе-
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ние тела вместе с центром масс и отпосительное-вращательное 
движение вокруг оси, проходящей через центр масс перпендику
лярно основной неподвижной плоскости. В соответствии с теоре
мой Кёнига

Т
Mv\\ 

2 + /с<->2 
2 ’ (22.28)

Mv\
где —2----- кинетическая энергия центра масс, предполагая, что

в нем сосредоточена вся масса тела;
/соД— ----- кинетическая энергия тела в его вращательном дви

жении вокруг оси, проходящей через центр масс пер
пендикулярно основной неподвижной плоскости.

При мер. Вычислить кинетическую энергию шатуна двигателя, если его вес 
(7=150 Н —15 кгс, радиус инерции относительно центральной оси г ц =  0,65 м, 
скорость центра тяжести vc~& м/с и угловая скорость га=10 рад/с.

Р е ш е н и е .  Момент инерции тела относительно оси г

h = фи.

Кинетическая энергия шатуна 

M vl 1
Т  = + 2 1

vl + & 2 I ;2+

Подставляя численные значения, получим 

1RD
Т  = 2-9 81 (82 + °-652,102) - 8-12 н -м (Дж).

С ф е р и ч е с к о е  д в и ж е н и е  в кинематике рассматривалось 
как вращательное вокруг мгновенной оси, проходящей через непо
движную точку. Тогда

1 (О2
Т =  - у —, (22.29)

где / ю — момент инерции тела относительно мгновенной оси.
Общий случай движения твердого тела. Кинетическая энергия 

твердого тела в общем случае движения равна сумме кинетической 
энергии переносного поступательного движения тела вместе с цен
тром масс и кинетической энергии тела в его относительном вра
щательном движении вокруг мгновенной оси, проходящей через 
центр масс. Таким образом,

Г =
Mvl
~2 2 ’ (22.30)

где / сш — момент инерции твердого тела относительно мгновенной 
оси, проходящей через центр масс,
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§ 118. МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 
(ДИНАМИЧЕСКИЕ МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ)

Положение центра масс системы или твердого тела не полно
стью характеризует распределение масс. В динамике механических 
систем и твердого тела появилась еще одна характеристика рас
пределения масс — момент инерции.

П о л я р н ы м  м о м е н т о м  и н е р ц и и  т в е р д о г о  т е л а  
относительно полюса О, например начала координат, называется

скалярная величина, равная сум
ме произведений массы каждой 
элементарной частицы тела на 
квадрат расстояния этой части
цы от полюса (рис. 22.12):

П
/о =  (22.31)

;= 1
где г$— расстояние массы эле
ментарной частицы Artij до по
люса О.

О с е в ы м  м о м е н т о м  и н е р 
ции т в е р д о г о  т е л а  назы
вается скалярная величина, рав
ная сумме произведений массы 
каждой элементарной частицы 
тела на квадрат расстояния этой 
'частицы от данной оси.

Осевой момент инерции твердого тела характеризует распреде
ление масс тела относительно данной оси.

Рис. 22.12.

Моменты инерции твердого тела относительно координатных 
осей обозначаются соответственно 1Х, 1У и / г и определяются по 
формулам:

2  o j + zb Ат/’ !у= 2 (z ) + xj ) Атг;=1 ;=1
п

/ , =  2 ( x j + y j ) AmP (22.32)
j~  i

где, например, x ? - fy ) — Щ и hj— расстояние материальной ча
стицы до оси г и т. д. »,

Полярный и осевые моменты инерции, как следует из (22.31) и 
(22.32), существенно положительны и имеют размерность: [/] =  
=  (масса) X (длина)2, т. е. кг-м 2 в системе СИ и кгс • мсек2 в систе
ме м к г с с .
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Учитывая, что r2 = x2 + y2 + z2, далее из (22.31) с учетом (22.32) 
следует, что

П
4 — 2  ( t f  +  У) +  z)) Аmj — ~2 (4 +  Jу +  4). (22.33)

j= i

т. e. сумма моментов инерции тела относительно координатных 
осей х, у и г равна удвоенному моменту инерции тела относи
тельно начала координат, т. е. полярному моменту инерции.

Радиусом инерции тела относительно некоторой оси, напри
мер z, называется расстояние от этой оси до некоторой точки, мас
са которой равна массе М тела, а момент инерции относительно 
оси — моменту инерции тела. Таким образом, например,

1г =  М-%,

где iz — радиус инерции относительно оси г. Следовательно, ра
диусы инерции относительно координатных осей определяются из 
равенств:

(22.34)

Сумма любых двух осевых моментов инерций всегда больше 
третьего, т. е. Ix + Iy>h,  и т. д. Действительно,

п п п

2  [ у ] + z i) L m i +  2  (x j +  4 )  = 2  (х) + у]) Amj +j=i i=1 /=!
n n

+  2 ^  z)^mj > 4 = 2  (x ) + y)) Atnj-i~i i= i

что и требовалось доказать.
Практически вместо вычисления сумм целесообразно находить 

их предел, который вычисляется как определенный интеграл, рас
пространенный на весь объем, занимаемый телом; при этом тело 
понимается как совокупность бесконечного множества бесконечно 
малых элементов. Тогда, например,

П
/0 =  Нт "У г2. Ш ,

П->00Дтj ->О J—1

Аналогично:

1Х= { (у2 +  z2) dm; /  =  j* (х2 +  г2) dm\ 4  =  J  С-*2 +  У2) dm, (22.35) 
к и к

где dm = pdV и интегралы распространяются на весь объем тела.
В технике применяют часто понятие «маховый момент тела», 

равный G D т, е. произведению веса тела на квадрат его диаметра
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инерции относительно оси вращения. Эта величина связана с мо
ментом инерции зависимостью

GD2 =  Mg (2г)2 =  4gMi2 =  4g l .

Т е о р е м а  о м о м е н т а х  и н е р ц и и  т е л  о т н о с и т е л ь н о  
осей,  п а р а л л е л ь н ы х  ц е н т р а л ь н ы м .

Ц е н т р а л ь н ы м и  о с я м и  называют оси прямоугольной си
стемы координат, начало которых совпадает с центром тяжести 
тела.

М о м е н т  и н е р ц и и  т е л а  о т н о с и т е л ь н о  оси,  п а р а л 
л е л ь н о й  ц е н т р а л ь н о й ,  р а в е н  м о м е н т у  и н е р ц и и  от 
н о с и т е л ь н о  ц е н т р а л ь н о й  оси,  с л о ж е н н о м у  с п р о 
и з в е д е н и е м  м а с с ы  т е л а  на  к в а д р а т  р а с с т о я н и я  
м е ж д у  о с я м и  (теорема Гюйгенса — Штейнера).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем две системы координат — цен
тральную Ох:/г и систему координат OxXxy\Z\, параллельные цен
тральным (рис. 22.12).

Обозначим через а, b и с расстояния между соответствующими 
осями. Тогда xt = х + а; yx = y + b; zx = z+c.

Определим, например, момент инерции тела относительно ochZi

/*, =  j (xf + yj) dm =  f [(x +  a )2-f {y + b)2]dm = 
v v

— J (x2 + y 2) dm-{-2a \ x  dm -{- 2b  ̂у  dm + (a? + b2) J dm .
V  V  V  V

Учтем, что xc =  0; yc — 0; zc = 0, тогда j* (x2 +  y2)dm =  Iz;
v

\ x d m  — x cM — 0; Jy d m = y QM =  0; Г dm =  M — массе тела.
V v i

Следовательно,
IZi= I z + ( a 2 + b2)M.  (22.36)

Аналогично определяются моменты инерций относительно 
осей Х\ и ух. Момент инерции относительно центральной оси всегда 
ме н ь ше ,  чем относительно любой оси, параллельной центральной. 
Очевидно, что и полярный момент инерции относительно центра 
тяжести тела также является наименьшим среди всех полярных 
моментов инерции.

О п р е д е л е н и е  м о м е н т о в  и н е р ц и й  п р о с т е й ш и х  
о д н о р о д н ы х  т е л  п р а в и л ь н о й  г е о м е т р и ч е с к о й  фор-  
м ы. Моменты инерции сплошных твердых тел определяются по 
интегральным формулам (22.35) сравнительно легко для однород
ных тел простой геометрической формы. Если тело неоднородное и 
имеет сложную неправильную геометрическую форму, момент 
инерции его определяют опытным путем или путем расчета. В по
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следнем случае тело мысленно делят на несколько однородных 
тел, имеющих правильную простейшую геометрическую форму. 
Момент инерции такого тела, например, относительно оси г равен 
сумме моментов инерции отдельных его частей относительно той 
же оси, т. е.

i=1
где « — число простейших тел, на которые разделено тело сложной 
геометрической формы.

Рассмотрим примеры определения моментов инерции однород
ных тел простейшей геометрической формы.

Прямолинейный тонкий стержень (рис. 22.13). Выделим уча
сток длиной dx, масса которого dm = pdx, где р — плотность еди
ницы длины (линейная плотность)— считаем постоянной.

Тогда момент инерции относительно оси zu перпендикулярной 
оси стержня,

IZi — [ д:2 dm =  [ х 2р dx  =  ~  =  (22.37)
v 6

где х — расстояние от оси z x до центра тяжести массы dm. Отно
сительно центральной оси z, параллельной оси z x,

1г
m i 2 _ МР 

4 12 (22.38)

Круглая кольцевая пластинка (рис. 22.14). Разделим пластинку 
на тонкие кольца, каждое шириной dr. Полагаем толщину пла
стинки b =  const и малой. Тогда

Iх =  \ у 2dm, Iу — х 2dm\ /г =  [ (х2 +  у 2) dm —
V  v  v

= J г2 dm ■= 1Х + / где 1Х = /у. 
v
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Учитывая, что расстояния г от оси z до каждой точки кольца 
шириной dr одинаковы, принимаем за dm не массу элементарной 
частицы кольца, а массу кольца dm = p2v:rdrb.

Тогда
г

г2 dm =  j r2pl-rdrb —
Го

, ( r t ~ Л)
2 P b

или, учитывая, что ~ {r\ — r%) pb =  M  — масса кольцевой пластин
ки, получаем

, М (г! + rl)
*z— 2 (22.39)

где г0 и Г\ — соответственно внутренний и наружный радиусы. 
Для пластинки без отверстия г0 =  0; г\ — г

, Mr2 . , , Мгг
г 2 ’ х  У  4 (22.39а)

Круглый цилиндр. Очевидно, что,момент инерции круглого по
лого цилиндра относительно оси цилиндра z складывается из 
1> — моментов инерций тонких кольцевых пластинок, суммарная 
толщина которых равна I — длине цилиндра. Поэтому, обозна
чая М массу цилиндра, имеем

- 2  4 = 2
М  + 4) г0 + г\

i= 1 i= 1
У
;= 1

mj Го + rt М.

Для круглого т о н к о с т е н н о г о  цилиндра, средний радиус ко
торого г — r‘ ^  r° — const, а толщина стенки В =  — г0 мала:

1г =  [ гЧт =  МР. (22.40)

§ 119. РАБОТА И МОЩНОСТЬ СИЛ, ПРИЛОЖЕННЫХ К АБСОЛЮТНО
ТВЕРДОМУ ТЕЛУ

Найдем формулы, определяющие работу сил, приложенных к 
абсолютно твердому телу в разных случаях его движения.

Поступательное движение. Пусть к точкам твердого тела, дви
жущегося поступательно, приложены внешние силы Р\, Р%, ..., Pi- 
Сумма элементарных работ заданных сил на элементарном пере
мещении будет

П П
2  ч = 2 ч  dxi +  Yi dy>+ z j dzvj=i j=i

где X ej, Y?, Z e— проекции внешних сил на неподвижные оси ко
ординат;
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X; у ., 2.1 — координаты точек приложения сил и соответст- 
, . Рdz  | вУюЩие их элементарные перемещения по осям

ах1’ -Щ’ z i > неподвижной прямоугольной системы координат.
При поступательном движении dxj = dx0; dtjj = dy0\ . dzj = dz0. 

Следовательно,
п п п п

^  8Лу =  dx0 ^  X е. -|- dy0 Д] У* +  dzQ ^  Z*.
;'= i /=i j~ i

Обозначим;

2 r ; = ^ : 2 z * = ^ .
;=i /=i

Тогда

^  §Л;- =  Я ' dx0 + Rey dy0 + Retdz0 =  Я* • dr{ 
j-i

0 )
(22.41)

где — главный вектор внешних сил, приложенных к точкам аб
солютно твердого тела.

Таким образом, элементарная работа внешних сил, приложен
ных к абсолютно твердому телу, которое движется п о с т у п а 
т е л ь но ,  равна элементарной работе 
главного вектора внешних сил, при
ложенного к любой точке тела^ на ее 
элементарном перемещении dr0. На 
конечном перемещении при непрерыв
ном изменении Re

S ^  =  J ^ - d r 0. (22.42)

Работа пары сил, приложенной к телу, 
движущемуся поступательно, равна 
нулю.

Вращение твердого тела вокруг не
подвижной оси. Пусть к точкам абсо
лютно твердого тела, которое вращает
ся вокруг неподвижной_оси_2, прило
жены внешние силы Pf, Я |( ..., Ргп 
(рис. 22.15). Элементарная работа си
лы Я? на перемещении dSj = hjdy будет

*Aj =  P%dsJ =  P%h) d'¥,

где Р\]х — проекция силы Я? на касательную, a P^hj  =  тг (Pj) — 
момент силы Я? относительно оси z. Тогда

8 Aj^mAPjldc?.
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Следовательно, элементарная работа всех внешних сил на эле
ментарном угле поворота dq будет

П
5Л =  тг (Pj) d<? =  M ez dv, (22.43)

П
где — — главный момент внешних сил относительно

Р=1
оси вращения. На конечном перемещении

ч>»
Л =  ]‘ м^<р. (22.44)

<Р»
При Mez =  const

A =  Mez (<р2 — <pj). (22.45)

Мощность. Напомним, что величина, характеризующая быстроту 
приращения работы силы и выражающаяся отношением элемен
тарной работы силы к времени действия dt, называется мощ
ностью силы

N  = 8Л __ р  d r

~dt ~  И "~dt =  P-V.

При поступательном движении абсолютно твердого тела с уче
том (22.14) __ _

N  =  K?-v0,
где — скорость любой точки твердого тела.

При вращательном движении абсолютно твердого тела во
круг неподвижной оси, например оси Oz, с учетом (22.43)

N — М ег-~- =  Л4̂ ш, (22.46)

т. е. равна произведению главного момента внешних сил относи
тельно оси вращения на угловую скорость твердого тела.

Механический коэффициент полезного действия т). Силы, при
ложенные к точкам системы, совершают работу, которая расхо
дуется на преодоление сил сопротивления и на изменение скоро
стей точек системы. При этом следует различать силы сопротив
ления полезные (сила веса груза, поднимаемого лебедкой, сила 
сопротивления гребного винта и т. д.) и вредные (сила трения в 
подшипниках, сопротивление воды при движении корабля и т. п.). 
При установившемся движении (o =  const) уравнение баланса ра
бот будет

л   л I а-̂ ДВ   ^пс 1 в̂с>
где Лдп— работа приложенных (движущих) сил;

Лпс — работа сил полезных сопротивлений — эффективная 
работа;

Л вс — работа сил вредных сопротивлений.
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Механическим коэффициентом полезного действия называется 
отношение вида

•̂ пс
Лдв

^дв
А„ А, < 1. (22.47)

Пример. С помощью самоходной установки на гусеничном ходу транспорти
руется ракета. Вес ракеты с установкой (без гусениц и колес) Gi=150 кН, вес 
гусеницы Ог= (2 1 + 2 vR)q = 10 кН (где q — вес погонного метра гусеницы), вес 
ведущего колеса йз — 5 кН. Принять колеса однородными цилиндрами (рис. 22.16). 
После трогания с места через 15 с скорость установки равна 10 м/с. Опреде
лить мощность двигателя, с помощью которого установка движется, если t]m = 0,7.

Рис. 22.16.

Р е ш е н и е .  Кинетическая энергия системы складывается из — кинетиче
ской энергии поступательного движения ракеты и установки (без гусениц и ко-

Ti =  —нг1 ; т2 =  т\ +  т1лес);

П = 2
2g

1L
2g (2 v0)*

■ кинетической энергии двух гусениц, где

• кинетическая энергия верхней поступательно движущейся

части (скорость нижней равна нулю);

ч 2 ti Rq 2
vo + 4 ft ■xRq „.2 , 2*R3q l vq V AtzRq 2

— - — v 0 — кине-2g _ ,J 2 J I g  
тической энергии части гусениц, совершающих плоскопараллельное движение; 
причем для этой части:

М  =  2 ^ 1 . ;  1г = M R2 =  2 ^ 1 -  
g  g

l l .  
R '

таким образом,

T 2 =  Tl +  Ti = 2
(21 +  2ic£) q 2 - ^ v ,

g
2 2 

*'o. (**)

где G2=  (2 1+2 tcR) q — вес гусеницы; Тз— кинетической энергии четырех колес 
при плоском движении

Тз =
&>о /0«2

2 g  + 2
4 == ° А  g3r% ( va у  

2g  + 2-2g  { R J
4 = 3-2l vI
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Полная кинетическая энергия механической системы

Т =  7 \ +  Та +  Т3 = + 2 О 2 
g Ц) + з G3

g
v* = Gi -Ь 4G2 + 66?з

?£
Средняя мощность за 15 с равна, учитывая, что Т — А *

а г A Gi +  4l72 -f- 5П'з vo 150 +  4■10 +  6 ■ 5 152
Я пс =  —  =  2^ Г  ~  2-9,81 15 168 кВт.

Потребная мощность двигателя

ЛС ЛД
’Пш

168
0,7 240 кВт.

Пример. При механизации погрузочных работ можно применять самораз- 
гружающуюся тележку, принцип работы которой виден из рис. 22.17. После 
того как тележка с грузом сожмет пружину, она разгрузится и под дей
ствием пружины должна возвратиться на высоту Н, где она автоматически за
крепляется и снова нагружается.

Обозначим Qi и Q2 соответственно. вес тележки с грузом и без груза. При
нимаем следующие значения задаваемых величин: коэффициент трения качения 
f я =  0,1 см, радиус колес г=10 см, угол наклона плоскости к горизонту а=30°, 
высота места погрузки тележки Н. Определить, какое должно быть минимальное 

0 1 . .отношение -~г— для успешной работы механического разгрузчика.V2
Р е ш е н и е .  Рассмотрим движение тележки при спуске. Применяем теорему 

о изменении кинетической энергии в виде

m v \  m v \  ^  я
9 — о — —/ Ajt

где v0 = 0; v ,  =  0; S  Л/ =  —Fk ■ Н
sin о. + QiH

f f
Fk =  —y  N  — —y  Qi cos a — сила трения качения;

* Движение из состояния покоя (7’0= 0 ).
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с — коэффициент жесткости пружины, a h — перемещение свободного конца 
пружины.

Таким образом,

— ~ Q \  ctg а Н '+ QiH  — 0 .

При подъеме на высоту Н аналогично будет
fh r h 2

-  " 7 -  (?* Ctg аН , -  QiHi +  Ц -  =  0.

Учитывая, что Н\=Н, исключаем из полученных уравнений величину сЛ2, Тогда 
получаем

— —  Qi Ctg а — A  (?, ctg а +  Qt — Q2 =  0,

откуда
Q2 = /-—Л  ctg а
Qi Г + /к C t g  а '

т. е. это отношение зависит, от r it }к и а, При этом должно соблюдаться усло
вие, чтобы r > f h ctg а. Подставляя числовые значения для рассматриваемого 
примера, получим

_£>L _  1 0 - 0 , 1  Ctg 20° _  1 0 - 0 ,1 7 3  _
Qi “  10 +  0.1 ctg30o ~  10 +  0 ,1 7 3 “  1 °

§ 120. ПОНЯТИЕ О ПОТЕНЦИАЛЬНОМ СИЛОВОМ ПОЛЕ 
И ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ 

МЕХАНИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

Силовым полем называется часть пространства, находящаяся 
в таком состоянии, при котором в каждой ее точке возникает сила, 
приложенная к материальной частице, помещенной в этой точке, 
зависящая только от положения этой точки и времени, но не от 
скорости частицы.

Если в силовом поле его силы не зависят от времени, оно на
зывается с т а ц и о н а р н ы м  с и л о в ы м  п о л е м .  Примерами 
силовых полей являются электромагнитное, поле земного притя
жения, поле силы упругости и т. д.

П о т е н ц и а л ь н ы м  с и л о в ы м  п о л е м  называется такое 
-стационарное силовое поле, в котором работа сил поля, действую
щих на точки механической системы, не зависит от формы их 
траекторий, а определяется только начальными и конечными по
ложениями этих точек на траектории.

Силы такого поляназываются к о н с е р в а т и в н ы м и  или с и 
л а м и ,  и м е ю щ и м и  п о т е н ц и а л .  Необходимым и достаточ
ным условием наличия потенциального силового поля является су
ществование: однозначной - дифференцируемой и ограниченной си
ловой функции координат U=U(x, у, г ) ,  полный дифференциал 
которой по координатам равен элементарной работе силового 
поля, т. е. j

dU  =  8Л или - ^ - d x  +  ~ ^ d y  +  - j ^ d z  =  X d x +  Y d y  +  Zdz ,
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откуда
(22.48)v _  dU. у . .  dU , -у dU

Л  *  д х  ’ Y ~  д у  ’ Л d Z  '

Пусть в таком поле движется материальная точка М. При ее 
перемещении из положения Mi в положение работа силового 
поля будет

лц
f ( X dx + Ydy + Z dz)  или с учетом (22.48)

м,

I F * * + %<<)>+ - % - * * - $  (22.49)
M ,  У  /И ,

т. e. работа определяется только разностью значений функций U 
в конечной и начальной точках траектории и не зависит от формы 
траектории материальной точки. Функция U(x, y, z) называется 
п о т е н ц и а л ь н о й  или с и л о в о й  ф у н к ц и е й .  Рассмотрим 
примеры определения потенциальной функции:

— д л я  с и л ы  т я ж е с т и ,  когда ось Oz направлена верти
кально вверх (рис. 22.3). Элементарная работа равна ЬА= —Gdz и 
не зависит от формы траектории. Тогда, принимая £/г_ 0=О> 
имеем

U =  — Gz\ (22.50)
— д л я  с и л ы  у п р у г о с т и ,  действующей вдоль оси Ох. Эле

ментарная работа 6Л =  —cxdx (рис. 22.4).
Тогда, принимая Ux=o = 0, получаем

U = - ~ \  (22.51)

— д л я  ц е н т р а л ь н о й  с и л ы  — силы тяготения, по вели- 
чине равной (стр. 3 5 5 ) Я ( г ) = £ — где k — постоянная тяготения;
т, М — масса материальной точки и соответственно масса Земли; 
г — расстояние от центра Земли до материальной точки в рассма
триваемый момент времени.

На поверхности Земли r=R0 (RQ — средний радиус Земли) и 
P(r) = Go—mgo.

Тогда

mgQ ~ k Х7Г или ~ g*K

Сила тяготения Р (г) =  mg0R l ~ ~ .

Соответственно элементарная работа 8Л =  — mgaRl
Принимая Ui =  Uг д. „ == 0, получаем из формулы (22.48)

U =  tn g ^ R l~ %
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Потенциальная энергия. Для сил, имеющих потенциал, вводят 
понятие о потенциальной энергии. Потенциальной энергией систе
мы П(х, у, г) называется энергия, определяемая работой сил поля 
при перемещении точек этой системы из конечного положения в 
начальное (на поверхность уровня, принимаемую за нулевую).

Следует отметить, что работа сил поля при перемещении точек 
системы из начального положения в конечное будет равна разно
сти значений потенциальной энергии в начальном П\ и конечном 
положениях П2, т. е.

А =  Пг — Пг, (22.52)

Из сравнения (22.49) и (22.52) следует, что если выбор нулевой 
поверхности уровня для П н U совпадает и фиксируется, тогда 
П =—U, т. е. потенциальная энергия численно равна потенциаль
ной функции, взятой с обратным знаком. Следовательно,

dU д П
д х дх

dU дП
д у ду

dU дП
dz dz

(22.53)

Закон сохранения механической энергии. Рассмотрим систему 
материальных точек, к каждой из которых приложены внешние и 
внутренние силы, имеющие потенциал. Тогда для /-й точки

Лу =  f l j0 Пц.
Для всей системы

п п п

Л = 2  AJ = 2  Яуо -  2  Пп = п 0 _  /7,.
j=i j=i j= i

В соответствии с теоремой об изменении кинетической энергии 
системы в интегральном виде

Т \ —  Т 0 =  А  —  П 0 —  Г1Х
или

Г1 +  А71 =  7’0 +  Я 0 =  Д, (22.54)
где Е — полная механическая энергия системы.

При движении механической системы под действием сил, имею
щих потенциал, полная механическая энергия, равная сумме ки
нетической и потенциальной энергии системы, остается величиной 
постоянной.
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Г Л А В А  23

ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА 
ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ И СИСТЕМЫ

§ 121. МОМЕНТЫ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ
И СИСТЕМЫ

Количество движения является величиной векторной. Для ма
териальной точки количество движения равно произведению массы 
на скорость. Аналогично понятию момента силы относительно цент
ра О, равного то(Р)=гХР, вводим понятие ,м о м е н т а к о л и 
ч е с т в а  д в и ж е н и я  материальной точки относительно непо
движного центра О (рис. 23.1), равного

Io =  m0( m v ) = r X m v .  (23.1)

Момент количества движения материальной точки /0 можно 
записать в другой форме

i j  k 

х  у  z 
v x Vy v t

• m.

Очевидно, исходя из определения (23.1) соответствующие про
екции момента количества 'Движения материальной точки на не
подвижные оси прямоугольной системы координат будут:

/* — т (y*vz ~  zvy)\ 
ly = m ( z v x — xvz)\ 
it =  m (xvy -  yvxj. ,

(23.2)

Скалярная величина, равная, например, lx — проекции количе
ства движения /0 на ось х, называется м о м е н т о м  к о л и ч е с т в а  
д в и ж е н и я  м а т е р и а л ь н о й  т о ч к и  о т н о с и т е л ь н о  
оси х.
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Величина и направление вектора момента количества движения 
материальной точки относительно неподвижного центра опреде
ляются по равенствам:

/0= ] / / ? +  /* +  /£ (23.3)

cos (7, Jo) =  -у-; COS (], 70) =  - J - ; cos {k, Т0) =  ^ г .  (23.4)lQ *0 w

Кинетический момент или главный момент количества движе
ния механической системы. Пусть система состоит из п материаль
ных точек. Момент количества движения /-й точки системы отно
сительно данного центра О будет l0j = rjXmjVj.

Геометрическая сумма моментов количеств движения всех ма
териальных точек, входящих в данную систему, относительно не
которого неподвижного центра называется г л а в н ы м  м о м е н 
том к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  и л и  к и н е т и ч е с к и м  мо
м е н т о м  м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м ы  L0 относительно этого 
центра. Таким образом,

П
z 0= 2 v  (23-5)

/=1
Главным моментом количества движения или кинетическим 

моментом механической системы относительно оси  называется
389



а л г е б р а и ч е с к а я  сумма моментов количества движения точек 
системы относительно этой оси, т. е.

п п п

L x —  2 l j X, L y  —  ^  t jy ,  L z  ^  l j z , 
j=i i= i J=i

Отметим, например, что
n n n

Lx — hx==: ПРJff/O ~  ПРлГ ljo =: =  *-OS (̂ > (23.6)
j=l j=l j= 1

t . e. кинетический момент механической системы относительно оси 
равен проекции на эту ось кинетического момента системы отно
сительно некоторого центра О, лежащего на этой оси.

Кинетический момент твердого тела, вращающегося вокруг не
подвижной оси. Рассмотрим точку Mj тела, которое вращается
ВОКруГ НеПОДВИЖНОЙ ОСИ 2 С УГЛОВОЙ СКОрОСТЬЮ CDz- О б о з н а ч и м  ftlj
и Vj массу и соответственно скорость точки Mj, а через hj — ее рас
стояние до оси вращения. Момент количества движения частицы 
массой rtij относительно оси вращения будет

mjVjbj: : m ^ zh).

Кинетический момент тела, состоящего из элементарных частиц, 
относительно той же оси равен

Lz — lim 2  (/г =  ~  “г Нт ^
т^й1 я-»» 1_1 

/л-Х)'"•>“  j— 1

Учитывая, что lim =  Iz — моменту инерции тела отно-
Л->® :=1 m.->w

сительно оси г, получаем
L z  =  4 шг- (23.7)

К и н е т и ч е с к и й  м о м е н т  т в е р д о г о  т е л а  о т н о с и 
т е л ь н о  н е п о д в и ж н о й  о с и  в р а щ е н и я  равен произ
ведению момента инерции тела относительно гой же оси на вели
чину его угловой скорости. Кинетический момент однородного 
твердого тела относительно точки О можно выразить через про
екции на неподвижные оси координат Oxyz в виде

L0 =  Lx• i +  Ly - j- f- Lzk,

где kx= Ixwx; Ly=Iyo)y и Lz= Izu>z и оси x, у, z — главные централь
ные оси инерции тела.

Если тело вращается вокруг оси Oz, которая является и его 
осью симметрии, то Lx = Ly = 0 и, следовательно,

10=1~к = /ш, (23.8)
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где о — любая точка, лежащая на оси z, а —
Формула (23.8) является весьма важной при исследовании дви

жения гироскопа.
Кинетический момент системы твердых тел, вращающихся во

круг одной неподвижной оси z  с разными угловыми скоростями, 
будет

(23.9)

где п — число твердых тел, a Inz и шп — соответственно момент 
инерции и угловая скорость каждого из них относительно оси вра
щения Z.

П р и  0)1 =  0)2 ~  • • • =  Ш

Lz =  {I\z +  h z +  ••• +  Inz) ш — п̂Рш- (23.10)
В равенстве (23.10) через / Пр обозна

чен п р и в е д е н н ы й  м о м е н т  инер
ции системы тел относительно оси z.

Пример. На вал насажены (рис. 23.2) кулач
ная шайба, выполненная в виде однородного 
диска весом G, и радиусом R, и шестерня ве
сом Gi и радиусом инерции iг. Плоскость диска 
перпендикулярна оси вала. Определить кинетиче
ский момент системы относительно оси вращения, 
если угловая скорость вала ш и эксцентриситет 
шайбы (рис. 23.2) равен e —kR , где А<1.

Р е ш е н и е . Направим ось г  по оси вра
щения.

инерции — /!Определяем моменты
/2шестерни !г относительно оси г,

'J ишайбы 
параллельной

оси zc

1\ — 1г + (kR)2 /и, = m.\R2 + k2R 2m l —

GjR2 
2 g (1 -f 2 k2).

Кинетический момент системы относительно оси вращения

4  + i * = + 2*2> + - § ^ = /,пр <*>,

где /пп = -̂ 1(1 +2k2) + G
пр~  2 g

оси вращения.
g

2 »2iz — приведенный момент инерции относительно

§ 122. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

В общем случае движения материальной точки ее момент ко
личества движения является функцией времени. Теорема об из-
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менении момента количества движения устанавливает эту связь. 
Дифференцируем (23.1) по времени

dip
dt ^ - ^ { r  X  m v )  - = - ^ 1  X  m v  +  г  X

dr
dt

d {mv)
dt

Учитывая, что

=  -у и v X  mv =  О, а также, что г X rn — г X P — mQ(P),

получаем
dl0

dt m< И .

В том случае, когда на точку действует одновременно п сил, 
тогда

#  =  (23.11)
i= 1

Формула (23.11) выражает теорему об изменении момента ко
личества движения материальной точки в дифференциальной фор
ме, а именно: в е к т о р н а я  п р о и з в о д н а я  по  в р е м е н и  от 
момента количества движения материальной точки относительно 
неподвижного центра равна геометрической сумме моментов сил, 
действующих на точку, относительно того же центра.

Проектируя (23.11) на оси неподвижной прямоугольной систе
мы координат, получаем:

dlx
dt 2  т х [P j)i

7=1

dly
~dt

n

- 2 »,
7=1

П

^ T - 2 mAPj)- (2ЭЛ2)
7“1

Равенство (23.12) выражает теорему об изменении момента 
количества движения в координатной форме: производная от мо
мента количества движения материальной точки относительно 
какой-либо неподвижной оси равна алгебраической сумме момен
тов всех сил, приложенных к точке, относительно той же оси.

В частном случае, когда во все время движения, например,П
2  Щ (Р)) =  0, тогда -^ г  = 0  и, следовательно,
7=1

1г — тг (mv) — const. (23.13)

Таким образом, если алгебраическая сумма моментов всех сил 
относительно какой-либо оси во все время движения равна нулю, 
то момент количества движения относительно этой оси остается 
постоянным (условие сохранения момента количества движения 
относительно оси). Условием сохранения момента количества дви
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жения относительно неподвижного полюса будет равенство
я __ _ dj

2  то [Pj) ~  Тогда =  0 и, следовательно,

/0 =  const. (23.14)

Пример. Космический корабль при выходе на орбиту движется по эллипти
ческой траектории вокруг Земли под действием силы, направленной к центру 
Земли, который находится в одном из полюсов эллипса (например, полюс О

на рис. 23.3). Определить величину скорости v A в точке А, наиболее удаленной 
от Земли (апогее), если скорость в точке 3,  ближайшей к Земле (перигее), из
вестна и равна v„.

Р е ш е н и е .  На космический корабль во время его движения по траектории 
действует центральная сила, линия действия которой направлена к центру ' 
Земли О, а следовательно, ее момент относительно О равен нулю.

Из (23.14) следует, что /o=const и, следовательно,
| mv„ | • ОВ =  | mv А | • О А ,

ов
откуда vA =  vn , т. е. скорость в апогее наименьшая.

§ 123. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОГО МОМЕНТА

Рассмотрим движение механической системы, состоящей из п 
материальных точек М\, М2, ..., Мп- Применим формулу (23.11)

к /-й точке системы ~ ^ -  =  т0(Рр + т0(Ре]), где Pj и Р ) ~
равнодействующие соответственно внешних и внутренних сил, дей
ствующих на /-ю точку системы. Для всей системы

■у dljo 
h  dt
]= z l

2  т о (я Я  +  2  т °
;'=1 я =1

(23.15)
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2 dlj0 d sr^-7 dL0— -  =  -jjj- 2 j lJ0 =  — векторная производная по времени
j=1 тот кинетического момента L0)

П
'^i tnQ{Pej) ~  М  о — главный момент внешних сил, при- 
j=i

ложенных к точкам данной систе
мы, относительно неподвижного 
центра О;

П
m0 (Р]) =  М 10 — главный момент внутренних сил, 

я=1
действующих между точками систе
мы относительно того же центра О. 

На основании закона равенства действия и противодействия 
каждой внутренней силе соответствует другая, равная и противо
положно ей направленная. Поэтому М о ~ 0 .  Таким образом,

(23.16)

Формула (23.16) выражает теорему об изменении кинетического 
момента механической системы в дифференциальной форме: век
торная производная по времени от кинетического момента механи
ческой системы относительно неподвижного центра равна глав
ному моменту внешних сил, приложенных к точкам системы, от
носительно того же центра.

Проектируя векторное равенство (23.16) на оси неподвижной 
прямоугольной системы координат, получаем три равенства:

dLx
~dF

dLy
dt щ

dLz
dt м*z f (23.17)

где Mex, М* и Мег — главные моменты внешних сил, действую
щих на точки системы, относительно соответствующих координат
ных осей.

Полученные равенства выражают теорему об изменении глав
ного момента количества движения (кинетического момента) си
стемы относительно оси: производная по времени от кинетиче
ского момента относительно неподвижной оси равна главному мо
м е н т у  в н е ш н и х  сил,  д е й с т в у ю щ и х  на  т о ч к и  с и 
с т е мы,  о т н о с и т е л ь н о  т о й  же  оси.

Теорема изменения кинетического момента в конечной (инте
гральной) форме получается путем интегрирования равенства 
(23.16).

Из (23.16) следует

dL9 — M e0dt,
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откуда

L02— Lo\
t

| Midi.
о

(23.18)

В проекциях на оси неподвижной прямоугольной системы коор
динат, например на ось г, можно записать

t
Lz2 — Lzl =  j  M ez dt. (23.19)

6

Теорема об изменении кинетического момента относительно не
подвижного центра и оси позволяет определить кинетический мо
мент системы в любой момент времени и упрощает исследование 
вращательного движения системы, если известен закон изменения 
главного момента внешних сил.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и :

1. Мо =  0. Тогда ~ f -  =  0 и, следовательно, L0 =  const. Если
главный момент всех внешних сил, действующих на точки меха
нической системы, относительно неподвижного центра О равен 
нулю, то кинетический момент относительно этого центра постоя
нен по величине и направлению.

2. Mez =  0. Тогда ~jf- =  0 и, следовательно, Lz = const. Если
главный момент всех внешних сил, действующих на точки си
стемы, относительно какой-либо оси равен нулю, то кинетический 
момент относительно этой оси будет постоянной величиной.

Рассмотренные случаи выражают закон сохранения момента 
количества движения ( к и н е т и ч е с к о г о  м о м е н т а )  с и
с т е м ы.

Из полученных зависимостей следует, что внутренние силы не 
могут изменить кинетический момент, хотя в общем случае могут 
влиять на него косвенным образом через внешние силы (напри
мер, вращение неуравновешенного диска на упругом валу, при 
котором вал изгибается и кинетический момент увеличивается).

Пример. На однородный круглый барабан (рис. 23.4) весом G\ наматывается 
трос, с помощью которого из трюма поднимается груз весом G2. Определить 
ускорение груза, если к шкиву приложен момент /WB =  const. Трением в подшип
никах и массой троса пренебречь. Найти продольную силу, действующую на се
чение троса и соответствующее нормальное напряжение^

Р е ш е н и е .  Обозначим скорость обода барабана v. Пренебрегаем упруго
стью троса. Тогда величина скорости точек, расположенных на ободе барабана v, 
будет равна величине оГР — скорости груза.

Определяем кинетический момент системы Lz =  Lz +  LT̂ ,

где /*« - mR2 
~2

v
R

l*z — 7ЩрОГр/?

GivR 
2g — кинетический момент барабана;

(h
g

vR  — кинетический момент поднимаемого груза.
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Следовательно,

Определяем главный момент внешних сил относительно оси вращения. Он 
равен

Mez = MB — G2 R.

Момент реакций подшипников, на которые опирается вал, относительно 
оси г  равен нулю, так как их линия действия пересекает ось г.

Рис. 23.4.

Используем уравнение (23.17) в виде =  =

= Мв — G2R- 
Откуда

dv
~dt = w = ■ Мд --- G2R

0 =д ( 2 + -§г)
2 g  =  const.

Применяя метод сечения, составляем уравнение движения груза G2 =Grp.
тхр w = N — G2,

следовательно, нормальная сила

N  =  mTpW + G2 =  G2 ( j g - +  l ) .
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Нормальное напряжение в поперечном сечении троса равно

G /IИ Н —  Е.'
(h
F

f  w 
\~£~ + i = (h

F
M u G,R

G,R 2 + G,
+ 1 — <ТСТ'^дИН,

где F — площадь сечения троса, а величина, стоящая в квадратных скобках,— 
динамический коэффициент, показывающая, во сколько раз динамические напря
жения (деформации) больше статических. Принимаем следующие численные 
данные:

Ма — 50 кН • м; Я =  0,25 м; 0 2 =  50 кН; О, =  15 кН; F -  10-10~4 м2.

Тогда величина динамического коэффициента будет равна
Mb — G2R  , , „ 50 — 50-0,25£дин — 1 + 2 •

G,R G1 + 2
1 + 2 -

50-0 ■25( w  +  2 )

=  3 ,4 .

Динамические напряжения
50-10—3

един -  W ct =  3 ,4  *0 / 10_ 4 = 1 7 0  МН/м2.

§ 124. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ

Рассмотрим вращение твердого тела вокруг неподвижной оси г, 
если на него действуют в точках М\, М2, ..., Мп внешние силы Реи 
Ре2, . Реп, а на опорах А и В — реакции RA и RB■ Применим ра
венство (23.17) к рассматриваемому случаю, учитывая, что Lz = 
= / гш.

Принимаем, что для абсолютно твердого тела постоянной мас- 
с ы /2 =  const, тогда

После подстановки в (23. £7) получаем

или

rfio
~ж
d-y

Mi )

dP Щ -)
(23.20)

В правую часть равенства входит сумма моментов внешних 
сил (включая и силы трения) относительно неподвижной оси вра
щения. Моменты от реакций опор равны нулю, так как линия дей
ствия каждой из них пересекает ось z.

Уравнение (23.20) называется д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в 
н е н и е м  в р а щ е н и я  т в е р д о г о  т е л а  в о к р у г  н е п о д в и ж 
ной оси.

По форме (23.20) напоминает дифференциальное уравнение по-
d%) ~т\вступательного движения твердого тела тп — к  .

Таким образом, инертность тела при его .вращении вокруг непо
движной оси характеризует величина l z, а при поступательном 
движении — масса тела т.
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Если М ег — 0, то o)=const, т. е. тело вращается равномерно. 
Уравнение (23.20) позволяет решать следующие задачи. 
Определить М* если заданы 1г и (p = <p(t), по равенству М ег =

_ /
г dP '
Определить закон вращения 9 =  9 (0 , если заданы l z и Щ ,— 

обратная задача, которая решается путем интегрирования урав
нения (23.20),

Определить момент инерции / ?, если заданы 9 =  9(0  и М*ш

Пример. В момент прекращения подачи топлива валопровод судовой уста
новки вращался с числом оборотов п0 в минуту. Принимая, что момент сопро
тивления, создаваемый тормозным устройством, трением в подшипниках и дру-

Рис. 23.5.

гими видами сопротивлений, пропорционален угловой скорости вращения вало- 
провода, т. е. Мс= —kta, определить закон изменения угловой скорости и угло
вой координаты. Определить также постоянный коэффициент k, если прн t = t\ 
co=o)i и при t — ti (й= о)2. Момент инерции силовой установки и винта /  =  /] +  
+ / 2= const.

Р е ш е н и е .  Записываем дифференциальное уравнение вращения валопро- 
вода в виде

откуда
d  (д _  k ^  
о) /

k
Интегрируем полученное уравнение In « = ------j-  t -f C\.
Используя начальные условия, определяем произвольную постоянную Сц 

При t=0  (о=о)о, Ci= In (оо, где <о0 =  . Следовательно,

k
In (О = ----- — t +  In (й0

или, потенцируя,

«о = О) о?
J6
/ /

Учитывая, что о)
d<?
I t ’ находим

d f  =  ш0е <tt
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или

? + с2.
Определяем произвольную постоянную С2 из условия, что при t — 0 ^=0

<У 
k 'С,

С л е д о в а т е л ь н о ,

1 — е 1

О п р е д е л я е м  к о э ф ф и ц и е н т  k  и з  с л е д у ю щ и х  р а в е н с т в :

Ш1 — (%е

w0e
откуда In -£*-= у  (*2 -  *i)

и, следовательно,
/1п — -«2
и - и

§ 125. ФИЗИЧЕСКИЙ МАЯТНИК

Физическим маятником называется твердое тело, закрепленное 
на неподвижной оси и способное под действием силы тяжести 
совершать колебательное движение вокруг этой оси (рис. 23.6,а).

Рис. 23.6,

Ось, называемая о с ь ю  п о д в е с а ,  не проходит через центр тя
жести маятника. Примером физического маятника является шатун 
(рис. 23.6,6), который может вращаться вокруг горизонтальной
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оси Oz. Обозначим через h расстояние от оси Oz до центра тяже
сти С физического маятника, G — его вес. Запишем дифферен
циальное уравнение вращения физического маятника вокруг 
оси Oz, пренебрегая сопротивлением. Главный момент внешних сил 
относительно оси вращения будет равен .

M ez =  —Gh sin 9.

Тогда в соответствии с (23.20)

или

Учитывая, что

d2tf , mgh sin 9 =  0.

sin 9 =  9 — -gj- 93 +  —  r  — ..

ограничимся частным случаем, когда отклонения физического 
маятника 9 малы, т. е. 9 <  20°- f - 30°. Тогда можно с ошибкой до 
0,8%, а при 30° до 5% считать, что sin 9 =  9, и рассматривать диф
ференциальное уравнение малых колебаний физического маятника 
в виде

9+ ^ 9 =  0, (23.21)

где
* Z

Общий интеграл уравнения (23.21) будет 9 =  Лзш (Ы+у), 
где А — амплитуда и у — начальная фаза определяются из на
чальных условий.. Круговая частота и период колебаний опреде
ляются, по формулам:

k = y ^ K .  (23 22)

Зная положение центра тяжести, вес тела и определяя экспери
ментально период малых колебаний, из (23.22) можно найти мо
мент инерции тела относительно оси Oz

г _  T-mgh 
* 4ъ* (23.23)

Моменты инерции тел сложной формы аналитически определять 
бывает сложно и для этого используют экспериментальные ме
тоды. Одним из них является метод качания. Так, если требуется 
определить момент инерции шатуна относительно оси, проходящей 
через его центр тяжести, определяют экспериментально его вес G 
и период колебаний Т, подвешивая шатун так, чтобы он мог ка
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чаться вокруг оси Oz. Затем, зная h, из формулы (23.23) опреде
ляют / 2.

Учитывая, что центральная ось Ozc\\Oz, определяем

1Жс= 1 в - т к * = ™ - £  h \  (23.24)

С другими методами экспериментального определения моментов 
инерции (способы крутильных колебаний, падающего груза и др.) 
можно ознакомиться в соответствующей литературе.

М а т е м а т и ч е с к и м  м а я т н и к о м  называется материаль
ная точка, способная совершать колебательное движение под дей
ствием силы тяжести по заданной гладкой кривой, находящейся 
в вертикальной плоскости. Как известно, период колебаний м а-
т е м а т и ч е с к о г о  маятника длиной / равен Т — 2к у с. Что
бы он был равен периоду колебаний ф и з и ч е с к о г о  маятника, 
необходимо соблюдать условие 2тс =  т. е. чтобы

7 = 1 ^  =  Л _
Gh mh ‘ (23.25)

Формула (23.25) определяет п р и в е д е н н у ю д л и н у  ф и з и 
ч е с к о г о  м а я т н и к а ,  т. е длину такого математического маят
ника, период которого был бы равен периоду данного физического 
маятника.

В заключение отметим, что период малых свободных колебаний 
корабля при бортовой качке на спокойной воде определяется также 
по формуле (23.22), где h = OM — метацентрическая высота. Me- 
т а ц е н т р и ч е с к о й  в ы с о т о й  ОМ н а з ы в а е т с я  р а с с т о я 
ние  от ц е н т р а  т я ж е с т и  к о р а б л я  д о  м е т а ц е н т р а .  
М е т а ц е н т р о м  н а з ы в а е т с я  т о ч к а  М п е р е с е ч е н и я  
в е р т и к а л и ,  п р о в е д е н н о й  ч е р е з  ц е н т р  т я ж е с т и  
о б ъ е м а  воды,  в ы т е с н е н н о й  к о р п у с о м  к о р а б л я ,  
с о с ь ю х — осью симметрии сечения (рис. 23.7, а).
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Колебания корабля могут происходить при условии, если ме
тацентр М расположен выше центра тяжести О. Если же мета
центр лежит ниже центра тяжести, то сила R поддержания воды 
создает момент вокруг продольной оси корабля, вызывающий не
прерывное возрастание угла <р, что может привести к опрокидыва
нию корабля (рис. 23.7,6).



Г Л А В А  24

ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ ГИРОСКОПИЧЕСКИХ 
ЯВЛЕНИЙ

§ 126. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ. КИНЕТИЧЕСКИЙ МОМЕНТ 
БЫСТРО ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ГИРОСКОПА

Особые свойства, приобретаемые твердым телом при сообще
нии ему быстрого вращения, были установлены Фуко еще в 1852 г. 
и названы им г и р о с к о п и ч е с к и м и  с в о й с т в а м и ,  а при

бор, использующий эти свойства,— г и р о с к о п о м .  Гироскопы по
лучили широкое применение, особенно в последнее время, в воен
но-морском флоте, авиации (гирокомпасы, автопилоты, приборы 
управления стрельбой, приборы курса, гироскопические успокои
тели качки и т. п.) и в других областях техники.

Гироскопом называется однородное твердое тело, быстро вра
щающееся вокруг оси симметрии, одна из точек которой непо
движна (рис. 24.1). Теория гироскопических явлений разработана 
в трудах Л. Эйлера, Ж. Л. Лагранжа, С. В. Ковалевской, А. Н. Кры
лова и др. Простейшим гироскопическим прибором является вол
чок. Гироскоп в кардановом подвесе (рис. 24.2) входит в качестве

Рис. 24.1. Рис. 24.2.
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составной части в большинство гироскопических устройств. 
Ротор вращается вокруг собственной оси г — г, закрепленной 
в кольце В, которое вместе с ротором может вращаться во
круг оси у — у наружного кольца А. Наружное кольцо в свою 
очередь может вращаться вокруг оси х — х, укрепленной непо
движно. Оси х — х, у — у и z  — z  пересекаются в одной точке О, 
которая совпадает с центром тяжести ротора и во время движения 
остается неподвижной. Вращение ротора гироскопа вокруг оси 
г — z  называется с о б с т в е н н ы м  в р а щ е н и е м  (ротацией) в 
отличие от вращений вокруг кардановых осей соответственно вну

треннего и наружного ко
лец (нутация, прецессия).

У р а в н о в е ш е н н ы м  
или  а с т а т и ч е с к и м  г и
р о с к о п о м  называется 
такой гироскоп в кардано- 
вом подвесе, у которого об
щий центр тяжести всех по
движных частей совпадает 
с точкой О пересечения трех 
его осей. Рассматриваемый 
гироскоп имеет три  с т е 
п е н и  с в о б о д ы ;  вращения 
‘его вокруг трех упомяну
тых осей являются н е з а 
в и с и м ы м и .  Закрепляя 
наружную рамку-кольцо, 
получим гироскоп с двумя 
степенями свободы.

а
Рис. 24.3.

Рассмотрим гироскоп, представленный на рис. 24.3, который 
имеет три степени свободы. Определим его кинетический момент 
относительно неподвижной точки О. Пусть угловая скорость соб
ственного вращения ротора будет ац. Ось ротора в свою очередь 
совершает поворот вокруг вертикальной оси, проходящей через точ
ку О (рис. 24.3, а) , с малой угловой скоростью ц>2, которую называют 
у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  п р е ц е с с и и .  Таким образом, гироскоп 
участвует в двух вращениях; с угловыми скоростями Ш1 вокруг 
собственной оси и ш2 вокруг вертикальной оси. Направим векто
ры ал и о)2 вдоль соответствующих осей. Тогда вектор абсолютной 
угловой скорости u> =  a)i+  ы2 будет направлен вдоль мгновенной 
оси вращения. JB рассматриваемом случае направление кинетиче
ского момента L0 не совпадает с направлением собственной оси 
вращения гироскопа. С целью упрощения решения задачи будем 
полагать с достаточной для практики степенью точности, что:

— угловая скорость собственного вращения оц значительно 
больше угловой скорости прецессии ю2 и, как следствие, w- idi;

— кинетический момент гироскопа равен L0 = Izm и направлен
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вдоль оси симметрии г не только тогда, когда она неподвижна 
в пространстве, но и когда вращается с угловой скоростью и>2 <0 , 
вокруг вертикальной оси (рис. 24.3,6);

— угловая скорость собственного вращения coi =  const.
Таким образом, будем принимать величину кинетического мо

мента гироскопа постоянной и равной
Ц  =  //»1 =  const.

§ 127. КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ 
КИНЕТИЧЕСКОГО МОМЕНТА (ТЕОРЕМА РЕЗАЛЯ)

Из кинематики известно, что скорость v точки А, радиус-век- 
„ — — drтор которой г, равна ^ — и направлена по касательной к тра

ектории в данной точке. Таким образом, v — скорость конца ра
диуса-вектора.

А п

Используем подобие формы записи кинематического вектор- 
— drного равенства г> =  - ^ - и  уравнения, выражающего теорему мо

ментов Л/о =  - ^ - , д л я  придания теореме моментов кинематиче
ской формулировки. Пусть из неподвижного центра О отложен 
вектор ОА, равный кинетическому моменту системы относитель
но О, т. е. OA — L0{t). Вектор О А является радиусом-вектором г 
точки А. Тогда

dOA — л Г' ••—̂  — и, где и — скорость точки А. С другой стороны,

~ ^ -  =  Мо, где М\ — главный момент внешних сил, действующих
на систему, относительно неподвижного 
центра О.

Учитывая, что левые части равенства равны, можно записать
М ео =  и. (24.1)
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Равенство (24.1) выражает т е о р е м у Р е з а л я :  с к о р о с т ь  
к о н ц а  в е к т о р а ,  и з о б р а ж а ю щ е г о  к и н е т и ч е с к и й  
м о м е н т  м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м ы  о т н о с и т е л ь н о  н е 
п о д в и ж н о г о  ц е н т р а ,  г е о м е т р и ч е с к и  р а в н а  г л а в 
н о му  м о м е н т у  в н е ш н и х  сил,  п р и л о ж е н н ы х  к т о ч 
к а м  д а н н о й  с и с т е м ы ,  о т н о с и т е л ь н о  т о г о  ж е  
ц е н т р а .

§ 128. ГИРОСКОПИЧЕСКИЙ ЭФФЕКТ И ГИРОСКОПИЧЕСКИЙ МОМЕНТ

Рассмотрим уравновешенный гироскоп с двумя степенями сво
боды (рис. 24.5). Пусть весьма большая собственная угловая ско

рость гироскопа будет равна он. Рассмотрим явления, которые по
явятся, если поворачивать систему вокруг вертикальной оси с угло
вой скоростью a>2< O i-  Кинетический момент гироскопа в соот
ветствии с принятыми допущениями направлен по оси собствен
ного вращения. Линейная скорость конца вектора L0 равна и и 
направлена перпендикулярно оси собственного вращения. При 
этом « =  (02Х^о =  ш2Х I2wi (по аналогии с и =  шХг).

По теореме Резаля скорость и конца вектора L0, изображаю
щего кинетический момент, геометрически равна главному момен
ту /Ио внешних сил, приложенных к системе. Изобразим вектор 
Ме0 =  и, как показано на рис. 24.5.

Внешними силами, приложенными к системе, являются реакции 
опор подшипников. Направления реакций показаны на рис. 24.5. 
Реакции подшипников RA и Rb, создающие внешний момент М о, 
действующий на систему, лежат в вертикальной плоскости. Вели-

I мо\чина каждой реакции находится из равенства /?А =  RB =  j-A 
где I — расстояние между подшипниками.
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Момент, действующий со стороны вала на подшипники, кото
рый вызывает появление реакции, называется г и р о с к о п и ч е 
с к им м о м е н т о м  Мх\ он равен по модулю внешнему, но на
правлен обратно ему, т. е.

l r  =  7A X ® 2. (24.2)

Таким образом, если быстро вращающийся гироскоп участвует 
еще в одном вращении, плоскость которого перпендикулярна пло
скости собственного вращения, появляется гироскопический эф

фект, выражающийся в возникновении гироскопического момента. 
В е к т о р  г и р о с к о п и ч е с к о г о  м о м е н т а  н а п р а в л е н  
п е р п е н д и к у л я р н о  п л о с к о с т и ,  содержащей векторы^ац и т, 
т а к ,  ч т о б ы ,  г л я д я  с к о н ц а  в е к т о р а  м о м е н т а  Мг , со
ответствующая ему пара стремилась повернуть вектор он к век
тору со2 для их совмещения в с т о р о н у  м е н ь ш е г о  у г л а ,  п р о  
т и в  х о д а  ч а с о в о й  с т р е л к и .

Величина сил давлений на опоры-подшипники равна

\АГ 15,1 =
Мг Л

S in  (<!>!, 0)2) . (24.3)

Появление гироскопического момента может быть непосредст
венно обнаружено, если стремиться повернуть ось быстро вращаю
щегося гироскопа, например, в горизонтальной плоскости 
(рис. 24.6). Тогда вследствие появления гироскопического момента 
руки будут испытывать давление в в е р т и к а л ь н о й  п л о с к о 
сти:  одна вниз, другая вверх.

Корабль, помимо поступательного движения, может совершать 
колебания вокруг своей поперечной или продольной оси, которые
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соответственно называются килевой или бортовой качкой, или ма
неврировать, например, совершая циркуляцию. Учитывая, что со
временный корабль имеет большое количество механизмов с вра
щающимися частями (гребные винты, роторы турбин и динамо- 
машин, коленчатые валы дизелей, маховики и др.), качка и ма
неврирование сопровождаются появлением гироскопического эф
фекта. Возникающие гироскопические моменты вызывают изгиб 
валов и перегрузку соответствующих подшипников.

Гироскопический момент от перечисленных выше механизмов 
на движение корабля влияет мало, так как масса корабля весьма 
велика по сравнению с массами вращающихся частей, и корабль 
обладает большой устойчивостью. Влиянием гироскопического мо

мента на самолет, особенно винтовой, пренебрегать нельзя, учиты
вая его небольшую устойчивость и сравнимость масс вращающих
ся частей и самолета.

При маневрировании самолета, например в горизонтальной пло
скости (рис. 24.7), появляется гироскопическая пара в вертикаль
ной плоскости, которая через подшипники воздействует на само
лет. Так, при повороте самолета вправо с угловой скоростью со2 
и он, направленной по оси вправо, создается дифферент на нос 
и самолет стремится перейти в пикирование. Если самолет снаб
жен двумя винтами, вращающимися в разные стороны, гиро
скопические моменты уравновешиваются, маневренность самолета 
улучшается, но ухудшаются условия его эксплуатации (наличие, 
например, двух двигателей правого и левого вращения).

Пример. Вал ротора турбины, вращающегося с я=1800 об/мин, установлен 
параллельно продольной оси подводной лодки (рис. 24.8). Вес вращающихся 
частей 0  =  70 кН. Радиус инерции ротора i*=0,7 м Определить гироскопические 
давления на подшипники, если подводная лодка, маневрируя, совершает цирку
ляцию на дуге R = 600 м со скоростью о=30 уз (« 1 5  м/с). Расстояние между 
подшипниками 1=3,5 м.

Р е ш е н и е .  Определяем величины угловых скоростей: 
собственного вращения

Mr

Ц>2
Рис. 24.7.
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Вычисляем величину гироскопического момента, учитывая, что о>2 <  оц:

Мг — 1ги>!(i)2 sin 90° = G .2 ъ п  V

~ Т 1*~W ~ R '
Вычисляем величину сил гироскопических давлений на подшипники

\Аг \ -  | £ г | -
М г G_

g
■ЕП V

~3(Г ~R
70 0 , Я

9,81 ' 3 ,5 60тг-0 ,025^ 4 ,7  кН.

Рис. 24.8.

Суммарные силы, действующие на подшипники, слагаются из гироскопиче
ской силы и силы тяжести:

Мк =  Аг +  = 4,7  + ~~ =  39,7 кН;

^B = jBr + -J- = -4 ,7  + T ' :=30’3 кН-

В ы в о д .  Гироскопический момент вызвал перераспределение давлений на 
подшипники, в результате чего подшипник В стал несколько разгружен, но под
шипник А испытывает значительные перегрузки по сравнению со статическими.

§ 129. ГИРОСКОП С ТРЕМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

Рассмотрим гироскоп с тремя степенями свободы, каким, на
пример, является быстро вращающееся тело, имеющее одну не
подвижную точку, положение которого определяется тремя углами 
Эйлера. Пусть гироскоп будет уравновешенным, т. е. таким, у ко
торого центр тяжести совпадает с неподвижной точкой-опорой 

‘ (рис. 24.9). Пусть уравновешенный гироскоп не вращается, т. е. 
ал =  0. Тогда под действием постоянной силы Р, линия действия 
которой не проходит через центр тяжести, равновесие его нару
шится и гироскоп будет равноускоренно поворачиваться вокруг 
оси Ох. После прекращения действия силы Р вращение вокруг
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оси Ох будет продолжаться. Тот же гироскоп, но вращающийся с 
большой угловой скоростью oil вокруг собственной оси, при дей
ствии силы будет двигаться совершенно иначе.

Воспользуемся для исследования движения такого гироскопа 
теоремой Резаля. Сила Р создает внешний момент Ме0 относитель
но неподвижной точки О, равный по величине MeQ — Ph. Направ
ление М% показано на рис. 24.9. В соответствии с теоремой Резаля 
скорость и конца вектора L0 и вектор М£ геометрически равны. 
А это значит, что ось быстро вращающегося гироскопа смещается 
не по направлению силы, а по направлению вектора ее момента, 
т. е. перпендикулярно направлению силы. Элементарное смещение 
конца вектора L0 за время At будет As — udt = PhAt = L0Aa. Угол 
поворота Да оси Oz определится из равенства

4 « = ^ Д < , (24.4)

Из (24.4) следует, что:
— при приложении внешнего момента к быстро вращающемуся 

гироскопу с тремя степенями свободы ось гироскопа отклоняется 
на угол Да;

— чем больше величина собственной угловой скорости он, тем 
меньше угол Да;

— перемещение конца вектора Ь0 перпендикулярно плоскости, 
в которой расположены сила Р и ось Oz\

— сила, действующая в течение малого промежутка времени, 
почти не изменяет направление собственной оси гироскопа; при 
быстром вращении у уравновешенного гироскопа с тремя степе
нями свободы появляется способность противодействовать силе, 
стремящейся изменить направление его оси вращения.

Рассмотрим движение гироскопа с тремя степенями свободы в 
том случае, когда его центр тяжести не совпадает с точкой опоры 
(рис. 24.10). Пусть ось симметрии, вокруг которой гироскоп вра
щается с большой угловой скоростью £оь отклонена под углом J3 
к вертикали. На гироскоп действуют две внешние силы: его сила 
тяжести G и реакция опоры. Момент внешних сил относительно 
точки опоры О равен М е0 — г X G.

В соответствии с теоремой Резаля Мо — и , где и — скорость 
точки А. Следовательно, точка А движется в горизонтальной пло
скости перпендикулярно ОАВ. Ось гироскопа является образую
щей конической поверхности, вращаясь с некоторой угловой ско
ростью юг вокруг вертикальной оси ОВ, проходящей через точ
ку О. При этом t/ =  (i)2X/(i)i и тогда

А4о==о)2 X /<»1,
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откуда
/•(/■sin (180 — fl) =  / cdjCDj sin р

или
rG
/ш, (24.5)

Вращательное движение оси симметрии гироскопа вокруг ОВ 
(рис. 24.10) с угловой скоростью шг, определяемой по (24.5), назы
вается р е г у л я р н о й  п р е ц е с с и е й ,  а ш2 — у г л о в о й  с к о 
р о с т ь ю  п р е ц е с с и и .  Для того чтобы угловая скорость ы2 была 
малой, оси гироскопа сообщают большую угловую скорость шь

Рис. 24.9. Рис. 24.10.

например ротор гироскопа торпеды может иметь иц =  600^-2^- (п =
= 18000 об/мин) и более. На рис. 24.10 представлено, как с помощью 
теоремы Резаля определено направление угловой скорости пре
цессии неуравновешенного гироскопа в кардановом подвесе с 
тремя степенями свободы. При быстром собственном вращении 
гироскопа с тремя степенями свободы он приобретает свойство 
устойчивости. При действии внешнего момента его ось, отклоняясь 
от вертикальной оси, совершает прецессию, при этом возникает 
гироскопический момент, уравновешивающий внешний момент.

Рассмотрим вращение уравновешенного гироскопа при отсут
ствии внешних сил, создающих моменты относительно неподвиж
ной точки, т. е. когда Ml = 0.

В этом случае вектор L0=const. Стало быть, ось гироскопа, 
вдоль которой по приближенной теории направлен вектор ац, Со
храняет направление в пространстве по отношению к инерциаль
ной звездной системе координат, которая принимается неподвиж*
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ной. Наблюдатель, связанный с Землей, изменяет свое положение 
относительно звезд и заметит перемещение оси уравновешенного 
гироскопа по отношению к Земле. Это позволяет установить вра
щение Земли и определить координаты места наблюдателя. Отме
тим, что в переводе с греческого слово «гироскоп» означает «при
бор, обнаруживающий вращение».

Вид сверху

Свойство быстро вращающегося астатического гироскопа со
хранять постоянным свое направление используется в технике. 
Одним из первых было изобретение гироскопического направляю

щего аппарата торпеды, который 
обеспечивает сохранение постоян
ного заданного курса.

Сохранение курса торпеды 
(рис. 24.11) обеспечивается с по
мощью вертикальных рулей тор
педы, связанных с соответствую
щим аппаратом, который состоит 
из быстро вращающегося аста
тического гироскопа в кардано- 
вом подвесе. Запуск гироскопа 
происходит в момент выстрела 
торпедой. В нормальном положе
нии торпеды ось г — z гироскопа 
совпадает с продольной осью 
торпеды, а ось внутреннего коль
ца у — у ей перпендикулярна. 

Предположим, торпеда отклонится от заданного курса. Ось гиро
скопа будет сохранять свое положение в пространстве и составит 
угол а с осью торпеды. При этом вызывается смещение золотника, 
с которым связана ось у — у гироскопа. Сжатый воздух поступает 
в рулевую машинку, и происходит нужный поворот вертикальных
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рулей, исправляющий отклонение от курса. Однако иногда после 
исправления отклонения от курса в одну сторону, например влево, 
происходит отклонение в другую — вправо, затем снова влево 
и т. д. Возникает явление, называемое рысканием торпеды. Этот 
вопрос уже относится к процессам регулирования.

Следует отметить, что гироскоп с тремя степенями свободы в 
кардановом подвесе используется так же, как составная часть 
ряда гироскопических устройств, и в частности гирокомпаса. Рас
смотрим простейший случай, когда гироскоп установлен на эква
торе (рис. 24.12) *, дуга которого АВ видна из Северного полу
шария. При переходе вместе с Землей из первого положения во 
второе (за час поворот приблизительно на 15°) ось уравнове
шенного гироскопа сохраняла бы свое горизонтальное положение 
в пространстве и, следовательно, положительный конец L0 под
нялся бы над горизонтом. Для того чтобы учитывать вращение 
Земли, к наружному кольцу гироскопа подвешивается груз G. 
Тогда под действием момента Мо, создаваемого силой тяжести 
груза G, которая направлена к точке О, положительный конец оси 
гироскопа в соответствии с теоремой Резаля также повернется 
в направлении севера со скоростью и и будет направлен на N.

* Заимствован из учебника А. К. Бодунова, Н. А. Бражниченко, А. С. Ро- 
бачевского «Теоретическая механика». М., Воениздат, 1958.



Г Л А В А  25

ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА

§ 130. СИЛЫ ИНЕРЦИИ

В соответствии с третьим законом динамики силы, приложен
ные к двум взаимодействующим телам, равны по величине 
и направлены по одной прямой в противоположные стороны. 
Так, если под действием тела А материальная точка массой т 
движется с ускорением w в сторону тела (рис. 25.1), то, очевидно, 
что сила P — mw, с которой тело действует на материальную точ
ку, будет равна по модулю силе —mw, с которой точка действует 
на тело. Обозначим эту силу Ри:

Сила, приложенная к телу, вызывающему ускорение w матери
альной точки, и представляющая собой меру противодействия ма
териальной точки изменению вектора ее скорости, называется 
с и л о й  и н е р ц и и  (Ри).

Пусть матрос отталкивает шлюпку массой т от берега, сооб
щая ей_ускорение w. Тогда сила инерции шлюпки, равная Ри = 
=  —mw, приложена к матросу и представляет меру противодей
ствия шлюпки изменению ее скорости.

Проектируя обе части равенства (25.1) на оси неподвижной 
п р я м о у г о л ь н о й  системы координат, получим:

Если материальная точка движется по криволинейной траек
тории, то составляющие силы инерции по осям естественного трех* 
гранника будут в соответствии с изображением (рис. 25.2).

Яи г= — mw . (25.1)

РНг — —mwz — —т й2г
I F ' (25.2)
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К а с а т е л ь н а я  с и л а  инерции, которая направлена по ка
сательной к траектории в сторону, противоположную касательному 
ускорению:

7ч — dv -Рк„— — mw =  —т —гг • т;нт т d t ’

— н о р м а л ь н а я  с и л а  и н е р ц и и ,  которая направлена 
по главной нормали в сторону выпуклости, т. е. от центра кри
визны:

Рнп =  —tnwa —

Модули касательной и нормальной сил инерции материальной 
точки будут:

\Р..Л =  т dv
d t

\P*n\ =  f n - f '
(25.3)

Рассмотрим следующие частные случаи движения материаль
ной точки.

Прямолинейное движение р = оо, тогда Рап = 0.
Равномерное движение по криволинейной траектории (цт =  

=  const):
Р —1 И п -- Ит

=  0.

Материальная точка принадлежит телу, которое вращается во
круг неподвижной оси. Расстояние материальной точки от оси 
вращения обозначим буквой R, тогда:

г а т dv
4 t =  m R  | s |; !

\ n  i *  rn =  d iR ^ .
(25.4)

В рассматриваемом случае | Рип\ называют ц е н т р о б е ж н о й  
с и л о й .
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При составном (сложном) движении материальной точки, когда 
переносное движение произвольное:

Я„ =  — m w e — m w r — m w k =  РНе +  РИг +  Я„*. (25.5)

Соответствующие силы инерции называются: Рие= —tnwe — сила 
инерции переносного движения — переносная сила инерции, сила 
инерции относительного движения Par ——tnwr и Pah ——mw^ — 
к о р и о л и с о в а  сила инерции.

§ 131. ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА ДЛЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Помимо методов решения задач динамики, рассмотренных ра
нее, ниже дан метод, предложенный отечественными учеными 
Я. Германом (1716 г.), Л. Эйлером (1737 г.) и французским уче
ным Даламбером (1743 г.), который и дал окончательную форму
лировку метода, получившего название принципа Даламбера.

Напомним, что материальная точка может быть как свобод
ной, так и несвободной. В последнем случае на точку наложены 
связи, ограничивающие ее движение.

Исходя из второго закона Ньютона для несвободной мате
риальной точки массой т уравнение движения будет

tnw =  Р  +  Р, (25.6)

где Р — равнодействующая активных сил, действующих на ма-
териальную точку;

Р — равнодействующая реакций связи.
Формулу (25.6) можно записать в виде Р + /? + ( —tnw) = 0  или, 

учитывая (25.1),
Р + Я  +  Ян =  0. (25.7)

Равенство (25.7) выражает принцип Даламбера для несвобод
ной материальной точки. По форме уравнение (25.7) является ма
тематическим аналогом уравнения равновесия трех сил Р, Я 
и Ри.

Таким образом, в любой момент времени движения несвобод
ной материальной точки действующие на нее активная сила Р и 
реакция связи Я, а также условно приложенная к точке ее сила 
инерции Ра как бы уравновешиваются. В действительности точка 
движется и никакого равновесия нет. Принцип Даламбера позво
ляет уравнениям динамики придать форму уравнений равновесия, 
что в ряде случаев является удобным приемом, упрощающим ре
шение задач динамики. Раздел механики, в котором при решении 
задач динамики используется принцип Даламбера, называется 
к и н е т о с т а т и к о й .
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Пример. Судовой крап с помощью Троса поднимает груз весом G с постоян
ным ускорением ieJ =  const. Определить натяжение N троса при вертикальном 
подъеме груза. Определить в данный момент времени зависимость между угло
вой скоростью to крана при вращении его вокруг вертикальной оси и углом от
клонения троса <р от вертикали, если длина троса (рис. 25.3) равна / =  const.

Р е ш е н и е .  Применяем принцип Даламбера к грузу, движущемуся равно
ускоренно, для чего прикладываем условно к нему силу Ри = —mw (рис. 25.3, о).

Рис. 25.3.

Составляем уравнение равновесия груза, принимая его за материальную 
точку в виде

S  Yi — N  — rnw — G - 0 , откуда N  =  G ^1 +  =  ОКцин>

где коэффициент 1 +  “  =  /Сдин называется динамическим коэффициентом.

Составляем треугольник сил для груза, который принимаем за материаль
ную точку, при повороте стрелы с угловой скоростью со (рис. 25.3,6). Для этого 
откладываем в масштабе силу G, затем проводим линии действия сил Ра и Т. 
Из треугольника сил следует, что PU = G tg <р. С другой стороны, Р л =

Q
— —  ад2 (h -f Д^). Учитывая, что Л/г — / sin <р, получаем 

§
(О2 1 f  tg о

tg ? =  —  (* +  l sin V). откуда to =  \  X + /

Пример. Платформа с изделием (рис. 25.4) общим весом С?0 =  100 кН соеди
нена с тележкой с помощью четырех пружинных амортизаторов, суммарная же
сткость которых с= 20  кН/см =  2000 кН/м. Вес четырех колес 4 G =  10 кН. 
Платформа с изделием колеблется в вертикальной плоскости по закону 
y —yosm kt,  где t/0 =  0,02 м, а частота собственных колебаний определяется по

.формуле (19.15) k = j /  ~  j

Определить наибольшую Qmax и наименьшую Qmin величины силы давле
ния на полотно дороги. Вес платформы и изделия распределен на амортизаторы 
поровну.

Р е ш е н и е .  Платформу и изделие, движущиеся поступательно, принимаем 
за материальную точку, масса которой равна массе всей системы, сосредоточен
ной в центре масс. Применяем принцип Даламбера.
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На материальную точку действуют сила тяжести G0, реакция пружины R и 
сила инерции Р1и которую мы условно прикладываем к точке.

d2V
Определяем величину силы инерции. Учитывая, что = —k2y0bh\ktt

имеем
(i2 у

Ри = - mwy =  —от =  mk 2y 0 sin kt,  

где

Модуль силы инерции будет иметь наибольшее значение при sin £ / =  ± l ,  
т. е. когда

*‘‘ = T ‘‘ = W 2 У 200
; 0 , П с); kt3 — w я (^2 =  0 ,33 с).

Условия равновесия в крайних положениях платформы будут
R — G0 ±  Рн — 0.

r ■ rf2vhi верхнем крайнем положении ускорение направлено вниз, а сила инер

ции вверх. Следовательно,

R — G0 + Р» — 0, откуда R — G0 — Ра = G0----— k2y0&
ИЛИ

Rm in =  Go [ 1 №yp loo f l — 200 - 0,02
g /  Л  9,81 

Соответственно в нижнем крайнем положении

^max — Go ( 1 + -^У°Л = т ( \  + 200-0,-02
g 9,81

=  59,3 кН.

=  140,7 kH.

Эти силы и передаются на оси колес. Следовательно, силы, передаваемые 
на полотно дороги, будут:

Стах =  R ma + 4G, =  140,7 +  10 =  150,7 кН;

Qmiu = Rm\a + 4G> = 59'3 + 10 = 69,3 кН-
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§ 132. ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА ДЛЯ НЕСВОБОДНОЙ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим несвободную механическую систему, состоящую 
из п материальных точек массами т ь т2, ..., тп со стационарны
ми связями. К каждой I-й точке такой системы применяем принцип 
освобождаемости от связей. На точку действуют: равнодей
ствующая задаваемых активных сил Я* и равнодействующая сил 
реакций отбрасываемых связей Ri.

Применяя принцип Даламбера к рассматриваемой материаль
ной точке, можно записать

p i +  Ri +  =  0. (25.8)

Суммируем для всех точек системы
п п п

+  2 ^ и /  =  0. (25.9)
i=i /=1 i=i

Из равенства (25.9) следует, что геометрическая сумма главных 
векторов задаваемых сил ( 2  Д;),реакций с в я з е й и  сил инер-

^ Р ,Л1 ) для всякой несвободной механической системы в лю

бой момент времени равна нулю.
Выбираем неподвижный центр О и обозначим радиус-вектор 

каждой точки через /у. Тогда, умножая слева векторно каждое сла
гаемое равенства (25.9) на радиус-вектор г* и складывая, полу
чаем

п п п

' Z r i X P i + ' Z 7 i X R i + y , r i X P ai =  0. (25.10)
/=1 /=1

Последнее равенство (25.10) показывает, что геометрическая 

сумма главных моментов задаваемых

ций связи и сил инерций ( . ^ 0  X £?иг j Для всякой

сил
\i=1

несвободной системы в любой момент времени равна нулю.
Уравнения (25.8) и (25.10) выражают принцип Даламбера для 

несвободной механической системы.
Остановимся на вопросе приведения си л  и н е р ц и и  т в е р 

д о г о  т е л а  к п р о с т е й ш е м у  виду.
Выбираем за центр приведения сил инерции центр масс си

стемы. Тогда силы инерции приводятся к г л а в н о м у  в е к т о 
ру Rn, не зависящему от выбора центра приведения, и к г л а в 

41914*



н о м у  м о м е н т у  Ми, зависящему от выбора центра приведения. 
При этом

п

’R Vi =  — ^Lm l'wl =  —Mwu (25.11)
/=1

П

Мис == y j i  х  mwlt (25.12)
i—i

где ~wc — ускорение центра масс, М — масса всей системы.
П о с т у п а т е л ь н о е  д в и ж е н и е  т в е р д о г о  т е л а .  Уско

рение каждой точки тела при поступательном движении геометри
чески равно ускорению центра масс. Следовательно,

Ря =  —Mw„
п п

Ми, =  2  й  X m№i =  2  mf i  X Wc =  Mr, X w c =  0,
fc= 1 i=l
n

так как rc =  относительно центра масс отк. Мг0 =  0.
Выв о д .  При поступательном движении твердого тела силы 

инерции приводятся к равнодействующей, приложенной в центре 
масс, равной произведению массы тела на модуль ускорения его 
центра масс и направленной в сторону, противоположную ускоре
нию wc.

В р а щ е н и е  т в е р д о г о  т е л а  в о к р у г  н е п о д в и ж н о й  
оси с и м м е т р и и .  Рассмотрим вращение твердого тела, имею
щего плоскость материальной симметрии, вокруг оси, проходящей 
через центр тяжести сечений и перпендикулярной плоскостям сим
метрии. Эта ось является также главной центральной осью инер
ции тела.

Г л а в н ы й  в е к т о р  с ил  и н е р ц и и. При вращении твердого 
тела ускорение центра масс дос = 0 (рис. 25.5) и, следовательно, 
главный вектор сил инерции Яи = —M wc = 0.

Г л а в н ы й  м о м е н т  с ил  и н е р ц и и .  Рассмотрим точку М 
тела массой тг-, расстояние от которой до оси вращения обозна
чим буквой hi. В соответствии с формулами (25.3) сила инерции 
может быть представлена состоящей из центробежной, равной Р “г — 
=  — т ггеф,и вращательной (касательной), равной P h =  — mtw*. 
Линия действия центробежной силы пересекает ось вращения. 
Следовательно, момент центробежных сил относительно оси вра
щения равен нулю.

Величина момента вращательной (касательной) силы инерции 
относительно оси вращения будет M l = P ^ h i — miw^hl =  mi \e.\hf,
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Очевидно, для всех точек тела

МЛг — Пт ^  mi Iе IЩ =  16! Ит  mthj =  \ е 11г
i=i п ■>« 1=1 от;->Э

где Нш '4̂ j n ih\ =1г — момент инерции тела относительно оси вра-
л>“ /=1 т:-> О

щения.

Выв о д .  Система сил инерции твердого тела, вращающегося 
вокруг неподвижной оси, которая является главной центральной 
осью инерции, приводится к главному моменту сил инерции, рав
ному

=  - / ,« •  (25.13)
П л о с к о п а р а л л е л ь н о е  д в и ж е н и е  т в е р д о г о  т е л а .  

Плоскопараллельное, или плоское, движение тела можно разло
жить на поступательное вместе с центром масс и вращательное во
круг оси, проходящей через центр масс с перпендикулярно плоско
сти симметрии. Тогда система сил инерции приводится к главному 
вектору, приложенному в центре масс тела, и главному моменту — 
паре сил, действующей в плоскости симметрии тела:

7?и =  ~~Mwc; Л?и -  - I J .  (25.14)
Пример. На однородные барабаны радиусом R и г, весом Оз и G4, имею

щие одну ось вращения, подвешены на двух нерастяжимых тросах грузы соот
ветственно весом G] и G2 (рис. 25.6). Пренебрегая массами тросов, а также тре
нием, определить угловое ускорение барабанов, которые вращаются под дей
ствием грузов. Определить натяжение N и напряжения о, возникающие в тросах, 
если площади сечения их одинаковы и равны F.

Р е ш е н и е .  Несвободная механическая система состоит из грузов Gj и G2 
троса и барабанов. Связью является ось барабана. На систему действуют 
активные силы G'i и G2 и реакции связи Х0 и У0- Допустим Gi> G 2.

Решаем задачу принципом Даламбера. Прикладываем условно к материаль
ным точкам системы силы инерции и рассматриваем условия равновесия системы.
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Из трех уравнений равновесия плоской системы сил для определения е потре
буется лишь одно, а именно: 

п

2  т° ~ P̂ R -  a-S -  РмГ-Ml -  Ml = о,
i= l

где Ри, = G,
еР ; ег; G3P2

2 «■
С4г2
^2

Пренебрегая скольжением троса по барабану и деформацией тросов, уско
рения грузов w будут равны вращательному ускорению ободов соответствующих 
барабанов.

Преобразовываем уравнение равновесия

GiR  — еР2 -  G,r — О- гг2 
£  “ £

G3P2
2^

G4r2
2^

-Е = 0.

Определяем угловое ускорение
(GjP — G2r) ^

° 1 + ^ )  Л2 + ( ° 2 + - Т - ) г2 ’
При GiR<G2r ускорение и вращение цилиндров будут происходить в на

правлении, противоположном принятому (по ходу часовой стрелки).

Находим нормальное напряжение по формуле а =  - р г , где N  — натяжение 

троса. Так, для левого троса N определяется из условия равновесия груза G\
G,P hi — Gj +  N i  =  0 , откуда N t — Gi — Pal = Gx -----

Учитывая, что a>j =  sP, получаем 
eP 
g

N,
= ( '  ‘‘g ’) “ G, ( G ^  -  G2r) R

( G, + 'T ')  ^ 2+ ( ° 2+ -у - )
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и

Cj = Gi
Щ- R? + G,r (R +  r) +

G t + ■ £ ) r ,  +  ( G3 + Ch
2

Аналогично определяется нормальное напряжение в правом тросе.
Пример. Определить предельное число оборотов стержня постоянного сече

ния, вращающегося в горизонтальной плоскости, если его длина I, вес единицы 
объема у и допускаемое напряжение [о].

Р е ш е н и е .  Определим внутреннюю силу Nx, действующую в сечении, 
имеющем координату х. Для этого мысленно рассечем стержень в этом сечении 
и рассмотрим равновесие правой части (рис. 25.7).

На правую отсеченную часть действуют Nx, Gx и Рах, величина которой 
может быть определена из равенства

l I
dm ■ iF  dx  

g
4>ZX lF& x d x  ; fFa (P — X 2) ,

. 4 F dx
где dm — ------------- элементарная масса, a — ее центростремительное уско

рение.
Из условия равновесия отсеченной части в проекции на ось следует, что 

^ j Xi ' —Nх + Р«х — О
или

Nr = /̂ЦО2
х -  2g (R-

Определяем нормальные напряжения в сечении

_ Nx 
F 2 g

(Р ~  х 2),

т. е. в формулу, определяющую напряжение, не входит F — площадь попереч
ного сечения стержня.

Наибольшее напряжение при * =  0 будет
уо>Ч2

®тах 2 g

Записываем условие прочности s <  [а]р в виде 

откуда допускаемая угловая скорость

foPP
~ w < Мр.

или

п < 30 
т:/

/ ■

Y -

2g [в]р
tP рад/с

2£Мр
об/мин. (25.15)

При учете изгиба стержня силой тяжести при u>=const наибольшее напря
жение будет в верхней точке А стержня, где нормальное напряжение от изгиба 
будет складываться с нормальным напряжением от осевого растяжения:

(о2/-s = ри + ар G 1/2 
Г* + 1 ‘ 2£ < м»

где Ц72 — осевой момент сопротивления сечения стержня.



Г Л А В А  26

ПРИНЦИП ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

§ 133. КЛАССИФИКАЦИЯ СВЯЗЕЙ

Напомним, что материальная точка называется свободной или 
без связей, если она может получить некоторое достаточно малое 
перемещение в любом направлении.

Система, состоящая из свободных материальных точек, назы
вается с в о б о д н о й .  Материальная точка или механическая си
стема называется н е с в о б о д н о й  или со связями, если движе
ние точек ограничивается наперед заданными геометрическими или 
кинематическими зависимостями, не зависящими ни от начальных 
условий, ни от действующих сил (вращение вала турбины в под
шипниках, движение поршня кривошипно-шатунного механизма 
и т. д.).

Ограничения, наложенные на движение материальной точки или 
системы и осуществляемые другими материальными объектами, 
в результате которых система становится несвободной, называ
ются с в я з я м и .  Математические зависимости, характеризующие 
осуществляемые ограничения, называются у р а в н е н и я м и  с в я 
зи. Так, для точки А (х\, у\) кривошипа уравнением связи будет 
(рис. 26.6) xj + у\ =  г2, а для точки В (х2, г/2) звена АВ (х2 —
—М)2+  (у2—yi)2 = l2, где / — длина шатуна АВ. Указанные связи 
являются г о л о н о м н ы м и  ( г е о м е т р и ч е с к и м и ) .

Таким образом, голономные связи налагают ограничения толь
ко на положения материальных точек и, следовательно, выража
ются конечными соотношениями между к о о р д и н а т а м и  т о ч е к  
с и с т е м ы .  В уравнение голономной связи могут входить и про
изводные от координат. Однако в этом случае дифференциальные 
уравнения, выражающие эту связь, могут быть точно проинтегри
рованы.

В уравнения связи могут входить скорость и время. Так, для 
точки А катящегося цилиндра можно записать (рис. 26.1)

л — /'<р =  0 или / { х ,  ср) =  0.
Полученное уравнение является к и н е м а т и ч е с к и м  у р а в* 

н е н и е м  с в я з и .
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Связи, налагающие ограничения не только на координаты точек 
системы, но и на их производные по времени и которые аналити
чески выражаются соотношениями, содержащими не только коор
динаты точек, но и их производные, причем эти соотношения 
не могут быть проинтегрированы, называются н е г о л о н о м -  
н ыми  или н е и н т е г р и р у е -  
мыми .

Если связь допускает переме
щения материальной точки или 
механической системы, в резуль
тате которых эта точка или си
стема освобождается от связи, 
такая связь называется н е у д е р 
ж и в а ю щ е й  или о д н о с т о 
р о н н е й  (рис. 26.2).

Неудерживающая (односто
ронняя) связь задается неравенст
вом. Так, для груза, подвешенного на тросе длиной, равной I, 
односторонняя связь записывается в виде х2 + у2 +  z2 <; /2.

Связь, представленная на рис. 26.2,6, является у д е р ж и в а ю 
ще й или двусторонней. Она действует во все время движения то-

оо

Рис. 26.1.

чек системы. Точки системы не могут покинуть эту связь при со
общении им элементарного перемещения. Удерживающие связи 
задаются равенствами.

Связь может быть с т а ц и о н а р н о й  и н е с т а ц и о н а р н о й .
С т а ц и о н а р н о й  называется связь, которая явным образом 

не зависит от времени, т. е. в аналитические выражения которой 
через координаты в основной системе отсчета время не входит 
явно, в противном случае связь называется н е с т а ц и о н а р н о й .  
Так, для математического маятника переменной длины связь вида 
х2 +у2 = [l(t)]2 является нестационарной.

§ 134. ВОЗМОЖНЫЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ

Рассмотрим, например, несвободную механическую систему, 
представленную на рис. 26.3. Не нарушая связей, выведем систему 
из данного положения, сообщив ее точкам бесконечно малые пере
мещения, совместимые со связями; для точки А это будет дуга гЗа,
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а для точки В — отрезок прямой ВВ\—-оВв- Эти перемещения и 
будут в о з м о ж н ы м и .  Вариацией 8а или 85s называется прира
щение функции, обусловленное изменением вида самой функции

при неизменном аргументе (в дан
ном примере при фиксированном 
моменте времени /).

Например, дано y = f(x) (рис. 
26.4). Тогда вариацией Ъу будет 
by = f2(x)—fi(x), в то время как 
дифференциал функции, равный 
dy = f'(x)dx, является главной ча
стью приращения функции за счет 
изменения (приращения) аргумен
та. В качестве пояснения ска
занного на рис. 26.4 представлены 
отрезки, численно равные Ьу и dy. 
Правила варьирования функции по 
форме подобны соответствующим 
правилам дифференцирования.

Так, например,
8у =  8 (у, +  _у2) =  8j/j +  8_у2;

8 Ой -Уэ) = 83,1 ’ЬУ2 +У$У2 и т. д.
В случае сложной функции

Ьг =  8 {a cos by) =  — ab sin by 8y.

В число возможных перемещений точек системы будем вклю
чать и их действительные (осуществимые) перемещения. Возмож-

2

ные перемещения точек системы будем полагать величинами пер
вого порядка малости. Поэтому элементарные криволинейные пе
ремещения точек заменяем прямолинейными — хордами. Обозна
чим возможное перемещение точки системы через 8г* с проекция
ми 8лй; 5 У и 82*. Таким образом, в о з м о ж н ы м и  п е р е м е щ е -
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н и й м и  называется совокупность векторных величин, равные 
одновременным воображаемым бесконечно малым перемещениям 
точек несвободной механической системы, допускаемых удержи
вающими связями, наложенными на систему в данный момент 
времени (т. е. при фиксированном аргументе).

Обозначим реакцию связи, приложенной к i-й точке системы, 
через Ri. Связи называют и д е а л ь н ы м и ,  если сумма работ их 
реакций на возможных перемещениях системы равна нулю, т. е. 
когда

2  =  2  "  2 cos (^> 4 ) =  0. (26.2)

Примером такой связи могут служить абсолютно гладкие по
верхности (рис. 26.2, а), вдоль которых скользит тело, трение от
сутствует и работа нормальной реакции на элементарном переме
щении равна нулю. В дальнейшем мы будем рассматривать толь
ко идеальные двусторонние, стационарные, голономные связи.

Ч и с л о м  с т е п е н е й  с в о б о д ы  механической системы, все 
связи которой являются идеальными двусторонними, стационар
ными, голономными, называется число независимых параметров, 
заданием которых однозначно определяется положение всех точек 
механической системы. Эти независимые параметры называются 
о б о б щ е н н ы м и  к о о р д и н а т а м и .  Для механических систем 
с указанными выше связями число обобщенных координат равно 
числу степеней свободы. Так, положение всех точек кривошипно
шатунного механизма будет определено заданием одной коорди
наты, например угла ® поворота кривошипа. Механизм имеет одну 
степень свободы ( т = 1 ) ,  а цi =  cp — его обобщенная координата.

Положение точек центробежного регулятора будет задано, если 
будут известны угловая координата ср и угол а, образованный стерж
нем регулятора с вертикалью (рис. 26.3). Регулятор имеет две 
степени свободы ( т  =  2), положение всех его точек определяется 
двумя обобщенными координатами: qi =  cp и <7г =  а. Тело, имеющее 
одну закрепленную точку, совершает сферическое движение, оно 
имеет три степени свободы (т = 3), обобщенными координатами 
являются углы Эйлера. Свободная материальная точка, движу
щаяся в пространстве, имеет три степени свободы. Свободное тело 
имеет шесть степеней свободы (т = 6).

§ 135. ПРИНЦИП ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Рассмотрим i-ю точку несвободной механической системы, на
ходящейся в состоянии покоя. К ней приложены равнодействую
щие задаваемых сил Я, и реакций связей Ri. Учитывая, что каж
дая i-я точка механической системы находится в состоянии покоя, 
для нее

^  +  ^  =  0. (26.3)
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Мысленно дадим возможные перемещения Ьп (рис. 26.5) каж
дой точке системы и определим работу сил, приложенных к этим 
точкам. Для этого каждое слагаемое равенства скалярно умножим 
на 8гд

Pr b?i + Rr fri =  0.

Суммируя все уравнения, составленные для каждой из п точек 
системы, получим

п п п

2  И  =  2  ^  • fri +  2  W n  =  0. (26.4)
fal i=l i— 1

Для идеальных двусторонних связей сумма работ реакций свя
зей на возможных перемещениях (26.2) равна нулю, т. е.
П

S  Ri ■ =  0. Следовательно,
П П

2 И  =  2 ^ - ^  =  0. (26.5)
; = i  i= 1

Если силы, приложенные к точкам механической системы с 
идеальными двусторонними связями, в каком-либо положении си

стемы уравновешиваются, то сумма 
работ задаваемых сил на любом воз
можном перемещении системы из дан
ного положения равна нулю. Справед
ливо и обратное заключение, которое 
выражает принцип возможных пере
мещений: у с л о в и е м  р а в н о в е с и я  
с и с т е м ы  с и д е а л ь н ы м и  г о- 
л о н о м н ы м и  д в у с т о р о н н и м и  
с т а ц и о н а р н ы м и  с в я з я м и  я в 
л я е т с я  р а в е н с т в о  н у л ю а л г е- 
э л е м е н т а р н ы х  р а б о т  в с е х  

а к т и в н ы х  сил,  п р и л о ж е н н ы х  к т о ч к а м  с и с т е м ы ,  на  
л ю б о м  в о з м о ж н о м  п е р е м е щ е н и и  с и с т е м ы .  Уравне
ние (26.5) в проекциях на оси прямоугольной системы координат 
записывается в виде

П
2  X f a  +  Ylbyi +  Z M i  =  0 (26.6)
i~l

или в виде

2̂

5 Г, §Г2

г / -
р,

М  п

Рис. 26.5.

б р а и ч е с к о й  с у м м ы

2  RfiSi cos =  0,

где |§лг| =  35г. 
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Если обозначить угол между Р» и 8гг- через а,-, то
П

PfiS[ соs <х; =  0. (26.8)
1=1

Принцип возможных перемещений позволяет составлять усло
вия равновесия для любой механической системы, учитывая только 
задаваемые силы и исключая из рассмотрения все реакции связи, 
которые принимаются идеальными.

В статике неизвестные определялись из условий равновесия, ко
торые необходимо было составлять для каждой точки системы, т. е. 
требовалось решать систему уравнений. Решая задачи статики 
принципом возможных перемещений, каждая из неизвестных опре
деляется непосредственно из уравнений работ, что значительно 
упрощает решение.

В случае необходимости определения реакций при использова
нии принципа возможных перемещений следует отбросить соответ
ствующую связь, заменить ее действие силой — реакцией связи и 
включить ее условно в число активных сил, совершающих работу 
на соответствующем возможном перемещении.

При решении задач с помощью принципа возможных переме
щений можно пользоваться аналитическим или графоаналитиче
ским методом.

Аналитический метод. Рекомендуется задачу решать в такой 
последовательности:

—• изобразить механическую систему, заданные силы, систему 
неподвижных координат; при этом в случае неидеальных связей 
приложить дополнительно реакцию (например, силу трения); если 
требуется определить реакцию идеальной связи, мысленно отбро
сить связь, заменив ее соответствующей реакцией связи;

— записать координаты точек приложения сил, выражая их 
через один независимый параметр; дать возможное приращение 
независимой координате и путем вариаций определить 8x, by, Ъг\

— вычислить сумму работ всех сил на соответствующих воз
можных перемещениях точек приложения их;

— приравнять ее нулю и определить неизвестные; если выра
зить координаты х, у к z сразу через один параметр не удается, 
можно выразить их через несколько, а затем связать их между 
собой.

Если система имеет несколько степеней свободы, нужно дать 
приращение только одной независимой переменной, считая воз
можные перемещения, соответствующие другим степеням свободы, 
равными нулю. Составить сумму работ всех активных задаваемых 
сил на возможных перемещениях и приравнять ее нулю. Затем 
нужно дать возможное приращение другой независимой перемен
ной и вновь составить сумму работ на полученных возможных 
перемещениях, приравняв ее нулю, и т. д. Решить полученную си
стему уравнений и определить неизвестные.
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Пример. Установить зависимость между величиной силы Р, действующей на 
поршень, и моментом М = 7>, действующим на кривошип механизма, размеры 
которого даны на рис. 26.6, при равновесии механизма.

Р е ш е н и е .  Запишем уравнение (26.5) применительно к рассматриваемому
случаю 2  ЬА -  T ' bSA cos 180° +  PbSB cos0 =  Уч,1ТЫвая- 410 =  rd V-
имеем

2  ЬА =  -  МЪч +  PbSB =  0. (*)

Устанавливаем из чертежа, что Sg =  / +  г — т. е.

S D =  г + I — (г cos 9 +  / cos Й) =  г (1 — cos if) +  l (1 — cos ji).ti

Учитывая, что / sin fi =  r sin 9 и —  =  А, находим

SB = г (1 — cos 9) +  / (l — У '\  — A2 sin2 9). 

Определяем bSg в соответствии с указаниями на стр. 427:
5 2 oiti гг, г*ло гг,A2 sin 9 cos 9

8S„ — г sin 989 +  l  ̂ ___ .. 89 =  r sm 9
"[/" 1 — A2 sin2 9

A cos 9
V  l — V sisin2 9

89.

Подставляем полученное значение 8Sg  в (*) и после сокращения на 89 по
лучаем

A cos 9 1М — Pr sin 9 1 +

или

Т = Р  sin 9 1 +

1 — A2 sin2 9 J

A cos 9 "]
1 — A2 sin2 9 ]

Графоаналитический метод. Решая задачи этим методом, сле
дует:

— изобразить схему механизма и действующие заданные силы, 
сообщить точкам системы возможные перемещения и изобразить 
их на чертеже;
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— если система имеет число степеней свободы больше одной, 
сообщить поочередно одно из независимых перемещений;

— записать уравнение (26.5), в котором возможные переме
щения точек выразить с помощью чертежа через перемещение 
одной из них; после преобразований получить уравнения для опре
деления неизвестных.

Пример. Балка состоит из двух частей, соединенных в точке С шарнирно 
(рис. 26.7). Определить силу давления на опору В, полагая, что вес частей балки 
распределен по длине равномерно. Размеры балки даны на рис. 26.7.

Р е ш е н и е .  Отбрасываем мысленно опору В и заменяем ее действие на 
балку реакцией Яв, которую в дальнейшем условно считаем активной силой.

Сообщаем системе возможные перемещения. Записываем уравнение (26.7), 
учитывая, что равнодействующие сил тяжести частей балки приложены посре
дине соответствующих участков:

- (? ,» $ !  + R BbSB - ( Q ,  + P)bS2 = 0. (**)

г sr
Из подобия треугольников следует, что ВУ) =  —  ; bSB = Вб'с / -(- й ; В52 =

bSr 
2 '
Подставляем в уравнение (**) полученные значения возможных переме

щений

'  -  -  - - • *
11  2  в  I + а

*SZ- ( Q *  + P ) - ^  =  0.

откуда
, _  Q1 + (Q2 + Р) 
в — 2

/ -(- о.
I ’

Учитывая, что Qi = q (I + я); Q2 =  2да, получаем
ql + 3qa + Р  I +  а 

КВ~ 2 I '
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§ 136. ПРИНЦИП в о з м о ж н ы х  СКОРОСТЕЙ. 
РЫЧАГ Н. Е. ЖУКОВСКОГО

Пусть возможные перемещения совершаются за время Ы. Отне
сем возможные перемещения ко времени, в течение которого они
совершаются. Тогда ^ -  =  ть, где щ — возможная (виртуальная)
скорость г'-й точки. Принцип возможных скоростей для системы с 
идеальными двусторонними стационарными связями можно за
писать в виде уравнений:

П
2 * V * *  = 0 (26.9)

2  cos [pit Vi) = 0 .  (26.10)
i=l

Проф. H. Е. Жуковский для решения уравнения (26.10) пред
ложил использовать план скоростей, т. е. решить задачу графо

аналитически. Пусть в г'-й точке 
механизма приложена задаваемая 
сила Pi. Строим план скоростей 
механизма, на котором (рис. 26.8) 
обозначим pv — полюс плана ско
ростей, pDcti — отрезок, изобра
жающий _в масштабе величину 
скорости Vi. Силу Р{, приложен
ную в г'-й точке механизма, на 
плане скоростей, прикладывая к 
точке I плана, повернем «а 90° 
(например, против хода часовой 
стрелки) и обозначим PL. Тогда 
P{Vt соз al =  P'.hi является мо

ментом силы Pi, приложенной в точке г плана скоростей, относи
тельно полюса pv. Суммируя, для всех точек механизма получим 
уравнение (26.10). Таким образом, у с л о в и я  р а в н о в е с и я  ме 
х а н и з м а ,  н а х о д я щ е г о с я  п о д  д е й с т в и е м  н е к о т о р о й  
с и с т е м ы  з а д а в а е м ы х  сил,  э к в и в а л е н т н ы  у с л о 
в и я м  р а в н о в е с и я  п л а н а  с к о р о с т е й .  При этом план 
скоростей должен быть рассмотрен как рычаг с точкой опоры в 
полюсе, который находится в равновесии под действием сил, при
ложенных в соответствующих точках плана скоростей, но повер
нутых на 90° к заданной системе сил. При построениях часто вме
сто сил поворачивают против хода часовой стрелки весь план ско
ростей; тогда направления сил, приложенных в точках механизма 
и в соответствующих точках плана скоростей, совпадают. Построе-
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ние рычага Н. Е. Жуковского расмотрим на примере кривошипно
шатунного механизма.

Пример. Определить с помощью рычага * Н. Е. Жуковского (рис. 26.9) си
лу Рур• называемую у р а в н о в е ш и в а ю щ е й ,  приложенную в точке А кри
вошипа, если заданы сила Р, действующая на поршень линия действия Рур, раз
меры механизма и угловая скорость ш кривошипа (ia=const).

Р е ш е н и е .  Изображаем схему механизма в масштабе. Наносим векторы Р, 
Va  и РУр. Числовое значение последнего следует определить.

Строим план скоростей в удобном масштабе.
Прикладываем в точках а и & плана скоростей силы Р' и Р' , повернутые

на 90° против хода часовой стрелки по отношению к Р и Рур.
Составляем уравнение равновесия рычага Н. Е. Жуковского, учитывая, что

Р =  Р '  и Р >р =  Рур-
P - \ P v b \ — P yph =  0.

откуда

р ур = р 1 РуЬ 1 
h '

где величины |pvb | и h можно взять непосредственно из чертежа, изобра
жающего план скоростей. _

Отметим, что реакция опоры Ro проходит через точку пересечения линий 
действия сил Р  и Ру и через полюс р„. Для определения R0 можно использо
вать треугольник сил (рис. 26.9).

При решении поставленной задачи можно, как было указано выше, повер
нуть на 90° весь план скоростей вокруг полюса, сохраняя неизменным направ
ление Сил.
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Выше были рассмотрены два принципа механики: принцип воз
можных перемещений, который дает общий метод решения задач 
статики, и принцип Даламбера, который позволяет придать урав
нениям динамики форму уравнений равновесия, т. е. использовать 
математический аналог.

Используем оба принципа для решения задач динамики. Пусть 
движущаяся система с идеальными двусторонними связями со
стоит из п материальных точек. На /-ю точку системы, ускорение 
которой wu действуют равнодействующая задаваемых сил Р* и 
равнодействующая реакций связи Р {. В соответствии с принципом 
Даламбера условно к рассматриваемой точке прикладываем силу 
инерции PUi = —rriiWi. Применяя далее принцип возможных пере
мещений, можно записать

П п

■̂<4 =  2  [ P i  +  P i  +  Р иг) ' I —  2  Р I  ‘ ^ Г 1 +  
г=1 i= l

п п

+  +  (26.11)
(=1 1=1

п

Учитывая, что для идеальных связей ' ^ i Ri -^ri =  0, равенство
i=i

(26.11) можно переписать в виде
П П

ЪА =  2  (Л  +  Ки1) • lrt =  2  {Р, -  • 8г4 =  0 (26.12)
i=l /=1

или в проекциях на оси неподвижной прямоугольной системы ко
ординат

п

2  {X.-m-Xi) bxt +  [Y, — отд,.) by, +  (Д, — т,г,) bzt =  0. (26.13)
/=i

В с л у ч а е  д в и ж е н и я  м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м ы ,  на 
к о т о р у ю  н а л о ж е н ы  и д е а л ь н ы е  с в я з и ,  с у м м а  э л е 
м е н т а р н ы х  р а б о т ,  з а д а в а е м ы х  и у с л о в н о  п р и л о 
ж е н н ы х  к ней с ил  и н е р ц и и ,  на  л ю б о м  в о з м о ж н о м  
п е р е м е щ е н и и  с и с т е м ы  р а в н а  н у л ю.

С помощью общих уравнений динамики можно определить дви
жение механической системы, не определяя реакций связей. По
следние могут быть определены после того, как будет установлен 
закон движения точек системы. При наличии трения следует до
бавлять к работе задаваемых сил работу силы трения на соответ
ствующем возможном перемещении. В частном случае, когда си
стема находится в равновесии (ш =  0), равенство (26.13) приво
дится к (26.6).

§ 137 ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ДИНАМИКИ
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При вычислении суммы элементарных работ сил инерции при 
движении твердого тела следует пользоваться формулами:

— при поступательном движении оАи —= /?и ■ Ьг;
— при вращательном движении 8ЛИ =  Л4Иг • 8<̂ _
— при плоскопараллельном движении 8ЛИ = /?ис • 8гс +  ЛГИ Зср,

где — равнодействующая сил инерции;
МИг — главный момент сил инерции относительно неподвиж

ной оси вращения z;

— главный вектор сил инерции, условно приложенных в 
центре масс, Rac = —Mwc;

Мцгс — главный момент сил инерции относительно оси zc, про
ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости 
движения тела.

Пример. Определить ускорения поднимаемого изделия, противовеса по
грузочного устройства, натяжение троса противовеса и напряжения в нем 
(рис. 26.10), если заданы веса Gi, G2 и G3 и известно, что блок — однородный 
диск радиусом г. Принять, что коэффициент трения скольжения f CK известен. 
Растяжением троса при определении ускорения пренебречь.

Р е ш е н и е .  Система имеет одну степень свободы.
Устанавливаем, что активными заданными силами являются Gt, G2 и Gз.
Учитываем, что между изделием и плоскостью действует сила трения сколь

жения F ск.
Применяем принцип Даламбера. Принимаем, что противовес Gi опускается 

с ускорением W\, а тело G2 поднимается вдоль наклонной плоскости с ускоре
нием ш>2, при этом | Wi | =  | w2 1 =  w. Тогда силы инерции будут равны:

Ри1 =  — - y ® i ;  Ри2 =  — Р^З ”  0.
О О
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Главный момент сил инерции блока относительно оси вращения
г2 w

Т 7 'МИ Z G3 _  _GL
S’ 2 “ g

Дадим возможное перемещение Ьгх грузу Gx. Трос принимаем нерастяжимым, 
скольжение троса по блоку отсутствует. Следовательно, 8Г[ =  т5ср.

Составляем общее уравнение динамики

ЬА
=  (

Gr
8

w Ъг
- (

G2Sina +  - 7 l  w  1 &r2- ■ 8г к 8/* о Gj_
£

г2 да „- у  —  = О,

где 8т1 =  8т2=т8ср. После сокращений, учитывая, что /7ск =  /ск-У=/гСк02 cos а, опре

деляем w = 2 g G 1 — G2 (sin a - f  / ск COS a )
.Условием того, что а>>0, является2 (G1 +  G2) +  G3 

Gj >  G2 (sin а -f / ск cos а).
Нормальные силы, равные натяжению троса, определяются методом сече

ний. Так, условие равновесия отсеченной части, включающей противовес Gx 
(рис. 26.10,6), будет

^  =  Л/j +  mxw — Gi =  0, откуда Ых — Gx — mw =  Gt  ̂1 -----—

После подстановки значения да и упрощений получим
ЛТ __ G3 +  2G2 (1 — sina — f CK cos a)

1 -  2 (Gj +  G2) +  G3

Л/j Gj G3 -{- 2G2 (1 — sin a  -  / CK COS ct)
~ F  =  "F 2 (G, +  G2) +  G,

Следовательно,
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УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА

§ 138. ОБОБЩЕННЫЕ КООРДИНАТЫ И ОБОБЩЕННЫЕ СКОРОСТИ

Обобщенными координатами мы называли независимые пара
метры, вполне и однозначно определяющие положение всех точек 
системы в произвольно выбранный момент времени. Обобщенными 
координатами могут быть приняты в кривошипно-шатунном меха
низме одна, например угол tp поворота кривошипа, при плоскопа
раллельном движении твердого тела — три: две координаты по
люса х0, уо и угол поворота ср фигуры вокруг полюса, и т. д.

Обозначим обобщенную координату буквой q. Положение t'-й 
точки механической системы в любой момент времени однозначно 
определяется, с одной стороны, координатами хг, гд, z,-, с другой — 
обобщенными координатами. Поэтому координаты ху, уи z\ явля
ются функциями обобщенных координат:

и

Xi = xt [i7i, q2. . .qK)\ 
У/ =  У/ (<7ъ ?2 -••?«); 
Zi =  z i{qu <72
п =~n{<h, ■ -як),

(27.1)

где к =  1, 2, . . . , 
* '= 1 , 2, . .

Вектор скорости

т — число обобщенных координат; 
п — число точек системы и 3п ^ т .

где

•Oi
dqK

dri
dt

dh
dq i ■ +

drt
dqm

Q* ~~ dt 
Из равенства

называют обобщенными скоростями.
(27.2) следует, что скорость является 

ной ф у н к ц и е й  о б о б щ е н н ы х  с к о р о с т е й  и, 
тельно,

dvj _  dfj
dqK '

(27.2)

л ине и-
следова-

(27.3)
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§ 139. ОБОБЩЕННЫЕ СИЛЫ

Каждой обобщенной координате соответствует определенная 
обобщенная сила. Пусть система состоит из п материальных точек 
и имеет т степеней свободы. Запишем элементарную работу зада
ваемых сил Pi на возможных перемещениях Ъг%

П
=  (27.4)

;=1
где

д г ;  „  . д~Г: * , . д г :  *

о г ‘  -  +  • • • +  b q "

Следовательно,

/=1
73 V  0Г[

d<1k

дг,- „

k= 1

/=1 k=\
(27.5)

или, меняя последовательность суммирования,
т /  п

м  =  2  2 - - р ,
*=1 \/=1

ъ  .
dqk b4k-

Обозначим

2 л - а7'
/==1 $Як Qk-

Тогда

(27.6)

т

оЛ =  2  Qlfitfk — Ql0<7l +  Ql^42 +  ■ ■ ■ +  Qm̂ tfin- (27.7)
k=l

Напомним, что при стационарных двусторонних связях
о А =  ХЬх + У by + Zbz, (27.8)

где X, Y и Z — проекции равнодействующей сил, приложенных к 
материальной точке, на оси прямоугольной системы координат. 
Коэффициенты <3Ь Q2, ..., <Зт при bqu %q2, ..., bqm в формуле (27.7) 
по аналогии с (27.8) называются о б о б щ е н н ы м и  с и л а м и .

О б о б щ е н н а я  с и л а  — это скалярная величина, п р о и з в е 
д е н и е  к о т о р о й  на  п р и р а щ е н и е  с о о т в е т с т в у ю щ е й  
о б о б щ е н н о й  к о о р д и н а т ы  р а в н о  э л е м е н т а р н о й  р а 
б о т е  з а д а в а е м ы х  с ил  на п е р е м е щ е н и я х  т о ч е к  с и
с т е мы,  о п р е д е л я е м ы х  и з м е н е н и е м  р а с с м а т р и в а е 
мой  о б о б щ е н н о й  к о о р д и н а т ы .

Для определения обобщенной силы необходимо:
— дать малое приращение одной, например первой, обобщен

ной координате, считая остальные постоянными;
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— записать выражение элементарной работы задаваемых сил 
на возможных перемещениях точек системы, определяемых изме
нением первой обобщенной координаты;

— выписать коэффициент при приращении первой обобщенной 
координаты; это и будет выражение, определяющее обобщенную 
силу, соответствующую первой обобщенной координате.

Формально можно записать
П

Q \ 4 \ =  2  p i b s i cos  [ P f i i ] .
/= 1  4 ’

где Pi — величина равнодействующей сил, приложенных к г-й точ
ке системы, а 3s,-= |8rt \ — элементарное перемещение i-и точки при 
изменении первой обобщенной координаты.

После подстановки в пра
вой части bsi = f(qi) и сокра
щений определяется Qb

Затем даем малое прира
щение второй обобщенной ко
ординате, считая остальные не
изменными, и в такой же по
следовательности определяем 
вторую обобщенную силу и т. д.

Пример. Определить обобщенную 
силу для рычага, представленного 
на рис. 27.1.

Р е ш е н и е .  Рычаг обладает од
ной степенью свободы.

Выбираем обобщенную коорди
нату — угол ср. Даем приращение 
обобщенной координате S<p; соответствующие возможные перемещения точек 1
и 2 будут Ьгх и Ъг2. _  _

Элементарная работа сил Р\ и Р2 на соответствующих возможных переме
щениях 8/у и Ьг2 будет

8Л =  Pi-brx +  Р 2 -Ьг2 =  cos +  P 2 -bS2 cos (Я2. Л&г2) =
=  Р гаЪу cos 9 +  P 2bb<f cos (180 — 9) =  (P ta — P 2b) cos 989.

Из равенства Q9&<p =  {P\a — P 2b) cos 989 =  8Л следует, что Q<? =  {P^a — 
— P 2 b) cos 9,
где Q9 — обобщенная сила, которая в данном случае имеет размерность мо
мента.

Таким образом, обобщенная сила равна отношению суммы работ на воз
можных перемещениях всех сил, приложенных к системе при изменении только 
одной из обобщенных координат системы, к вариации этой координаты.

При в р а щ а т е л ь н о м  движении твердого тела вокруг непо
движной оси z под действием некоторой системы сил обобщенной 
силой будет главный момент М2 этой системы сил относитель
но оси z.

При п л о с к о п а р а л л е л ь н о м  движении твердого тела обоб
щенные координаты будут: qi = xc; <72 =  1/0; 9з =  ф, где хс, Ус — ко
ординаты полюса в системе неподвижных прямоугольных коорди
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нат, а ср — угол поворота вокруг оси сг, перпендикулярной плоско
сти движения. Обобщенные силы, очевидно, будут: Qi = Rx) Q2 = Ry
Q3 — Mz , что следует из равенств:

bA =  Qlbql =  Rx -bxc) bA==Q2bq2 =  Ry -byc и 8Л =  Q3 • &<73 == Мгс8<р.

Пусть силы, действующие на точки системы, как внутренние, 
так и внешние, являются консервативными, т. е. имеющими потен
циал. Тогда, как и было показано, существует силовая функция от 
координат точек системы, полное приращение которой удовлетво
ряет равенству

Ы ^ = ~ Ь хдх
дЦ
дг lz.

Очевидно, силовую функцию можно выразить через обобщенные 
координаты, и тогда

Из сопоставления последнего равенства с (27.7) видно, что для 
обобщенных консервативных сил

о dqK •

Потенциальная энергия консервативной системы связана с си 
ловой функцией равенством

U =  — П +  С, где С — постоянная величина.
Следовательно,

Qx =
дП  п  _  дП  .
dqx ’ —  dqt ’ Qv

дП  
дЧт ’ (27.9)

где ri(q 1, q2, .... qm) — потенциальная энергия консервативной си
стемы.

§ 140. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ НЕСВОБОДНОЙ 
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Из принципа возможных перемещений следовало, что необхо
димым и достаточным условием равновесия механической системы 
с идеальными двусторонними стационарными связями является ра
венство 5Л = 0, т. е. с учетом (27.7)

§Л =  Q]8<7i +  Q^q2 +  . .. +  Qnfiqm =  0 . (27.10)

Учитывая независимость обобщенных координат друг от друга, 
полагаем, например, 0, a bq2 = bq2 = , . . = bqm = 0. Тогда из
(27.10) следует, что Qi =  0.
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Таким образом, можно показать, что условиями равновесия не
свободной механической системы-являются обобщенные уравнения 
вида

Qk =  0, где k = \ ,  2, 3 , . . . ,  тп. (27.11)

В примере, рассмотренном в предыдущем параграфе, условием 
равновесия рычага будет

%  =  — РФ) cos 9 =  0,

что может быть при 9 =  -^-; и при Л щ — Р2Ь — 0.
Вообще, если твердое тело имеет неподвижную ось и находится

П

в равновесии, то Q,f =  ^  тг (Я,-) =  0.
/=i

Условиями равновесия консервативной системы, как следует из 
(27.9) и (27.11), будут:

дП
dqt 0; - ^ 0 ;^2

<Ш
дЯт=  0 и т. д., (27.12)

т. е. при равновесии потенциальная энергия системы будет иметь 
экстремальное значение.

Состояние равновесия механической системы бу
дет устойчивым, если в случае любого достаточно 
малого изменения ее положения или при сообще
нии ей достаточно малых скоростей система будет 
оставаться сколь угодно близкой к рассматривае
мому положению равновесия все последующее 
время.

Лагранж и Дирихле показали, что те положе
ния механической консервативной системы будут

и
И
И
\Г

‘i r

п max

устойчивы, в которых потенциальная энергия систе- 
мы будет минимальна, т. е. для которых >  11-

Так, равновесие стержня (рис. 27.2) в нижнем 
положении будет устойчивым (потенциальная энер
гия будет минимальна), а в верхнем неустой
чивым.

-С Птщ

Рис. 27.2.

§ 141. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА

Из общего уравнения динамики (26.12) следует
п п п

8Л =  2  (я , — mtw t) brt =  2  P i ' bri ~  ^  miw t • bri ~  0-
/г1
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Используя (27.4), запишем

ЬА= У.р,\  Х^-8<7*1 +  2 ( - mwi

Ш / И _ \ 11̂ •*

2  к + 2  2 ( - » Л )
k = l  \ / = 1  /  я=1 и = 1

где в соответствии с уравнением (27.6)

Ог/ 
Од и

V p , .  *L
1=1 tty*

8<7ь

Q*. Введем

понятие обобщенной силы инерции, которая по аналогии с (27.6) 
равна

«m W ■ *> -  * "  *- 2 ”> < т ? г - |Ь  (27ЛЗ>/=1 ™ i=i "* ;=i н*
где п — число точек механической системы. Тогда

Од и

8Л —  2  Qk^Qk +  2  *3ик^Чк —  0.
*=1 к= 1

Для того чтобы это равенство соблюдалось, необходимо, чтобы

Qk "Ь Qk/i Qk 21
i=i

dbj _ drj_ 
dt ' dqk =  0, (27.14)

где, как и ранее, k —\, 2, ..., m — число обобщенных координат. 
Преобразуем сумму, входящую в равенство (27.14):

2 > <
i=i

йу/ dri 
dt дд^

d
dt 2 а д -  (27Л5)

Учитывая, что в соответствии с (27.3) Or t dv
~  on • П0Л1,,ае" 

следующие выражения в результате преобразований каждой сум
мы правой части равенства (27.15):

n  d V  - 0?i d Л? -  dv I d d v
1)^77 d l : V  Z j d l , V r ~ -  =  - T T —— 7 ,

dt  "  dqtc d t  fe i  0 qk d t  dqn jU

n 2
л m/vl d dT

Oqu d t  0 q„ * *  2 dt Oqk
'* 2
v  mivlгде 2s ~n" ~ — T — кинетическая энергия системы;
i=i

оч V  -  d dri

/=12  а д  =* a -  2  P  =^  1 1 Oqk \ d t ]  g d  * c t y ^  2
dT 
Oqk ‘
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Подставляя в (27.15), а затем в (27.14), получаем

дТ
ддц

от
dq и = О

или
d дТ дТ _ ^ п
dt dqk dqk (27.16)

где k—l, 2, ..., tn — число обобщенных координат.
Полученная система уравнений, количество которых равно 

числу обобщенных координат, является системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка, они называются
уравнениями Лагранжа вто
рого рода. Последователь
ность составления и реше
ния уравнений (27.16) мо
жет быть выбрана сле
дующей:

— определяем число сте
пеней свободы механической 
системы и выбираем обоб
щенные координаты;

— определяем обобщен
ные силы, «соответствующие 
обобщенным координатам;

— записываем выраже
ние, определяющее кинети
ческую энергию Т системы, 
выражая ее через обобщен
ные координаты и обобщен
ные скорости;

/

— составляем систему уравнений Лагранжа (27.16) и 
записываем начальные условия;

— решаем полученную систему, определяем из начальных усло
вий постоянные интегрирования и находим уравнения движения;

— определяем, если это требуется, реакции связей и другие 
неизвестные величины.

Пример. Планетарная передача (рис. 27.3) состоит из неподвижного зубча
того колеса /, водила 2, сателлита 3. Момент инерции водила, длина которого /, 
относительно оси вращения О обозначим / 0, момент инерции сателлита относи-ftlf2
тельно своей оси 1С =  —— , где m — его масса. К водилу приложен момент

M = const. Определить угловое ускорение водила, пренебрегая трением. Какое 
усилие Р действует в точке В касания сателлита и неподвижной шестерни? 
Веса Gi и 0 2 известны и приложены в точках А и С соответственно.

Р е ш е н и е .  Положение системы однозначно определяется с помощью одной 
координаты ср — угла поворота водила. Система имеет одну степень свободы. 
Принимаем, что q 1 =  9.
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Вычисляем обобщенную силу, учитывая, что yi —  -тр sin 9 и 8̂  =  

= cos cf5<p, соответственно Ьу2 = 1 cos 989. Тогда

8̂ 4 =  Q189 =  M bf  — Gj — ■ cos 989 — GJ. cos 989,

откуда

Qi=M- G\ 4- 2 G 2 / cos 9.

Записываем выражение, определяющее кинетическую энергию системы: 

Т  =  Т, +  Т 2 =  .1 -  V »  +  j -  v ]  +  - i .  / с»2,

где Л
1

/0« 2 — кинетическая энергия водила;

Т 2 =  - i -  4- - i -  / cwj — кинетическая энергия сателлита, совершающегоZ g £
плосколараллельное движение.

• v I
Учтем, что v c =  Ы =  /9; <oj — -р- ~  —р- 9, и В — мгновенный центр ско

ростей сателлита. Принимая водило однородным и постоянного сечения,
тп̂ Р Gil2 „  , G2/"2 „

получаем /0 =  —5— =  Г  . Кроме того, / с =  ■ 0„ - . Подставляя значения / 03 3^
и / с, ц0 и mi в выражение для Г, получим

1 G,/2 ' ! ±  1 G 
2 £  

ила

2g

7  =  92 + / 292 4-
1 G2r2 Р92
2 2^ г2

/2
Г =  1^ ( 2 0 ,  + 9 G a) 92-

Составляем уравнение Лагранжа (27.16) при k = \ ,  учитывая, что T = f(9): 

л т  дТ Р ■ d  дТ Р
= 0; 6F  <2G‘ + 90^  ж  i p  ё * (2Gl + 9G’> *ду

Следовательно,

(2G, +  9G2) 9'=  А 1 -  Gl +  2° 21 cos 9.

откуда

.M - Gj -f- 2G2l cos 9
9 = 2

P (2Gi +  9G2) •6̂ .

Усилие, приложенное в точке В касания зубьев, определяется из теоремы о 
изменении кинетического момента сателлита в относительном движении по от

ношению к оси, проходящей через точку С перпендикулярно чертежу;
d ( /cw

~йГ = M‘ или ~ИГ = 4*1 = «С (^).
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где ej =  - у г =  —y ri* m c (P) — Pr. После подстановки в

'ХП Г Ы "f" 2(72 ,
G4 • SG* \M ------2------ /coStfJ

откуда P  -  2g 9  / (2(7, +  9(72)

(*)
G2/*

Из рассмотренного примера видны основные преимущества 
уравнений Лагранжа второго рода:

— они дают единообразный, довольно простой способ решения 
задач динамики механических голономных систем, движущихся 
как угодно;

— число уравнений не зависит от количества точек механиче
ской системы, а зависит от числа обобщенных координат, количе
ство которых в механизмах и приборах обычно не более двух;

— в уравнения входят обобщенные силы, включающие актив
ные силы, действующие на точки системы, и не включающие реак
ции идеальных связей.

В случае когда на систему наложены связи с трением, для ис
пользования уравнений Лагранжа второго рода следует силу тре
ния включать условно в число активных сил.

§ 142. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА ДЛЯ КОНСЕРВАТИВНЫХ ГОЛОНОМНЫХ
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Как было показано, в том случае, когда все силы, действующие 
на точки системы, являются консервативными, т. е. имеющими по
тенциал, обобщенные силы равны

Qfe =  —
<9/7 
дЧк '

где k — 1, 2 , . . . ,  т  — число обобщенных координат.
Тогда, подставляя Qk в уравнение (27.16), получаем следующие 

уравнения Лагранжа второго рода:
d дТ дТ _  дП
dt dqk dqk ~  dqk ’ (27.17)

где k — \,  2 ,...,  m.
Потенциальная энергия системы зависит только от обобщенных

координат, т. е. П  = П ( д и q2, . . . .  qm)- Поэтому4Д- =  0. Последнее
dqk

позволяет записать уравнение (27.17) в виде

d д (Т — Я )  
dt

<9(7’ — П) =  0.
dqk dqk

Обозначим
T — n  =  L,

где L — функция Лагранжа или кинетический потенциал.
413



Тогда система уравнений Лагранжа будет иметь вид
d dL

где k  =  1, 2, т

___ —  =  О
dt dqk dqk

число обобщенных координат.

(27.18)

Пример. Для определения момента инерции тела вращения, например греб
ного винта, его помещают на вал, установленный в шарикоподшипники

(рис. 27.4). К концу тонкого гроса прикрепляют 
груз весом G2, а второй конец троса наматывают 
на ступицу винта. Опуская груз G2 без начальной 
скорости, отмечают время, в течение которого он 
пройдет расстояние Н. Пренебрегая весом троса и 
грением, получим формулу, определяющую момент 
инерций гребного винта.

Р е ш е н и е .  Действующие активные силы 
и G2 — силы тяжести (веса) винта и груза — имеют 
потенциал.

Система имеет одну степень свободы. За обоб
щенную координату выбираем расстояние у , прой
денное грузом.

Составляем выражение, определяющее функцию 
Лагранжа, учитывая, что

Т  =  Тг +  Т 2 =  - i -  ■ 

_  1 G2 . 1где г 1 = — —  —
энергия падающего груза; 

Та = 1 , 2 1 , 
т !° = т /о

g

г

■ У — кинетическая

кинетическая
энергия вращающегося винта.

Потенциальная энергия груза равна 17=— G2y . Следовательно,
\  21

L = T- n  = - r
Go 1 , у

Определяем для составления уравнения Лагранжа:

0L
ду

dL dL

dq ду \  g  г 2 ) У'
d_
dt

G 2 |_/q ~\ "
g  +  r2 y;

dq dy

Записываем уравнение Лагранжа (27.18):

=  G2.

d
I t

/ _ d L \ _ _ d L  _  Г 
[ ду )  дУ ~  L

HO

(

<b_+ h
g  ^  r y — G2 =  0.

Интеграл полученного дифференциального уравнения

t2Gj , Jo_
g  +  r 2

У — G2 -7;— h C \t  + C2,

где С! и C2 — постоянные интегрирования.
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Учитывай начальные условия /= 0 ; г/=0; у=0, находим 
Кроме того, известно, что за время t = T падающий груз проходит 
Следовательно,

( f * £ )
Н-.

J7
Т '

откуда

/о  =
G2r2 ~ T2g  

_ 2 Я

что Ci =  C2=0. 
расстояние Н.

g (27.19)



Г Л А В А  28

ОСНОВЫ ДИНАМИКИ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН

В динамике механизмов, которая является частью раздела «Ди
намика», изучаются движение звеньев механизма и приложенные 
к ним силы в их взаимной связи.

Д и н а м и ч е с к и й  а н а л и з  механизмов состоит в том, что 
определяется движение звеньев механизма по приложенным к ним 
силам или определяются силы по заданному движению звеньев. 
При динамическом исследовании приводится д и н а м и ч е с к а я  
с х е м а  м е х а н и з м а ,  т. е. графическое изображение механизма 
с применением условных обозначений звеньев и кинематических 
пар и указанием размеров и других характеристик звеньев, необ
ходимых для динамического анализа механизмов. Отметим, что 
при д и н а м и ч е с к о м  с и н т е з е  механизмов проектируют ди
намическую схему по заданным динамическим условиям. В даль
нейшем будет рассмотрен динамический анализ механизмов.

§ 143. КЛАССИФИКАЦИЯ СИЛ И МОМЕНТОВ, ДЕЙСТВУЮЩИХ 
НА ЗВЕНЬЯ МЕХАНИЗМА

Силы и моменты пар сил, действующие на звенья механизма, 
условно можно разделить на следующие группы:

а) Д в и ж у щ и е  с и л ы  Рд и моменты пар сил Мд, которые 
приложены к ведущим звеньям механизма. К ним могут быть отне
сены, например, сила от давления газов, действующая на поршень 
двигателя, момент, передаваемый электродвигателем, ротором га
зовой турбины и т. д.

б) С и л ы  п о л е з н о г о  с о п р о т и в л е н и я  Р„0 и моменты 
пар сил Мп<. полезного сопротивления, для преодоления которых и 
предназначены данная машина или механизм. Так, например, сила 
тяжести шлюпки является полезным сопротивлением для крана, 
который поднимает ее на палубу корабля.

в) С и л ы  Рвс в р е д н о г о  с о п р о т и в л е н и я  и моменты 
пар сил Мвс, на преодоление которых непроизводительно расхо
дуется энергия движущих сил и моментов, как, например, трение 
поршня о стенки цилиндра, трение в подшипниках и т. д. Силы
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сопротивления, приложенные к звену механизма, совершают отри
цательную работу.

г) С и л ы  т я ж е с т и .  Если механизм работает с периодично
стью, то силы тяжести за цикл совершают работу, равную нулю, 
хотя в отдельные периоды цикла эта работа может быть положи
тельной и полезной, а в другие — вредной и отрицательной. Так, 
при погружении подводной лодки (ПЛ) сила тяжести совершает 
положительную и полезную работу, при всплытии необходимо пре
одолеть силу тяжести, работа которой будет отрицательной. Сила 
тяжести поршня вертикального дизеля за пол-оборота при движе
нии поршня вниз совершает положительную работу, за вторые пол- 
оборота при ходе поршня вверх работа будет отрицательна, а за 
оборот она будет равна нулю.

д) С и л ы  и н е р ц и и  Р„ и моменты сил инерции Мп. Для 
того чтобы уравнениям динамики придать форму уравнений равно
весия в соответствии с принципом Даламбера, к звеньям механиз
ма прикладывают силы и моменты сил инерций. Отметим, что в 
сплошном стержне реакциями связей являются молекулярные 
взаимодействия внутри звена. Поэтому, например, силы инерции 
одной части звена являются вполне реальной силой, приложенной 
к другой его части (см. пример на стр. 398). Вот почему в быстро
действующих механических приборах, высокооборотных турбинах 
и дизелях и в других быстроходных машинах возникают большие 
силы инерции, которые вызывают дополнительные к статическим 
напряжения и деформации.

§ 144. СИЛОВОЙ РАСЧЕТ ПЛОСКОГО МЕХАНИЗМА

Расчет имеет целью установить величины сил и моментов, дей
ствующих на звенья механизма. Для этого следует, используя прин
цип Даламбера, рассмотреть условия равновесия каждого звена. 
На звено действуют активные силы, реакции связей и условно при
соединяемые к ним силы и моменты сил инерции. Последние могут 
достигать значительных величин в быстродействующих механиз
мах, звенья которых имеют большие ускорения.

Силовой расчет механизма рекомендуется проводить в такой 
последовательности:

— построить с соблюдением масштабов кинематическую схему 
механизма, планы скоростей и ускорений;

— определить скорость и ускорение центра масс каждого зве
на, а также угловую скорость и угловое ускорение;

— определить массу и момент инерции каждого звена, а затем 
силу и момент сил инерции. Учитывая, что в общем случае звено 
механизма совершает плоское (плоскопараллельное) движение, 
последние определяются по формулам:

Ри — — Y  Wc И Мн — — 4*,
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центральной оси, перпендикулярной плоскости движения звена.
В частных случаях, например для прямолинейно движущегося 

поршня (ползуна), Ми = 0, для кривошипа, вращающегося с ш = 
=  const, е =  0 и Ми =  0 и т. д. Начинать силовой расчет рекомен
дуется с последней ведомой пары, заканчивать — ведущим звеном. 
Для определения неизвестных целесообразно использовать урав
нения равновесия и план сил;

— определить силу трения в кинематических парах, прочность 
звеньев, уточнить их размеры, мощность (мгновенную и среднюю) 
для приведения механизма в движение и т. д.

Рассмотрим пример графоаналитического силового расчета 
кривошипно-шатунного механизма (рис. 28.1).

Планы скоростей и ускорений представлены на рис. (28.1,6) и 
(28.1, в). Пусть звенья (кривошип и шатун) однородные, стержни 
постоянного сечения, центры масс которых расположены посредине 
звеньев.

где —— масса звена, а / с — момент инерции звена относительно

Все известные силы и пары сил (моменты), действующие на 
звенья механизма, изображаем на кинематической схеме механиз
ма (рис. 28.1, а). Силовой расчет начинаем со звена АВ пары ша
тун—поршень. Освобождаясь от связей, заменяем их действие на 
кинематическую пару соответствующими реакциями, которые обо
значаем Р 48 и / у  2 (рис. 28.1,6). Последнюю представляем через 
две составляющие: У'1>2 и Л у 2, направленные соответственно пер
пендикулярно и вдоль АВ. Записываем условия равновесия пары 
в виде

R —  У ,  2 +  @ 2  +  Р и2 ~Ь O s +  Р 4? 3  +  Р п с  +  ^ИЗ —  О

или

R — Ni' 2 +  ?У 2 +  Рц2 +  G2 +  Gs -f Р 4> 8 +  Р пс +  Р и3 =  0. (*)

_  В уравнении (*) неизвестными силами являются У\уя Г1>2 и 
Р 4_з, для определения которых одного уравнения недостаточно. 
Второе условие равновесия можно записать в виде равенства

тв (Рг) — тв (УУ 2) +  тв (Ог) +  тв [Рнъ) — -^и2 =  0,

откуда и определить неизвестную Уу 2.
Для определения Лу 2 и Р 48 строим на основании (*) много

угольник сил (рис. 28.1,6) в такой последовательности: от произ
вольной точки на плоскости р0 откладываем с соблюдением мас
штабов последовательно векторы Ту2, затем к нему прибавляем 
Рц2, G2 и т. д. Через конец вектора Риз проводим линию действия 
Р 4>з (вертикальная прямая), а через полюс ро — линию действия 
Лу2 параллельно АВ. Точка их пересечения определяет величины
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сил Ri 8 и Wli2. Направления сил определяются из условия того, 
что многоугольник сил замкнут. Пунктиром показана реакция Ri,2. 
При построении многоугольника сил необходимо вначале сложить 
силы, действующие на одно звено пары, затем на другое. В рас
сматриваемом случае вначале складывались все силы, действую
щие на звено 2 (шатун), затем на звено 3 (поршень, ползун).

Реакция Р 2,з определяется из условия равновесия третьего 
звена

R2, з +  G3 -Р Ri л + Рис + Рнъ == О-

При выбранной последовательности построений для определения 
реакции R2 3 может быть использован построенный план сил (на 
плане R2'S показана пунктиром).

Аналогично производится построение плана сил для ведущего 
звена (рис. 28.1,е), условие равновесия которого записывается 
в виде

Я„1 +  Ri, 1 +  G\ +  Яур +  Pi, \ — о>

где РУр — уравновешивающая сила, приложенная в точке А звена. 
Она может быть определена либо с помощью рычага Жуковского 
(§ 141), либо из равенства (когда Pyp_LOA):

2  то (Pi) =  Ру? -ОА — то (Gj) — щ  (R2t J  =  О,
откуда

п _  то (Gi) + т0 (Д2, i)
УР О А

и направлена перпендикулярно ОА.
Многоугольник сил представлен на рис. (28.1, ж), откуда опре

деляется величина и направление реакции /?41.

§ 145. ПРИВЕДЕННАЯ И УРАВНОВЕШИВАЮЩАЯ СИЛА МЕХАНИЗМА

При исследовании движения механизма систему сил и момен
тов, приложенных к его звеньям, удобно заменять одной, эквива
лентной, приложенной к какой-либо точке обычно ведущего звена 
механизма. Эквивалентная сила называется п р и в е д е н н о й
с и л о  й РПр.

Таким образом, п р и в е д е н н а я  с и л а  — это сила, условно 
приложенная к одной из точек механизма ( т о ч к е  п р и в е д е 
ния )  и определяемая из условия, что мощность этой силы равна 
сумме мощностей сил и пар сил, приложенных к звеньям механиз
ма. Сила, численно равная, но противоположно направленная при
веденной и приложенная в точке приведения, называется у р а в 
н о в е ш и в а ю щ е й  (Рур).



Кроме понятия «приведенная сила» в динамике механизмов 
пользуются понятием « п р и в е д е н н а я  п а р а  сил». Это пара 
сил, условно приложенная к одному из звеньев механизма (звену 
приведения) и определяемая из условия, что мощность этой пары 
сил равна сумме мощностей сил и пар сил, приложенных к звеньям 
механизма. Момент приведенной пары сил называется п р и в е 
д е н н ы м  м о м е н т о м .

Пара сил, численно равная приведенной, но противоположно ей 
направленная и приложенная к звену приведения, называется 
у р а в н о в е ш и в а ю щ е й  п а р о й  сил,  а ее момент соответст
венно у р а в н о в е ш и в а ю щ и м  (Мур).

Рассмотрим механизм, на звенья которого действует совокуп
ность сил и пар сил (моментов), включающая силы и моменты сил 
инерции, а также уравновешивающая сила. Применяя к нему прин
цип возможных скоростей, можно уравнение (26.10) записать 
в виде

2  Л®, cos (Я, , t>/) +  2 7'/I' u,i +  Py p ^ cos(/3yp, * 0  =  0, (28.1)

где А — точка обычно ведущего звена, к которой приложена 
уравновешивающая сила;

VА— абсолютная скорость точки А;
Ри vt — сила, приложенная в центре масс i-го звена, и соот

ветственно скорость центра масс;
Мь о>, — момент пары сил, действующей на t-e звено, и соот

ветственно угловая скорость этого звена в относитель
ном движении.

Величина уравновешивающей силы из (28.1) будет

Р —-Тур
^PiViCosiPiWi) +

vA cos ( Pyp , VA )
(28.2)

Отметим, что в различного рода кривошипно-шатунных меха
низмах обычно за точку приложения Pyv принимают подвижный 
шарнир А кривошипа ОА. Скорость va ±OA. Направим Рур в сто
рону, противоположную скорости vA. Тогда cos (Рур, vA)= — 1 и ве
личина уравновешивающей силы будет равна

^  PiVi cos (Р i,vi) +
yp' (28.3)

Учитывая, что v A =  w • OA ~  car, где г — радиус кривошипа, из
(28.3) следует

ур М.ур
S  PiVi cos (Ph Vi) + 2  Afjcoj

<0 (28.4)
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где Мур — уравновешивающий момент, приложенный к веду
щему звену.

Таким образом, система сил и моментов, приложенных к 
звеньям механизма, может быть заменена одной приведенной си
лой Я Пр =  — Р ур, приложенной в точке А ведущего звена, или при
веденным моментом М1тр =  —Мур, приложенным к ведущему звену.

Знание величины Рур или Мур позволяет определить мгновен
ную мощность, потребную для приведения в действие механизма в 
данном положении, по формуле

М =  Мур ■ о) =  Рур ■ vA cos (Яур, vA).

Определить Рур можно и с помощью рычага Жуковского в та
кой последовательности (рис. 28.1):

— изобразить в масштабе механизм в заданном положении;
— построить планы скоростей и ускорений, на которых должны 

быть изображены скорости и ускорения центров тяжести каждого 
звена;

— определить силы инерции и моменты сил инерции; показать 
на схеме механизма действующие силы и моменты, а также силы 
инерции, моменты сил инерции, уравновешивающую силу;

— повернуть план скоростей на 90°, например, против хода ча
совой стрелки; приложить в соответствующих точках плана скоро
стей силы, сохраняя их направления, представленные на схеме ме
ханизма; направление пары силы сохраняется в том случае, когда 
малые буквы на рычаге Жуковского совпадают с большими на ме
ханизме по направлению. Действительно, приложенная к звену АВ 
пара сил, момент которой равен М, может быть представлена со
стоящей из двух сил каждая величиной Я =  - ^  и плеча АВ\ пере
носим силы Р, сохраняя их направления, в точки b и а рычага Жу
ковского. Если при этом ab на рычаге по направлению не будет 
соответствовать АВ на чертеже, момент пары, приложенный к ры
чагу, будет иметь направление, противоположное паре, действую-

п  М М!щей на звено; кроме того, т. е- при определении сум
мы моментов относительно оси рычага Жуковского нужно учиты
вать, что М' — где k — коэффициент приведения за
данного момента М к рычагу Жуковского;

— определить величину уравновешивающей силы Рур из усло
вия равновесия рычага Жуковского по формуле

Р =  г ур
2̂0 Л0 + £ЯПСЛПС + 2 ЛзсЛвс + 2 + 2 ьм

‘УР
(28.5)

где Ра, Рпс, Рвс, Ри— величины сил тяжести, полезного сопро
тивления, вредного сопротивления и силы инерции соответственно; 

Ьа> АпС, Kv К  и АУр— плечи (расстояния), которые берутся не
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посредственно из чертежа от оси рычага Жуковского до соответ
ствующих сил;

kM — моменты пар М, приведенные к рычагу Жуковского.
Отрицательный знак уравновешивающей силы, определенной по 

формуле (28.4) или (28.5), означает, что ее действительное на
правление обратно принятому ранее.

§ 146. ПРИВЕДЕННАЯ МАССА И ПРИВЕДЕННЫЙ МОМЕНТ ИНЕРЦИИ
МЕХАНИЗМА

С понятием приведенного момента инерции механизмов мы уже 
встречались при решении задач (см., например, стр. 391). При ди
намическом исследовании механизмов машин и приборов удобно 
заменять действительные массы и моменты инерции звеньев меха
низма одной массой или моментом инерции одного звена (обычно 
ведущего), которые называются соответственно п р и в е д е н н о й  
м а с с о й  и п р и в е д е н н ы м  м о м е н т о м  и н е р ц и и  м е 
х а н и з м а .

П р и в е д е н н о й  м а с с о й  м е х а н и з м а  называется масса 
т Пр, которую надо сосредоточить в данной точке механизма (то ч 
ке п р и в е д е н и я ) ,  чтобы кинетическая энергия этой материаль
ной точки была равна сумме кинетических энергий всех звеньев ме
ханизма. П р и в е д е н н ы м  м о м е н т о м  и н е р ц и и  м е х а 
н и з м а  /пр называется момент инерции, которым должно обла
дать одно из звеньев механизма ( з в е но  п р и в е д е н и я )  отно
сительно оси его вращения, чтобы кинетическая энергия этого зве
на равнялась сумме кинетических энергий всех звеньев механизма. 
Пусть точка А кривошипа, скорость которой va, будет точкой при
ведения. Тогда

mnpvA
П П

Е ' - Еi=1 i=i

mivi
+ (28.6)

/=1
где 1Сг — масса t-ro звена и его момент инерции относитель

но центральной оси, перпендикулярной плоскости движения звена;
Vi, u>i — соответственно скорость центра масс и угловая скорость 

i-ro звена.
Приведенная масса из (28.6) равна

^пр т,
i=i

+
П

Еi=i
а

2

или, учитывая, что va — гш, последнее равенство можно записать 
в виде

(28.7)

455



где г — расстояние от точки приведения, масса которой равна 
тпр, до оси вращения, т. е. длина звена приведения.

Приведенный момент инерции звена приведения ОА опреде
ляется из равенства

‘пр 2 ^  \  +  2

I *‘ci î

i=i i=i
(28.8)

откуда

+

/I

2
i=i

(28.9)

Из сопоставления (28.8) с (28.9) следует, что

/пр =  т прг2. (28.10)

Из полученных равенств (28.7) и (28.9) видно, что приведенная 
масса и приведенный момент инерции являются в с е г д а  п о л о 
ж и т е л ь н ы м и  величинами, зависящими от угла поворота веду
щего звена, так как и{ =  / i(cp) и <oi =  /2(«p)-

Если в зубчатом механизме за звено приведения выбрать пер
вую шестерню, угловая скорость которой mi, тогда

7пр“? /а “2 . тА  тЛ  . . mnv\
2 “ 2 +  2 + • • • “1“ 2 ' 2 2 ' ' ' 2

или

Если оси шестерен в пространстве неподвижны, V\ = V2 — --- = 
— vn = 0 или Oj =  const, тогда п р и в е д е н н ы й  м о м е н т  и н е р 
ции з у б ч а т о г о  м е х а н и з м а  во в с е  в р е м я  д в и ж е 
ния  с о х р а н я е т  п о с т о я н н о е  з н а ч е н и е .

Пример. Определить момент инерции кривошипно-шатунного механизма, 
приведенный к звену ОА, вращающемуся с постоянной угловой скоростью ю во
круг оси, проходящей через точку О перпендикулярно чертежу (рис. 28.2).

Р е ш е н и е .  Кривошипно-шатунный механизм (рис. 28.2, а) состоит из ко
лена — кривошипа (две щеки и две шейки — шатунная или мотылевая и рамо- 
вая), момент инерции которого относительно оси вращения обозначим через / к, 
шатуна, момент инерции которого относительно его центральной оси С, перпен
дикулярной плоскости чертежа, обозначим через / ш, и поступательно движуще
гося поршня. Обозначим вес шатуна Ош, вес поршня и связанных с ним дета
лей, движущихся поступательно (поршневой палец, поршневые кольца), Gn.

Кинетическая энергия кривошипно-шатунного механизма равна

Т  =  тк + тш + тп.
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где 

Т,„ ■■

/к»2
г 2 'сшмш +

™шист
- кинетическая энергия кривошипа;

- кинетическая энергия шатуна;

~ '"П'-'пТп =  — 2--------кинетическая энергия поршня;

т ш и <вш — соответственно масса и угловая скорость шатуна в его относи
тельном движении;

/ ш — момент инерции шатуна относительно центральной оси, проходящей 
перпендикулярно плоскости его движения; для многих выполненных шатунов 
/ ш= 0 ,1 7 т ш/2, где / -  длина шатуна;

1>сш — величина скорости центра тяжести шатуна; 
vn — величина скорости поршня; 
т„ — масса поршня.
Следовательно,

1 2 /к»2 Ош1̂ ш
T V  = ~ 2-  + _ 2~  + — 2Г~ + ~ 5 Г '

откуда приведенный момент инерции

( 28. 11)
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П p и в e д e ii н ы й м о м е н т  и н е р ц и и  к р и в о ш и п и о - ш а т у и и о- 
го  м е х а н и з м а  (28.11) я в л я е т с я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и е й ,  
з а в и с я щ е й  от  у г л а  п о в о р о т а  к р и в о ш и п а ,  но не  з а в и с я 
щ е й  о т  с к о р о с т е й  т о ч е к  с и с т е м ы ,  так как с увеличением ш про
порционально увеличиваются мш, »ош, vn и т. д.

Отношения, стоящие в скобках, удобно брать непосредственно из плана ско
ростей, так как их аналитические выражения являются довольно громоздкими. 
Так, например,

“ fit X cos 9 *’n X sin2 9
CO 1/A  — X2 cos2 9 (0  ̂ 1 — X2 ecs2 _

На рис. 28.3 представлен график изменения / пр и отдельных слагаемых в за
висимости от угла поворота кривошипа.

Пример. Определить прйведенный момент инерции механизма, включая 
редуктор (рис. 28.4), состоящий из четырех шестерен соответственно с числом 
зубьев Z\ ,  z2, z3 и z4, и винт.

Р е ш е н и е .  Кинетическая энергия механизма равна

где Т =
1 .2'np“ l

Т  =  Го +  Г, +  Т2,

кинетическая энергия механизма;

(А + А) “1
/  о = -------- о------------ кинетическая энергия движущихся частей двигателя и ше-

Т1 =

стерни /;
(А + А) <»2

- кинетическая энергия вращающихся шестерен 2 и 3;

(A +  А) шз
1 2 — --------2------------ кинетическая энергия шестерни 4 и винта.

Линейные скорости точек касания шестерен 1 и 2 равны, т. е.

Следовательно, “ 2 =  . Аналогично получаем w3 =  w2-^- =  —2д- .I~2 z 2 ггг4
Тогда

ApMi (A + А) юi (A + A) <°i t z\ V  (A + A) “?
2

откуда

+ + ii f lV
«А / ’

Aip — (A + A) + (A + A) ( ) + (A + A)
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Zo Wl *
Отношение — — lh? называют передаточным числом между шестерйЯ- 

„ г2 г4 . .
ми / и 2 , а —  • —  =  h , 2 ' h , 4 — передаточным числом редуктора h i  — h 2 ' h i -  21 гз ' ' '

Таким образом,

/пр —  (/о +  Л )  +  (^2 +  / , ) 1
М, 2

+  (At +  А>)
ч , 4

(28.12)

и является величиной п о с т о я н н о й  при /0=const.
Пример. Определить приведенный момент инерции ку

лачкового механизма, если момент инерции шайбы отно

сительно оси равен 'фд/(« )_  i nt« --
тша2

2 , вес шайбы Gm и вес стерж

ня клапана GK (рис. 28.5). Массой пружины пренебречь.
Р е ш е н и е .  Вычисляем момент инерции кулачковой 

шайбы относительно оси вращения, /щд которой равен в 
соответствии с рисунком:

7(о) = + тщба, = ~ т ш6а2 й2.

Определяем кинетическую энергию механизма

где

7npw2 Лив1»2 + 6V 2
2 g  ’

Рис. 28.5.

Тогда

г — 2 а cos <р =  2а cos <of; 

г =  — 2жо sin at.

Aip®2
3 Gm6a2 

2 г ' GK4a2w2 sin2 at
2g

откуда

Aij) — я2
g L 2-гг °шб +  4GK sin2 tof] •

(28.13)

т. e. приведенный момент рассматриваемого механизма является периодической 
функцией времени.

§ 147. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМА

Поставим перед собой задачу определить движение механизма 
или машины в зависимости от сил и моментов, действующих на его 
звенья. Для решения поставленной задачи используем понятия о 
приведенном моменте и о приведенном моменте инерции механиз
ма, которые в общем случае являются величинами п е р е м е н -  
н ы м и, зависящими от времени. Поэтому используем теорему о
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изменении кинетической энергии в дифференциальном виде (22.21)

dT =  Mnpdf  или dT
dcp м,Пр>

где 7' =  у/прш2 — кинетическая энергия механизма, а Л4пр— приве
денный момент, равный разности моментов сил движущих и сил 
сопротивлений приведенных к ведущему звену. Подставляя и учи- 

d<?тывая что ш — ~д1 получим
dJnp а)2 
dy 2 +  ^ПР dt ~  ^ ПР• (28.14)

В частном случае, при /пр =  const или когда /пр может быть 
принят постоянным и равным среднему значению за цикл его из
менения

, d ы 
/пР ~dt

j  d^_ рд
*Пр d p    /Г1пр* (28.15)

Уравнение (28.15) является дифференциальным уравнением вра
щательного движения твердого тела с моментом инерции /пр во
круг неподвижной оси.

Уравнение (28.15) можно записать в виде

/ п — —  =  м п'"Р Шр dt ПР’

откуда

или
/пр«*Ь =

, 2  г 2
УПр(02 'n p ^ l

2 2

В частном случае при Mnp =  const

?*
j"  Л4прс/<р.
¥|

г 2
'п р ы 2

2
Aip̂ i
~ 2 ~ =  М пр (ЯРй — Ti).

При /пр =  /(<р)
, 2
'пр2ы2
~~2~ 9i)-

(28.16)

(28.17)

Аналогично можно получить дифференциальное уравнение дви
жения механизма, приведенная масса которого /ппр, а затем и урав
нение, подобное (28.17).

§ 148. ПЕРИОДЫ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМА

Движения механизма или машины условно можно разделить на 
три основных периода (рис. 28.6).

1. Разбег механизма. Период от пуска (ш =  0) до достижения 
некоторой постоянной средней угловой скорости (соСр =  const), на
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зываемый периодом разбега механизма. Дифференциальное урав
нение движения механизма или машины будет (при /np =  const)

, du>   . rf2tf
У[Ч? ~dt ~  У"Р ~dF =  ^np >  о

или

Интегрируя в пределах от ш =  0 до ш =  о)ср при Мпр —const, по
лучаем

Лтр^ср =  ^ п р А  — [ ( ^ д а ) п р  ( ^ с ) п р ]  Д,

откуда время первого периода
 ̂ __ Д р шср
Р ~  ( ^ д в ) п р - ( И 4 с ) пр ’

(28.18)

где шсР — конечная угловая скорость, которая соответствует 
угловой скорости установившегося движения.

При разбеге механизма часто пуск осуществляется моментом, 
приложенным непосредственно к ведущему звену, например, от 
электродвигателя. Тогда (Л4дв) пр = Л1дв (пусковому моменту) для 
электродвигателя может быть взят по каталогу. В механизмах 
счетно-решающих, автоматического управления, особенно в тех, 
где пуск повторяется многократно, следует стремиться к уменьше
нию времени tp, что, как следует из (28.18), может быть достигну
то или за счет уменьшения /пр, или за счет увеличения пускового 
момента Мдв, или за счет одновременного их изменения, или, нако
нец, за счет уменьшения (Л4с)пр, что достигается работой на холо
стом ходу.

2. Установившийся период. Период, когда шср~ const, называет
ся установившимся. Этот основной период, как правило, является 
наиболее продолжительным (главные судовые силовые дизельные, 
газотурбинные и другие установки), реже он может быть непро
должительным (приборы управления и наведения военно-морского 
оружия). Следует отметить, что в этот основной период угловая 
скорость не является строго постоянной (рис. 28.6), а колеблется 
вокруг средней. Это объясняется тем, что силы движущие, силы 
сопротивления (изменение подачи топлива, сопротивления винта 
и т. д.) и приведенный момент инерции механизма не сохраняют 
постоянных значений. Для этого периода времени принимают 
^ п Р =  (Мдв)пр — (Мс)Пр =  0 и тогда

(Л4дв)пР=  (Л*с)пР, где Жс =  Жпс +  Жвс.
Таким образом, при у с т а н о в и в ш е м с я  д в и ж е н и и *  при

нимают, что момент движущих сил равен моменту сил вредного и 
полезного сопротивлений, а следовательно, ЛДв =  ̂ пс +  ̂ вс-

* Установившимся движением называется такое, при котором обобщенная 
координата является периодической функцией времени.
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3. Выбег механизма. Период от установившегося движения до 
полной остановки называется выбегом механизма или машины. 
Для этого периода движения дифференциальное уравнение движе
ния механизма будет

/пр =  МпР <  0, так как (Мав)пр <  (Ме)пр,

откуда, интегрируя в пределах от шср при Mnp =  const до ш = 0 
(остановка), получаем —/Прыср = -Мпр̂ в и

Aip^cp AlpMCp
■Мпр (-Ддв)пр 0Мс)пр (28.19)

Для сокращения периода выбега целесообразно подвод энергии 
прекратить (Мдв =  0), т. е., например, отключить топливо или по
дачу энергии от постороннего источника, например электродвига
теля. Иногда для этой же цели искусственно увеличивают силы 
вредного сопротивления за счет тормозного момента, прикладывае
мого к одному из звеньев, часто непосредственно к ведущему звену 
механизма или машины.

Для периода выбега Л = Л ;Т0 +  ЛВС.
При отсутствии притока энергии кинетическая энергия механиз

ма при установившемся движении расходуется до момента полной 
остановки на работу полезных и вредных сил сопротивлений, т. е.

Ч т«=р —  л _1_ а
2  ^ПС Г ^вс*

462



Ранее было установлено, что коэффициент полезного действия 
характеризует степень полезного использования энергии в меха
низме или машине. При установившемся движении машины Лдв =  
=Лпс +Л вс, т. е. Лдв > л  пс. Отношение работы сил полезных сопро
тивлений к работе сил движущих называется механическим коэф
фициентом полезного действия (КПД):

. - __ Д|с _ Mic
^ А NЛдв •‘'‘дв

ИЛИ

Y] =  Лдв-7~^-с =  1 -  4 ^  . (28.20)
л дв ^дв

Из формулы (28.20) следует, что:
— КПД механизма всегда меньше единицы;
— с уменьшением вредного сопротивления (применение соот

ветствующей смазки, шарико- или роликоподшипников вместо под
шипников скольжения и т. п.) КПД увеличивается.

В счетно-вычислительных устройствах, приборах управления, 
измерительных приборах полезное сопротивление весьма мало; 
главное значение приобретает точность преобразования движе
ния, быстрота действия и надежность. Однако увеличение КПД 
механизма свидетельствует об уменьшении трения, т. е. износа, и, 
как следствие этого, об увеличении точности и надежности ме
ханизма. При остановке некоторых машин (Лдв =  0), например 
подъемных, возможны два случая: либо машина остается в покое 
(ЛВе>Л Пе ) — случай самоторможения, либо она самопроизвольно 

движется в обратном направлении (АПС> А ВС) . Рассмотрим пер
вый случай. При установившемся движении АЯв=Апс+Ав0 >2 Апо, 
откуда

■ ч = 4 г -< °> 5- (28.21)Л ДВ

§ 149. КОЭФФИЦИЕНТ ПОЛЕЗНОГО ДЕЙСТВИЯ МЕХАНИЗМА

Следовательно, самоторможение обеспечено при т]<0,5, что невы
годно в энергетическом отношении.

Машина обычно состоит из ряда простых механизмов, КПД ко
торых известны или могут быть определены. В этом случае общий 
КПД определяется в зависимости от способа соединения простых 
механизмов. Рассмотрим два основных способа соединения меха
низмов: последовательное и параллельное.

Последовательное соединение (рис. 28.7, а). Пусть работа дви
жущих сил, подводимая к первому механизму, Лдв, а полезная ра
бота, отдаваемая последним, Лпо. Тогда полный общий КПД ма
шины

Частные КПД каждого механизма
А\ ' ' А%
~л > "//2 ~  “Х~ > • • • > гт
Лдв

*il = лп~\
463



Следовательно,
(28.22)‘Ооб — л — ' ‘to • ■ • 7)л-^ДВ

Выв о д .  Общий КПД машины, состоящей из п о с л е д о в а 
т е л ь н о  соединенных механизмов, равен произведению частных 
величин КПД отдельных механизмов.

а

А д

Л , А д л п  А д

L : Ь  | | 1L i !  1. . .

^/iv~diAd ’xl\ A,2)-A2Agi]z V v
Апс
6

Рис. 28.7.

Параллельное соединение (рис. 28.7,6). Работа движущих сил 
распределяется на п механизмов, частные КПД которых, как и ра
нее, будут rji, rj2, .. .,т]„. Пусть каждый механизм потребляет часть 
общей подводимой энергии, которая характеризуется коэффициен
том а;. Тогда полезное сопротивление 1, 2 ,... ,  я-го механизма 
будет

■̂ ПС ~  Я1-̂ ДВ ■ 7)it ~  а 2 ^ ц в г12’ • • • ’ ^ПС ~  ял П дв/]п.

В соответствии с определением
^ПС а 1^ДВТ11 +  +  • • • +  а ПА ЯВГ1п

чоб Я Л■Лдв Л ДВ
(28.23)

или
п

7)об =  2  *|Ч/.
i— I

где я — число механизмов, соединенных параллельно, 
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Пример. Сложный механизм состоит из четырех механизмов, имеющих оди
наковые механические КПД, равные 0,9. Определить общий КПД сложного ме
ханизма при последовательном и параллельном соединении механизмов.

Р е ш е н и е .  Последовательное соединение. Общий КПД по формуле (28.22)
о̂б =  =  °>94 =  0,656.

Параллельное соединение. Общий КПД по формуле (28.23)
4 4

Чоб =  ^  “г =  v  1 =  0,9,
i=f 1=1

так как
4

2 <Ч = ец + «2 + аз + а4= 1.

С м е ш а н н ы е  с о е д и н е н и я .  С точки зрения получения более высокого 
общего КПД параллельное соединение простых механизмов более выгодно, чем 
последовательное. Выбор соединения часто определяется не только стремлением 
получить высокие КПД, но назначением и особенностями конструкции сложного 
механизма. Поэтому на практике применяют комбинации последовательных и 
параллельных соединений механизмов. Смешанные соединения механизмов 
встречаются в приводах различных устройств, в частности счетно-вычислитель
ных. Так, в быстродействующих печатных механизмах электронно-вычислитель
ных машин простейшие механизмы состоят из зубчатых, винтовых и других 
передач. Полезное сопротивление расходуется на передвижение красящей ленты, 
колес и подачу бумаги.

1¥ 1|ТЬТИ »

PaVUW8

Пример. Определить общий КПД механизма, представленного на фис. 28.8, 
если распределение мощности, расходуемой отдельными механизмами, оц а2 
и Рь 02, КПД механизмов заданы и их значения показаны на схеме.

Р е ш е н и е .  Определяем мощность полезного сопротивления

ЛГПС = М„с + Nlc + = (a,v);Y]3 + a20,ruir]2'r]4 + аяЭа̂ г̂̂ в) Л/дв
ИЛИ

Апс = 1)1 [aji)8 + (Э1Д4 + Me)] л̂ дц.
465



1об =  ТГ^ =  l l  K l3  +  a 2l 2 (Pll4 +  ? 2 1 б)]- Лдв
Пример. Мощность, передаваемая ведущим валом зубчатой передачи, равна 

M.i =  200 кВт при частоте вращения п =  600 об/мин. Определить вращающий мо
мент М„, действующий на ведомом валу, если КПД передачи т]=0,9, а переда
точное число /1,2 =  2 (рис. 28.9).

Определяем общий КПД механизма

Р е ш е н и е .  Вращающий момент, действующий на ведущем валу:

Afj =  97400— [кгс-см] =  9 7 4 ^ -  [кгс-м] =  9550 [Н ■ м].#1 /2j /Ij
Определяем мощность, передаваемую ведомым валом:

N 2 =  vi/Vj или АГ2со2 =  откуда Л42 =  Мх •/] =  Mlil y) =(1)2
-9 7 4 0 0  у| =  97400 • Щ  • 2 • 0,9 =  58500 кгс • м =  5750 Н ■ м.

§ 150. ПОНЯТИЕ ОБ УРАВНОВЕШИВАНИИ ВРАЩАЮЩИХСЯ МАСС

При движении звеньев механизмов и машин с ускорениями воз
никают силы и моменты сил инерции. Вследствие этого появля
ются дополнительные напряжения и деформации звеньев, изме
няется давление на стойку (опоры), увеличиваются трение и износ 
подшипников, появляются вибрации, которые могут быть причиной 
аварии. Все это снижает точность и надежность работы механиз
мов, машин и приборов и уменьшает срок их службы.

Рассмотрим статически неуравновешенное колесо (рис. 28.10), 
т. е. такое, центр тяжести которого не совпадает с геометрической 
осью вращения. Это может произойти из-за неравномерности рас-
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пределения материала относительно оси вращения или неправиль
ной посадки детали на вал, т. е. по технологической или монтаж
ной причине.

В некоторых случаях неуравновешенность является особенно
стью конструкции (коленчатый вал). При вращении шкива с по
стоянной угловой скоростью ш величина центробежной силы инер
ции, направленная от оси вращения, будет равна

Рн =  теш2 =  —  еш2, 
и g

где т = -g масса колеса или шкива с валом;
е— эксцентриситет — расстояние от оси вращения до цен

тра тяжести колеса или шкива.
Проекции этой силы на неподвижные оси прямоугольной систе

мы координат будут (рис. 28.10):

У =  Ру — G +  ~  ^ш2 cos со/ =  G  ̂1 +  cos соt 

Z  =  Рг =  —  еш2 sin <о/Z g .
(28.24)

где
Ы =  cp.

Максимальное значение вертикальной силы будет при ср =  0

\ + ^ - ) = O k дин» (28.25)

где динамический коэффициент £дин =  1 +  >  1.§
Минимальное значение вертикальной силы будет при ф =  т:

^ , = 0 (1  - — )■ (28.26)

вЫУ̂При ^ - > 1  сила Уxxiin будет направлена по вертикали вверх.
Из полученных равенств (28.24) — (28.26) следует, что:

а) силы, действующие на подшипники, являются функцией угла 
поворота вала ср = ш/; наибольшие значения вертикальных состав
ляющих этих сил равны (рис. 28.11):

г) __ / Gb ' т-\ __у Get
д̂ин Y~ у д̂ин J >

т. е. они превышают статические; так, если ротор гироскопического 
прибора вращается с н=18000 об/мин (со = 600тг рад/с), то при 
эксцентриситете, равном е =  0,1 мм = 1- 10~4 м, динамический коэф
фициент будет

д̂ин — 1 +
еш*
~Т 1 +

1 • 10-* (бООтг)2 
9.8 ; 37,

467



т. е. силы, действующие на подшипники вала, в 37 раз превышают 
статические;

б) в некоторые моменты времени появляются силы, вызываю
щие износ верхней и боковых частей вкладышей подшипников;

в) увеличиваются напряжения в сечениях вала и их переме
щения;

г) вал подвергается действию переменных нагрузок, вызываю
щих за цикл при некоторых условиях даже изменение знака на

пряжения, что может вызвать 
усталость материала и как след
ствие разрушение вала.

Периодически изменяющиеся 
нагрузки вызывают нежелатель
ные вынужденные колебания, ам
плитуда которых может достиг
нуть недопустимо больших вели
чин.

Пусть механическая система 
состоит из п масс, которые совер
шают вращательное движение во
круг неподвижной оси с постоян
ной угловой скоростью ш. Усло
вием статической уравновешенно
сти такой системы будет равен
ство нулю главного вектора сил 
инерции, т. е.

Яи =  2  Я-г 2  т^  =  1Г 2  Gf i  =  °. (28.27)
/=1 /=1 /=1

где сила инерции t-й массы Ры =  oi2miri и tnl =  .
В равенстве (28.27) под г* следует понимать радиус-вектор 

l-й массы, отсчитываемый от неподвижной оси вращения.
Если равенство (28.27) не соблюдается, система является стати

чески неуравновешенной, многоугольник сил инерции не замкнут, 
имеет место статический дисбаланс, который может быть сведен 
до минимума за счет установки добавочных масс. В сложных меха
нических системах уравновешенность можно получить за счет 
взаимодействия сил инерции звеньев механизма (многоцилиндро
вые двигатели).

Добавочная масса — масса противовеса, обеспечивающая ста
тическую уравновешенность, определяется из условия, что много
угольник сил инерции замкнут, т. е. чтобы

0)2 2  т ‘г‘ +  ш 2/пп</пс =  0  ( 2 8 .2 8 )

или после сокращения

G\r 1 +  0 2г2 +  . . .  +  Gncrпс — 0, (28.28а)
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где (Зш/пс — статический дисбаланс — вектор, который может быть 
найден:

— г р а ф и ч е с к и  как замыкающий векторного многоугольни
ка сил, построенного для определенного момента времени;

— а н а л и т и ч е с к и ,  определяя проекции всех сил по оси не
подвижной системы прямоугольных координат.

В дальнейшем воспользуемся графическим способом, как более 
наглядным. Зная величину замыкающего вектора, задаются вели
чиной гпс и определяют вес противовеса Gnс-

Таким образом, при статическом уравновешивании вращаю
щихся масс системы стремятся вращающиеся массы распределить 
так, чтобы ось вращения системы проходила через ее центр масс.

Условием динамической уравновешенности рассматриваемой 
системы будет равенство нулю главного момента сил инерции при 
приведении их к центру масс, т. е.

п п п

Мис (P«i) == (ш2щ п )  ==Ш2 ̂ т с (m^i) == 0. (28.29)
1=1 i=i /=1

В дальнейшем у с л о в н о  вектор момента силы инерции каждой 
массы относительно, например, центра масс С системы тс(Рщ) 
направляют по линии действия силы Р„{, т. е. поворачивая его на 
угол 90°. Тогда условие динамической уравновешенности системы 
будет

п п п

Мкс — со2 2  тс (rn.fi) =  О)2 2  rnlrlai =  ^  O ffa  =  0, (28.30)
i=i i=i ® /=1

где а, — длина перпендикуляра, опущенного из точки С на линию 
действия РИ{.

Если равенство (28.30) не соблюдается, система является д и 
н а м и ч е с к и  неуравновешенной, многоугольник моментов сил 
инерции не замкнут, имеет место д и н а м и ч е с к и й  д и с б а л а н с .  
Подбираем противовес весом Gna из условия, что

0\Cifi+ G f i f  j . , .  -Г" 6/псппсгпс 0 Пд/Пд/"Пд =  0, (28.31)

где Спд/вд/пд — динамический дисбаланс — вектор, который мо
жет быть определен графически как замыкающий векторного мно
гоугольника. Если система статически уравновешена (#и =  0), за 
точку приведения сил инерции может быть взята любая точка, ле
жащая на оси вращения. При этом, чтобы не нарушить статиче
скую уравновешенность, динамический дисбаланс устраняется с по
мощью двух противовесов, образующих пару сил. Задаваясь /пд и 
величиной Год, определяют Gna — вес каждого противовеса.
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Условием полной статической и динамической уравновешенно
сти являются равенства нулю главного вектора и главного момен
та сил инерции, т. е. уравнения:

П
\  =  2  ° i r i +  G nc/'nc =  0; 

i=1 
п

О  i f  i ( i i  -j- G/ncu ncf nc -j- ^ Пд/Пд/"пд 0.
/=1

(28.32)

Процесс выявления сил и моментов сил инерции и сведение 
дисбаланса до минимальных величин называется соответственно

с т а т и ч е с к и м ,  д и н а м и ч е с к и м  
или полным у р а в н о в е ш и в а -  
н и е м или б а л а н с и р о в к о й .

Уравновешивание сил инерции ме
ханизма сводится к такому распреде
лению масс звеньев механизма, при 
котором полностью или частично 
устраняется давление подвижных 
звеньев на стойку механизма.

Для дискообразных тел, как-то: 
зубчатых колес, шкивов, маховиков, 
тонких дисков и т. п.— обычно прово
дят только с т а т и ч е с к о е  уравнове
шивание.

Пусть диск, вращающийся вокруг 
неподвижной оси, имеет центр тяже

сти, смещенный на расстояние г от оси вращения. Для статиче
ского уравновешивания достаточно поместить противовес
(рис. 28.12) массой тп в той же плоскости вращения, на прямой
АОВ, в точке, расстояние до которой \гп \ определяется из условия

т„ш21 rn\ =  mco2|r | ,  (28.33)

А

откуда
I -  I _  tn\~r\ G \r  [
1 я | ™п Gn ’

где G г — величина статического дисбаланса вращающегося диска.
Для статического уравновешивания п масс, расположенных в 

одной плоскости, на Г\, г% ■ ■., гп (рис. 28.13) от оси вращения, 
можно использовать одну массу. Величина этой массы ти опреде
ляется из условия, при котором многоугольник сил инерции был бы 
замкнут (28.28).

Статическая балансировка тел вращения (диски, маховики 
и т. п.) производится на балансировочных станках. Простейший 
из них представлен на рис. 28.14. Он состоит из двух призм, уста
новленных строго горизонтально и параллельно друг другу. Вал
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с диском, подлежащие статической балансировке, укладываются 
на призмы-опоры. Вследствие наличия дисбаланса вал с диском 
займет такое положение, при котором центр тяжести системы С

Рис. 28.13.

окажется в низшем положении (положение устойчивого равнове
сия). Противовес должен быть установлен на вертикальной пря
мой I—/ выше оси вращения *.

Для вращающихся звеньев значительной длины (барабаны, ро
торы многоступенчатых турбин, коленчатые валы и т. д.) кроме

* Последовательность балансировки изложена в руководствах по проведе
нию лабораторных работ по механике,
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статического должно быть проведено и динамическое уравновеши
вание с помощью противовесов.

На рис. 28.15 представлен цилиндр, уравновешенный статиче
ски, {т1г1 = т2Г2), но неуравновешенный динамически; при этом

величина неуравновешенного момента сил инерции равна Ми= 
— тш2га (при т\ = т2 — т, rl = r2 = r).

В

На рис. 28.16 представлен пример графического решения за
дачи уравновешивания системы, состоящей из трех неуравнове-
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шенных дисков. За плоскости расположения противовесов выбраны 
плоскости А и В. Задачу рекомендуется решать в такой последова
тельности:

— определить величины сил инерции Рт\
— выбрать масштаб и построить многоугольник сил инерции;
— определить величину и направление замыкающего векто

ра Рпс’,
— задаваясь величиной гпс, определить требуемую массу про

тивовеса по равенству

которую помещаем в плоскости В;

— определить величины моментов сил инерции относительно 
любой точки, например, точки О;

— выбрать масштаб и построить многоугольник моментов от 
сил инерции; определить величину и направление замыкающего 
вектора Mn =  m0(PiW); задаваясь величиной гпд и зная плечо 
пары /Пд, которое в рассматриваемом случае равно расстоянию 
между плоскостями А и В, вычисляем т пд по формуле

то (Рпд)
пд / г ( , 2  ‘ПД'пд“

(28.34)

За плоскости установки противовеса могут быть выбраны и 
другие, например плоскости первого и последнего дисков.

Динамическая балансировка. Динамическая балансировка осу
ществляется после статической на специальных станках. На 
рис. 28.17 представлена в качестве примера схема такого станка. 
Рама*/ имеет подшипники А и В, в которые устанавливаются вал 
с цилиндром, подлежащие динамическому уравновешиванию. Рама 
опирается в точке 2 на шарнир, вокруг которого она может вра
щаться, и в точке 3 на пружину.
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Система обладает собственной частотой. Для обнаружения ди
намической неуравновешенности пользуются тем, что при измене
нии числа оборотов цилиндра наступает резонанс, когда частота 
собственных колебаний системы совпадает с частотой возмущаю
щих сил. Для уменьшения неуравновешенного момента сил инер
ции, которые и вызывают вынужденные колебания, добавляют 
грузики в соответствии с направлением М„ в плоскости а —а и 
под углом 180° в плоскости b — Ъ на равных расстояниях от оси 
вращения. Подобная операция повторяется до тех пор, пока рамка 
с цилиндром при числах оборотов вала, близких или равных ре
зонансному, почти не будет совершать колебаний; цилиндр будет 
уравновешен.

§ 151. ПОНЯТИЕ ОБ АМОРТИЗАЦИИ И УСПОКОЕНИИ МЕХАНИЧЕСКИХ
СИСТЕМ

Машины и механизмы, используемые в Военно-Морском Фло
те, могут являться источником, вызывающим вибрации, например 
дизельные установки, пусковые установки военно-морского оружия 
и т. д., либо сами могут подвергаться ударным и вибрационным 
нагрузкам, например при приводнении авиационных торпед или 
мин, колебаниях звеньев механизмов и т. д.

Устройства, уменьшающие действие внезапно приложенных или 
переменных по времени периодических нагрузок, называются 
а м о р т и з а т о р а м и .  Конструкции амортизаторов основаны на 
принципе преобразования части кинетической энергии движущихся 
масс в другой вид энергии. Амортизаторы могут быть пружинные, 
резиновые и др.

Система, состоящая из механизма и амортизаторов, является 
упругой системой, которая под действием возмущений может быть 
приведена в состояние колебаний.

Устройства, которые предназначены для уменьшения про
должительности и амплитуды колебаний, называются у с по 
к о и т е л я м и  или д е м п ф е р а м и .  Успокоители нашли широкое 
распространение как в силовых установках (например, демпферы 
крутильных колебаний в дизельных установках), так и в прибо
рах. В приборах успокоители служат для демпфирования (гашения) 
собственных колебаний подвижных частей, вызванных ударной 
или внезапно приложенной нагрузкой, или вынужденных колеба
ний, вызванных периодически изменяющейся нагрузкой. Установ
ка успокоителей позволяет снять неискаженные показания прибо
ров, установленных на корабельных двигателях, ракетах, самоле
тах и т. п. Демпфирование свободных колебаний достигается 
введением в прибор дополнительных сопротивлений. Отметим, что 
если момент сил сопротивления Мс создать за счет трения в под
шипниках, то увеличение сил трения действительно способствует 
успокоению системы. Однако одновременно увеличивается и ошиб
ка в показаниях прибора, так как трение действует и в состоянии
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покоя. Поэтому в приборах стремятся по возможности уменьшить 
трение, а момент Мс, демпфирующий систему, создать таким,
чтобы он был пропорционален угловой скорости, т. е. Мс —

Рис. 28.18.

(в покое - j f —0)- Коэффициент успокоения ру определяется рас
четным или опытным путем. В зависимости от способа демпфи-

5

рования колебаний успокоители могут быть воздушными, электро
магнитными, гидравлическими и т. д.

В о з д у ш н ы е  у с п о к о и т е л и  просты и дешевы (рис. 28.18), 
Они бывают крыльчатые или поршневые. Применяются воздушные
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успокоители тогда, когда требуется получить небольшое тормо
зящее усилие или когда по условиям эксплуатации невозможно 
применить другие.

Э л е к т р о м а г н и т н ы е  у с п о к о и т е л и  (рис. 28.19). Тор
мозящее усилие создается при движении металлического диска или 
сектора 1 в магнитном поле магнита (в стационарных приборах — 
электромагнита). Успокоители этого типа хорошо регулируются 
с помощью шунта, надежны, но дороже других. Основной недоста
ток их — возможное действие полей успокоителя на электромагнит
ные элементы прибора.

Ж и д к о с т н ы е  у с п о к о и т е л и  позволяют получить значи
тельное успокоение, но степень их успокоения зависит от темпера
туры жидкости, заполняющей систему (турбинное или трансфор
маторное масло, глицерин и др.). Схема простейшего успокоителя 
представлена на рис. 28.20. Поршень 1, связанный с подвижной 
системой, перемещаясь в цилиндре, заполненном жидкостью, про
гоняет ее через зазор и отверстие 2, При закрытом отверстии вин
том 3 эффект успокоения наибольший. Подробные сведения о рас
чете успокоителей можно найти в специальной литературе.



Г Л А В А  29

ПОНЯТИЕ О РЕГУЛИРОВАНИИ с к о р о с т и  д в и ж е н и я  
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

§ 152. ОБЩИЕ ЗАДАЧИ РЕГУЛИРОВАНИЯ СКОРОСТИ ДВИЖЕНИЯ

Из трех периодов движения механизма, рассмотренных ранее 
(§ 148), основным, часто наиболее продолжительным, является 
установившийся. В этот период машина или механизм выполняют 
рабочие операции, для которых они предназначены (судовой ди
зель или турбина, приборы управления и т. д.).

При установившемся движении обобщенная координата яв
ляется периодической функцией времени. Пусть ведущее звено яв
ляется звеном приведения и совершает вращательное движение. За 
обобщенную координату механизма с одной степенью свободы 
принимаем ср — угол поворота ведущего звена. Обозначим 91 и <р2 
значения обобщенной координаты, соответствующие началу и кон
цу периода ее изменения. Тогда установившееся движение харак
теризуется тем, что

2 2

/п р  Ы  -  7"Р (¥1) - Г  =  л дв -  =  0, (29.1)

т. е. за период изменения ср работа движущих сил равна работе 
сил сопротивления. Учтем, что /пр(?г) =  Aip(<pi)• Тогда-(02 =  011.

Таким образом, при установившемся движении угловая ско
рость через период, равный или кратный периоду оборота веду
щего звена, возвращается к своему значению в начала периода. 
Установившееся движение механизма может быть равномерным и 
неравномерным.

П ри  р а в н о м е р н о м  движении равенство (29.1) соблюдается 
для любого момента времени; угловая скорость ведущего звена 
w = const.

П р и  н е р а в н о м е р н о м  движении в пределах периода изме
нения обобщенной координаты угловая скорость ведущего звена 
изменяется, т. е. (о =  м(ср). Очевидно, при АДВ> А С угловая скорость со 
увеличивается, при ЛДВ< А С уменьшается. Отметим, что соотноше
ние между Адв и Ас может изменяться как вследствие изменения 
движущих сил, например давления газов в цилиндрах двигателя
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внутреннего сгорания, так и изменения сил сопротивления, напри
мер изменения нагрузки на корабельный генератор электрического 
тока. Кроме того, в течение периода может изменяться /пр — при
веденный момент инерции механизма.

На рис. 29.1 представлены кривые Л1дв =  Л 1дв(ср ), Мс = const и 
ш =  ш(/), из которых видно, что угловая скорость достигает наи
большего значения штах в точках 2' и 4' и наименьшего Штщ —

в точках 3' и Г. Вводим понятия средней угловой скорости шср и 
коэффициента неравномерности 5. С р е д н е й  у г л о в о й  с к о р о 
с т ь ю  называют скорость такого равномерного вращения, при ко
торой звено повернется на угол <р за такой же промежуток вре
мени, что и при неравномерном его вращении. Принимаем, что

“ max “1" “ min 
шср 2 (29.2)

К о э ф ф и ц и е н т о м  н е р а в н о м е р н о с т и  д в и ж е н и я  
м е х а н и з м а  о называется отношение разности максимальной и 
минимальной угловых скоростей звена приведения к их среднему 
значению за один цикл установившегося движения, т. е.

s, “ max “ minО - - - ------------------
“ ср

(29.3)

По условиям работы обычно известно, что соср =  , и задает
ся допускаемый коэффициент неравномерности [5]. В связи с этим 
возникают две задачи, а именно: как обеспечить заданные ве
личины шср и 8 при п е р и о д и ч е с к о м  изменении 1п и Лцв— Ас, 
т. е. при установившемся движении, и в том случае, когда Лдв— Ас
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является н е п е р и о д и ч е с к о й  функцией времени, как, напри
мер, при внезапном сбросе нагрузки, т. е. при неустановившемся 
движении. П е р в а я  задача решается с помощью м а х о в и к а ,  
в т о р а я  — с помощью специального прибора — р е г у л я т о р а .  
Процесс, связанный с поддержанием значений определенных пара
метров в требуемых, наперед заданных, пределах, называется ре
г у л и р о в а н и е м .  В том случае, когда значение параметра дол
жно изменяться по определенному закону, р е г у л и р о в а н и е  
н а з ы в а е т с я  п р о г р а м м н ы м .

§ 153. РЕГУЛИРОВАНИЕ УГЛОВОЙ СКОРОСТИ С ПОМОЩЬЮ МАХОВИКА

Маховиком называется колесо, большая часть массы которого, 
как правило, сосредоточена на ободе. Маховик имеет большой 
момент инерции относительно оси вращения и обычно устанавли
вается на ведущий вал механизма. При изменении угловой скоро
сти вала возникающий момент сил инерции маховика препятствует 
этому изменению и уменьшает амплитуду колебаний угловой ско
рости. Пусть Лдв>Ас, т. е. АА=АДВ—Лс>0. Тогда кинетическая 
энергия маховика увеличивается. В дальнейшем при АДВ< А С, т. е. 
при Д.4<0, угловая скорость ведущего вала начинает уменьшаться 
и тогда маховик является как бы дополнительным источником 
энергии и отдает запасенную им кинетическую энергию, препятст
вуя уменьшению угловой скорости вала. Рассмотрим, как подо
брать момент инерции маховика так, чтобы отклонения угловой 
скорости ведущего звена сотах и штш от среднего значения соср на
ходились в заданных пределах. Эти пределы определяются из ра
венств (29.3) и (29.4):

о) +  ш . —  2(й„„ И о) шах 1 min ср п СО . =  Ш._§,mm СР ’
откуда

max °'ср ( 1  “Ь 2 )  ’ 

’min ~  №ср (  1 2 * )  •

(29.5)

Обозначим искомый момент инерции маховика через /м. Тогда, 
применяя теорему о изменении кинетической энергии, можно за
писать

14р (%) + ^ м
2

°шах [ / п р Ы + / м М -  =  ЛдВ- Л с,

где / пр=/(ср). Обычно Из

Т  4  Wax -  Штш) =* ~  /пр Ы

последнего равенства следует 

+  /пР М - ф “ + Л дв- А ,  (29.6)

В правой части уравнения (29.6) все величины могут быть 
определены: шШах и сощт при известном 8 по формуле (29.5), /пр(92)
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и 7np(<pi)— графически или аналитически, работа сил — из ра-

венств Адв =  J Ас =  j  Мcdy.
«1

Обозначим всю правую часть уравнения (29.6) индексом ДЛ. 
Тогда

о2 . ) =  А А.Ш1П/ (29.7)

Используя (29.3) и (29.4), получаем
,.,2 »2 -4- m . ) (а)1 m in' '  шах ■ ш ) =  2со2 8. min' сп *min-' ср~

Следовательно, равенство (29.7) можно записать в виде
ЛУер [S] =  ДЛ,

откуда
дл 900ДЛ 90ДЛ

“ ср № [8] л2 [8] ’ (29.8)

где п — номинальное число оборотов в минуту;
[8] — допускаемый коэффициент неравномерности.
Так, для судовых двигателей с винтом [5] =  0,05-:- 0,025; для 

электрогенераторов постоянного тока [5] =  0,01 -ь0,005; для электро
генераторов переменного тока [§] =  0,005-4-0,003 и т. д. Диаметр ма-
ховика определяют из равенства (29.8) и условия, что / м= - (  ) =

GD- 8 X 1— - ^ , где D — диаметр окружности центров тяжести обода ма
ховика. У выполненных маховиков ширина обода 6 =  фО, толщина 
/г =  0,4 £ =  0,4 фД, где ф =  0,08 =  0,2. Тогда, пренебрегая массой спиц:

G£>2 _  i tDhbD* __ -ргО-0,4фОф£>£>2 _  90ДЛ
4# ~  4ц- ~ ' 4# —  л2 [8] ’

где Y—-вес единицы объема. После простейших преобразований
900ДЛ#
Тф2л2 [8) (29.9)

Полученные размеры маховика должны быть проверены по ус
ловию прочности, вывод которого опускаем. При этом величина 
скорости точек обода маховика должна удовлетворять условию

(29-10)

где [о]р — допускаемое напряжение на растяжение. Тогда, учиты- 
D тглвая, что v =  w и со= , получаем

(29.11)
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Обычно допускают в зависимости от [о]р и у в формуле (29.10)
ДЛЯ СТаЛЬНЫХ МаХОВИКОВ Omax =  7 0 - r - 120  М/С, ДЛЯ ЧугуННЫХ —  Цт а х  =
= 30-г-40 м/с. Так, для чугуна при у =  7,2 • 10~2 М • Н/м3 [а]р = 
= 15 МН/м2; П т а х  =  45 м/с.

§ 154. ПОНЯТИЕ О РЕГУЛЯТОРАХ СКОРОСТИ

При установившемся режиме работы угловая скорость веду
щего звена механизма или постоянна, или периодически изменяет
ся, возвращаясь через период к первоначальному значению. Для 
выравнивания угловой скорости ведущего звена за время одного 
периода применяют маховик. В тех случаях, когда между момен-

Рис. 29.2.

тами движущих сил и сил сопротивления нарушается равновесие 
и это носит непериодический характер, движение механизма имеет 
неустановившийся характер и при ДЛ>0 машина, как говорят, 
«пойдет в разнос». В этом случае инерция маховика не может быть 
использована для выравнивания угловой скорости, поэтому при
меняют специальные устройства — регуляторы. Регуляторами на
зываются механизмы, предназначенные для автоматического под
держания (сохранения на определенном уровне) угловой скорости 
ведущего звена при изменяющихся моментах Мдв и М0. Так, при 
увеличении угловой скорости, связанной с уменьшением сил со
противления, регулятор автоматически должен уменьшить величи
ну движущих сил (например, уменьшить подачу топлива в дизель 
или газа в газовую турбину).

Схема автоматического регулирования угловой скорости пред
ставлена на рис. 29.2. За угловой скоростью объекта регулирова
ния 1 следит датчик 2, который преобразует поступающий импульс 
в параметр х х. В специальном программном устройстве 3 выраба
тывается параметр х0, соответствующий заданной угловой скоро
сти шср. При нарушении режима работы механизма возникает раз
ность х2 = Х[— х0. Параметр х2 усиливается в усилительно-преобра- 
зующем устройстве 5 до x2 = kx2, который затем поступает в регу
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лирующий орган 6. Последний воздействует либо на поступление 
энергии к регулируемому объекту, либо на величину сил сопро
тивления. Источник питания обозначен цифрой 4.

Одним из основных элементов регулятора является датчик 2, 
регистрирующий изменение угловой скорости. Наиболее часто в 
качестве датчиков скорости используют:

— грузы центробежного регулятора; центробежная сила инер
ции грузов пропорциональна квадрату угловой скорости;

■— тахогенераторы, вырабатывающие электрический ток, на
пряжение или сила тока которого пропорциональна угловой ско
рости.

В некоторых механизмах и приборах требуется производить пе
риодическую остановку и пуск, для чего используются специальные 
пусковые устройства.

Остановимся на принципе действия некоторых регуляторов ско
рости, применяемых в приборах *.

Тормозные регуляторы. В приборах с целью надежности ра
боты МЛ> М С. Разность между ними ДМ = МД— Мс идет на пре
одоление момента сопротивления тормозного устройства в самом 
регуляторе. Дополнительный тормозной момент увеличивается с 
повышением угловой скорости вращения ведущего звена. Тормоз
ной момент может быть создан трением между тормозными баш
маками и корпусом, трением о воздух, магнитоиндукционным со
противлением, гидравлическим трением и т. д. Применяются тор
мозные регуляторы обычно в механизмах приборов малой мощ
ности; энергия движущих сил расходуется на преодоление сил 
сопротивления механизма и регулятора.

Рассмотрим тормозной регулятор с трением о воздух с постоян
ным размахом крыльев прямоугольной формы. Приближенно мож
но принять, что сопротивление движению крыла в воздухе пропор
ционально к в а д р а т у  с к о р о с т и .  Так, если выделить на крыле 
элементарную площадку dF = hdx, расположенную на расстоянии х 
от оси вращения, тогда величина элементарного момента сопро
тивления будет

d M Topu =  х  d P  — x k v 2 d F  — x k  (x^ )2dF =  ko2hx3 dx, (29.12)

где k — коэффициент, зависящий от формы крыла и плот
ности воздуха, приближенно принимают равным 
6 =  0,8 • 10“8Н • М-4 • с;

пп
m =  — угловая скорость крыльев;

h и b — высота и соответственно ширина одной лопасти (см).
Интегрируя равенство (29.12), получаем для Двух крыльев

ъ
М т0Рм =  2Ы 2к f x s d x  =  . (29.13)

6
* Более подробно см., например, в книге С. И. Борисова и др. «Теория меха

низмов и детали точных приборов». М., Машиностроение, 1966.
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Если линейные размеры в формуле (29.13) брать в сантиме
трах, тогда для получения достаточно большого тормозного 
момента число оборотов регулятора должно быть « =  1800— 
3000 об/мин (ш =  60тг— ЮОтс рад/с). Для воздушных регуляторов 
с трением о воздух, но с переменным размахом крыльев

торм =  sm а, (29.14)

где угол а — угол между осью крыла и осью вращения.
Тормозные регуляторы о с е в о г о  или р а д и а л ь н о г о  д е й 

с т в и я  с т р е н и е м  м е ж д у  т в е р д ы м и  т е л а м и .  В тормоз
ных регуляторах подобного типа тормозное усилие создается за 
счет сил трения, возникающих между твердыми подвижными и не
подвижными поверхностями регулятора. С увеличением угловой 
скорости регулятора увеличиваются силы инерции, а следователь
но, и силы трения и, как следствие, тормозной момент. Торможение 
начинается при так называемом критическом числе оборотов регу
лятора.

М а г н и т о - и н д у к ц и о н н ы е  р е г у л я т о р ы .  В результате 
взаимодействия магнитного поля и вихревых токов, возникающих в 
металлическом диске, вращающемся в поле постоянного магнита, 
возникает тормозной момент, пропорциональный угловой скорости 
диска со.

С п у с к о в ы е  р е г у л я т о р ы .  Регуляторы предназначены для 
регулирования скорости периодическим пуском и остановкой регу
лируемого механизма (тахометры, счетчики различного назначе
ния, реле, часовые механизмы и др. приборы). Продолжительность 
работы и остановка регулируется с помощью маятника или систе
мы, состоящей из спирали и баланса. Более подробно с конструк
цией и теорией регуляторов можно ознакомиться в специальной 
литературе.
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Р А З Д Е Л  IV

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ МЕХАНИЗМЫ И ЭЛЕМЕНТЫ 
МЕХАНИЗМОВ МАШИН И ПРИБОРОВ

§ 155. ВВЕДЕНИЕ

В машинах и приборах, применяемых в Военно-Морском Фло
те, чаще всего используются механизмы, назначение которых — пе
редача и преобразование вращательного движения.

Практическая необходимость передачи вращательного движе
ния обусловливается требованием изменения числа оборотов элек
тродвигателей в больших пределах. Это необходимо при выполне
нии ряда задач. Поэтому между электродвигателями и машинами 
приходится устанавливать механизмы, которые служат для пере
дачи вращающегося момента с заданным отношением угловых 
скоростей.

Кроме того, механизмы вращательного движения, и в частно
сти зубчатые передачи, часто используются как механические 
трансформаторы для преобразования крутящего момента и ско
рости. Во многих кинематических схемах зубчатые передачи ревер
сируют направление вращения. В вычислительных устройствах в 
качестве суммирующих устройств применяются дифференциаль
ные механизмы (разновидность зубчатых передач).

В данном разделе дано краткое изложение основ теории и 
устройства основных передаточных механизмов и деталей меха
низмов.

Г Л А В А  30

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ МЕХАНИЗМЫ

§ 156. ФРИКЦИОННЫЕ МЕХАНИЗМЫ

Процесс передачи вращательного движения может происходить 
или с использованием сил трения, или путем зацепления.

Передача вращения конструктивно осуществляется либо в ре
зультате непосредственного касания ведущего и ведомого звеньев, 
либо на расстоянии путем применения в передачах гибкой нити — 
ремня или цепи.
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Различают два случая передачи вращательного движения от 
ведущего звена:

— скорость ведомого звена должна быть постоянной в тече
ние полного оборота;

— скорость ведомого звена в течение оборота должна периоди
чески изменяться по заранее заданному закону.

В работе механических систем чаще всего наблюдается первый 
случай, и для передачи вращения в этом случае применяют круг
лые фрикционные и зубчатые колеса. Второй случай встречается 
более редко, и тогда применяют некруглые колеса.

и1
6

Рис. 30.1.

Рассмотрим основной параметр всех механизмов вращатель
ного движения — передаточное число.

Наиболее простым механизмом, предназначенным для пере
дачи вращательного движения, является фрикционный механизм 
(рис. 30.1).

Звенья фрикционной передачи выполнены в виде цилиндриче
ских колес. Ведущее колесо может вращаться вокруг неподвижной 
оси Oj. Ведомое, соприкасающееся с ведущим, вращается вокруг 
оси 0 2. Если приложить к колесам силу, сжимающую их, то вра
щение ведущего колеса будет передаваться ведомому благодаря 
трению, возникающему между колесами. При отсутствии проскаль
зывания между колесами Vi=v2 и, следовательно,

o)iH=°V'2, (30.1)
ъП,где о>! =  gQ1 и гх— угловая скорость и соответственно радиус пер

вого колеса;
ЯЛ,и>2 =  з(р и г2 — угловая скорость и радиус второго колеса;

п — число оборотов в минуту.
Из (30.1) следует

«Ч __ Щ
ti>2 IX 2

(30.2)И
Г%
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Отношение угловой скорости ведущего колеса к угловой ско
рости ведомого называется п е р е д а т о ч н ы м  ч и с л о м .

Передаточное число является частным случаем более общего 
определения передаточного отношения.

П е р е д а т о ч н ы м  о т н о ш е н и е м  называется отношение 
угловой скорости одного звена к другому в механизме с одной 
степенью свободы. Передаточное отношение обычно имеет двой
ной индекс, например, г12 или г2ь который показывает отношение 
угловых скоростей колес, какие рассматриваются.

Межцентровым расстоянием А называется расстояние, равное 
сумме радиусов колес (рис. 30.1,а), т. е.

А — г1 +  гъ (30.3)

величина постоянная при постоянном передаточном числе.
Во внешнем зацеплении (рис. 30.1,6) направления вращений 

колес противоположны, а точка касания Р лежит между центрами 
колес. Во внутреннем зацеплении направления вращений колес 
одинаковы, а точка касания Р тоже лежит на линии центров, но 
вне их.

Межцентровое расстояние при внутреннем зацеплении будет

А — г2 — гх =  const.

Для того чтобы колеса не проскальзывали относительно друг 
друга, необходимо, чтобы сила трения Fтр между колесами была 
больше окружного усилия Q, т. е.

F тр ^  Q,

где Q — передаваемое окружное усилие;
FTр — сила трения, равная

Fr?= f N ,

где /  — коэффициент трения;
N — нормальное усилие;

Большое усилие, необходимое для сжатия обоих колес, уве
личивает потери на трение в подшипниках, снижает коэффициент 
полезного действия. Поэтому фрикционные колеса применяются 
для передачи сравнительно небольших окружных усилий. Кроме 
того, во фрикционных передачах трудно гарантировать постоян
ство передаточного числа, так как коэффициент трения в процессе 
работы может изменяться вследствие нагрева механизма, попада
ния масла на колеса и других причин. Все это ограничивает об
ласть применения фрикционных передач. Наибольшее применение 
нашли передачи, составленные из зубчатых колес.
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§ 157. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧАХ

В тех случаях, когда важно иметь постоянное передаточное 
число, а также при передаче больших нагрузок применяют зуб
чатые колеса. В самой простой передаче не меньше двух колес. 
Оба они имеют выступы и впадины такой формы, что зубья одного 
колеса входят в впадины другого.

Передача вращательного движения зубчатыми колесами осу
ществляется с помощью нажатия зубьев ведущего колеса на зубья 
ведомого.

В современных машинах и приборах чаще всего используется 
зубчатая передача. Возможность передачи практически любой 
мощности, вращающего момента, работа с окружной скоростью от 
0,02 м/с до 140 м/с, высокая надежность работы и ряд других 
достоинств обеспечили зубчатой передаче широкое применение.

В Военно-Морском Флоте зубчатые передачи применяются 
почти во всех образцах техники вооружения.

По взаимному расположению геометрических осей обычно раз
личают:

а) передачу с цилиндрическими колесами, применяемую, когда 
оси валов параллельны,— цилиндрические передачи;

б) передачу с коническими колесами между валами, оси кото
рых пересекаются,— конические передачи;

в) передачу с винтовыми колесами и червячную, которые при
меняются при скрещивающихся осях валов, — червячные и винто
вые передачи.

На рис. 30.2 приведено зацепление двух цилиндрических колес 
с прямыми зубьями. Рассмотрим основные элементы зубчатого 
зацепления.

Основное в зубчатом зацеплении — это окружности диаме
тров d\ и d2, перекатывающиеся одна по другой без скольжения 
и называемые н а ч а л ь н ы м и  о к р у ж н о с т я м и .

Рис. 30.2.
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Окружности диаметров Dh и D ., ограничивающие глубину 
впадин зубьев, называются о к р у ж н о с т я м и  в п а д и н .  Окруж
ности диаметров D ê и D , ограничивающие высоту зубьев, на
зываются о к р у ж н о с т я м и  в ы с т у п о в .  Расстояние t, измерен
ное по дуге начальной окружности между одноименными сторо
нами соседних зубьев, называется ш а г о м  з у б ч а т о г о  з а ц е п -  
л е н и  я. Расстояние s b измеренное по начальной окружности ме
жду сторонами одного зуба, называется т о л щ и н о й  з у б а .  Рас
стояние s2, измеренное по дуге начальной окружности между сто

ронами соседних зубьев, на
зывается ш и р и н о й  в п а д и н ы.

Расстояние h между окруж
ностью выступов и окружностью 
впадин называется в ы с о т о й  
з у б а .  Расстояние h' между ок
ружностью выступов и начальной 
окружностью называется в ы с о 
той г о л о в к и  з у б а  и анало
гично расстояние h" между ок

ружностью впадин и начальной окружностью называется в ыс о 
той н о ж к и  з у б а. Таким образом, h — h' +  h".

Основной закон зубчатого зацепления. Главное требование, 
предъявляемое к зубчатой передаче, состоит в том, чтобы переда
точное число i оставалось постоянным.

На первый взгляд кажется, что это выполняется само собой, 
если зубья расположить на окружностях круглых колес.

Однако этого недостаточно. Исследования показывают, что, 
для того чтобы обеспечить i =  const, необходимо не только распо
ложить зубья по окружности, но и выбрать соответствующий про
филь зубьев.

При неправильно выбранном профиле зубьев закон изменения 
передаточного числа в зависимости от угла поворота графически 
представляется в виде волнистой линии (рис. 30.3, я). Колебание 
передаточного числа в течение периода вызовет неравномерный 
ход машины, толчки, излишний шум передач и, наконец, прежде
временный износ машин и механизмов.

Закон зубчатого зацепления формулируется следующим обра
зом: для обеспечения постоянства передаточного числа боковые 
профили зубьев должны очерчиваться по таким кривым, чтобы 
общая нормаль в точке соприкосновения профилей проходила че
рез неизменную точку Р, которая всегда должна находиться на 
линии центров и тем самым делить последнюю в постоянном от
ношении (i = const). Точка Р называется п о л ю с о м  з а ц е п 
л е н и я .

Профили зубьев, соответствующие условиям данного закона, 
называются сопряженными. На рис. 30.3,6 показана зависимость 
i(<p) для сопряженного профиля.

Кривых, обеспечивающих i — const, может быть множество.

1 L

Рис. 30.3.
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Однако на практике в большинстве случаев пользуются одним ви- 
дом кривой-—эвольвентой. Эвольвенты обеспечивают правильную 
передачу с постоянным передаточным числом. Кроме того, эволь- 
вентные профили могут быть просто и точно изготовлены.

Модуль зубчатого зацепления. Если обозначить число зубьев ве
дущего колеса— шестерни z x, а число зубьев ведомого колеса z2, 
то длину начальной окружности можно представить как

r.dx — z xt и ~d2~ z 2t,
откуда

где t — шаг.
Как видно из формул, dx и d2— числа иррациональные, а по

тому и все размеры колес тоже будут иррациональными. Чтобы 
этого не было, введем новый параметр —■ модуль зубчатого зацеп
ления т :

tт =  —ТТ
(модуль всегда выражается в мм).

Диаметры начальных окружностей в таком случае будут:
d x =  z xm и d2 =  z 2tn.

Все линейные параметры зубчатого колеса и зацепления двух 
колес выражаются через модуль. Тем самым упрощаются все рас
четы, так как иррациональное число тг исключено.

Модуль является как бы масштабным коэффициентом. Если, 
например, сравнить два колеса — одно с модулем 1 мм, а другое 
с модулем 3 мм, то размеры последнего при прочих равных усло
виях будут в три раза больше. Чем выше передаваемая зубчатым 
механизмом нагрузка, тем больше должен быть модуль колес. 
В приборах, где передаваемые нагрузки небольшие, колеса изго
тавливаются с мелким модулем (от 0,2 до 1,0 мм). При этом обес
печивается компактность механизма.

Значения модуля приводятся в таблицах стандартных модулей. 
Величина модуля, необходимого для каждой конкретной передачи, 
определяется из расчета зубьев на прочность. Покажем, как через 
модуль выражаются элементы зубчатого зацепления.

Нормальная высота головки зуба принята равной модулю 
h' = m , а высота ножки зуба h." =\,2Ь т. Следовательно, диаметры 
окружностей выступов колес для внешнего зацепления равны:

Dei — d x + 2h — zxm +  2 m =  m ( z x +  2); (30.1)
Dg2 ~ d 2 + 2h =  z 2m +  2 т  =  /я (г2 +  2). (30.2)

Диаметры окружностей впадин колес равны:
Dh =■■ dx — 2/г" — z xm — 2-1,25т =  т (zx — 2,5); (30.3)
D-h = d 2 — 2h" =  z 2m — 2 • 1,25от — m (z2 — 2,5). (30.4)

489



Межцентровое расстояние 
будет

Д  _ 1̂ + 2̂

А для внешнего зубчатого зацепления

= щ ^ = ^ (г1 +  2!)

или
А =  - ^ ( 1 + 0 ,  (30.5)

так как z2 =  tzi.
Для внутреннего зацепления диаметры окружностей выступов 

будут равны:
De ==m(zl -\-2) и D et =  m ( z 2 —  2), (30.6)

а диаметры окружностей впадин колес:
Di = m ( z x~  2,5) и Di2 =  TO(z2 +  2,5). (30.7)

Межцентровое расстояние для внутреннего зацепления будет

или
т (г2 — г^) 

2
(30.8)

Коэффициент перекрытия и наименьшее количество зубьев ше
стерни. В процессе работы зубчатой передачи особое значение 
имеет количество пар одновременно зацепляющихся зубьев обоих 
колес.

Если требовалось бы обеспечить только передачу вращения, 
то достаточно было бы иметь в зацеплении не меньше одной пары 
зубьев. Однако при работе зубчатых колес на больших скоростях 
нарушается равномерность передачи окружных усилий, возникают 
шум и удары в зацеплении. Эти дефекты работы колес на боль
ших скоростях объясняются погрешностями, допущенными при их 
изготовлении и монтаже, а также некоторой деформацией профи
лей зубьев.

Уменьшить вредное действие этих факторов и добиться плав
ной работы механизма можно путем увеличения количества пар 
одновременно зацепляющихся зубьев. В то же время излишне 
большое количество зубьев на колесе увеличивает размеры ме
ханизма.

Найдем критерий, определяющий количество пар зубьев, на
ходящихся в зацеплении одновременно. Из рис. 30.4 следует, что 
зубья войдут в зацепление в точке А и выйдут из зацепления 
в точке В.

Эти точки получаются в результате пересечения окружностей 
выступов обоих колес линией зацепления тп — геометрическим 
местом точек касания пары сопряженных зубьев. Участок АВ, обо
значенный через /, называется рабочим (активным) участком ли
нии зацепления.
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Дуга CD начальной окружности колеса 0 2, пройденная точ
кой зуба этого колеса за время контакта рассматриваемой пары 
зубьев, называется д у г о й  з а ц е п л е н и я .  Обозначим ее длину 
черед s.

Для непрерывного и безударного действия зубчатой передачи 
должно быть s > t  (где t — шаг зацепления по начальной окруж
ности), иначе вступление в зацепление новой пары сопровожда
лось бы ударом. Если s — 2t, 
то в зацеплении одновре
менно находятся все время 
две пары зубьев. Если s =
= 1,5 t, то в зацеплении в те
чение половины времени ра
боты колес находятся попе
ременно то одна, то две пары.

Отношение длины дуги 
зацепления к шагу зубчато
го зацепления называется 
к о э ф ф и ц и е н т о м  п е р е -  
к р ы т и я

S

Е = — •
Коэффициент перекры

тия £ показывает в среднем, 
какое количество пар зубьев 
находится одновременно в 
зацеплении. Очевидно, все-
гда должно быть e — ~j >1, Рис- 30-4-
так как иначе вхождение в
контакт новой пары зубьев сопровождалось бы ударом. Однако 
коэффициент перекрытия можно увеличить лишь до определен
ного предела. На практике обычно в^1,2 и не может быть для 
стандартного зацепления более 1,98.

Для того чтобы получить плавную передачу, т. е. получить 
s>  1, количество зубьев колес не должно быть меньше некоторого 
минимального числа гт щ. Это является одним из критериев при 
выборе количества зубьев на шестерне..

Вторым критерием при выборе наименьшего допустимого ко
личества зубьев шестерни служит явление подрезания зуба. Ока
зывается, при слишком малом числе зубьев в процессе работы 
передачи происходит подрезание зубьев. Этот фактор является 
решающим при выборе наименьшего количества зубьев шестерни.

Число Zmin будет зависеть от угла зацепления а, от передаточ
ного числа i =  —  и других причин. Мы ограничимся окончатель- 

г1
ными выводами и приведем формулу, позволяющую определить

2k2> —— ---------
min sin2 а *
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где & — коэффициент высоты головки зуба. Для нормальных зубь
ев (k = l и а = 20°) получаем гт1„=17.

Таким образом, чтобы спроектировать зубчатую передачу с 
нормальными колесами наименьших размеров, надо принимать 
количество зубьев шестерни (малого колеса) Zi =  I7, а количество 
зубьев колеса, работающего в паре с шестерней, определяется по 
заданному передаточному числу /:

откуда
z 2 =  i - z v

Иногда бывают необходимы зубчатые колеса с количеством 
зубьев z .< z min. В таких случаях нормальная форма зубьев непри
годна, так как зубья будут подрезаться. Чтобы избежать этого, 
исправляют (корригируют) форму зуба в процессе нарезания 
зубьев.

Условия работы зубчатых передач. Зубчатые передачи широко 
применяются в кораблестроении и вооружении. Они используются 
и в мощных силовых установках, и в малогабаритных и малона- 
груженных приборах. Поэтому условия их работы также весьма 
разнообразны.

Зубчатые передачи делятся на передачи открытого и закры
того типа. Передачи открытого типа не защищены от окружающей 
среды и подвергаются загрязнению.

Передачи закрытого типа работают в масляной ванне, они 
защищены от воздействия внешней среды. Анализ работы меха
низма позволяет сделать вывод, что характер разрушений зубьев 
зависит от условий работы передачи.

Основными причинами разрушений зубьев являются:
— большие перегрузки ударного и статического действия;
— усталость материала, вызванная многократными нагруз

ками;
— неправильный монтаж механизма, недостаточная точность 

изготовления зубьев, а также деформации, которые приводят 
к сосредоточению нагрузки на конце зуба, в результате чего проис
ходит косой излом.

Причиной поломки зубьев открытых передач чаще всего бы
вает абразивный износ и возникновение больших напряжений из
гиба у основания зуба.

Самое серьезное и распространенное повреждение закрытых пе
редач— это выкрашивание поверхностных слоев зубьев из-за их 
усталости.

Выкрашивание выражается в появлении на рабочих поверхно
стях небольших трещин — углублений. Эти углубления с течением 
времени растут, превращаясь в каверны. Дальнейший рост каверн 
связан с проникновением в них масла, в процессе работы оно пе
редает гидравлическое давление.
492



Чтобы предотвратить выкрашивание, зубья рассчитывают на 
контактную прочность, которая является важнейшим критерием 
работоспособности зубчатых колес з а к р ы т о г о  типа, находя
щихся в условиях хорошей смазки.

Итак, с учетом условий работы зубья открытых передач рас
считываются на изгиб, а зубья закрытых передач — на контактную 
прочность с проверкой на из
гиб.

Расчет открытых зубчатых пе
редач. В процессе работы зубча
тых колес передача усилия от 
ведущего колеса к ведомому на
чинается в тот момент, когда 
ножка зуба ведущего колеса со
прикасается с головкой_зуба ве
домого колеса. Усилие Р„, возни
кающее при точном изготовлении передач, равномерно распреде
лится по всей длине b зуба (рис. 30.5).

Будем считать, что всю нагрузку воспринимает один зуб. Пе
ренесем силу Рп в точку О ^пересечения оси симметрии с линией 
зацепления. Разложим силу Р п на ее составляющие Pi и Г по ка
сательной и нормали к траектории точки О.

На рис. 30.5 видно, что составляющая Р\ будет изгибать зуб, 
создавая изгибающий момент, равный Mn = Pxh\, а составляющая Т 
будет сжимать зуб. Наибольшее распространение получили замед- 
лительные передачи, у которых ведущим является зубчатое колесо 
с меньшим диаметром, чем у ведомого. В этом случае ведущее 
колесо называется шестерней, ведомое — колесом. Расчет обычно 
проводят для зуба шестерни.

Основным и наиболее опасным состоянием зубьев является из
гиб. Напряжения сжатия незначительны по сравнению с напряже
ниями изгиба, и поэтому на практике ими часто пренебрегают.

Условие прочности на изгиб имеет вид

и

1т

Мя
W < И1

где Мк — изгибающий момент;
W  — осевой момент сопротивления сечения зуба.

м „ = Р А ' ,  w  =

где b — длина зуба, равная ширине обода, равная длине линии 
контакта.

Подставляя в условие прочности значения Мп и W, получим
АЛ.



г

Представим размеры зуба hi и а в долях модуля т, тогда
h: =  $m и а =  ут,

где (3 и у — коэффициенты пропорциональности.
Условие прочности имеет вид

P/iim
in*b f  —

< Н и .

Решая относительно Р\, имеем

6£

Составляющую Pi заменим окружным усилием Р
2уИ, 
di ’Р =

где М х— вращающий момент на валу шестерни; 
с1х — диаметр начальной окружности колеса.

Введем также обозначение
■f

где у  — коэффициент формы зуба.
Подставив значение у в выражение для окружного усилия Р, 

получим
И  =  У Н е 

полученная формула удобна для проверочного расчета, но не
пригодна для определения размеров проектируемых колес.

Подставив в эту формулу значения диаметра начальной окруж
ности шестерни d i—Zitn, длины зуба шестерни й=фт т  и окруж-

п  2Mi
НОГО усилия P =  —J -  , получим

здесь фт  — коэффициент относительной ширины обода шестерни. 
Выражение для вращающего момента будет иметь вид

2^1 <У Н„ ' K z i m 3 -

Решая это выражение относительно т и принимая расчетный 
момент Miv = kMi (к> 1), получим

з ,
т 2 Му

У^тг ]Ми‘ (30.9)

Вращающий момент М х можно выразить через мощность Ni и 
число оборотов в минуту через щ, т. е.

М  =  97400 1 /ц 71620 кгс ■ см,
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где jVj — передаваемая мощность в кВт на валу шестерни;
и Щ — соответственно количество зубьев и число оборотов 

в минуту вала рассчитываемой шестерни; 
у — коэффициент формы зуба, определяемый в зависимо

сти от количества зубьев шестерни;
[а ] и — допускаемое напряжение изгиба при пульсирующем 

или симметричном (реверсивные передачи) циклах;
'l'® ~  “т ----коэффициент ширины обода колеса;

к — коэффициент нагрузки.
Полученную величину мо

дуля необходимо округлить до 
ближайшего стандартного зна
чения. Далее, зная модуль, 
определяют основные размеры 
зубчатой передачи по приве
денным выше формулам. Та
ков порядок проектного расче
та открытых передач.

Расчет закрытых зубчатых 
передач. Для расчета зубьев 
на контактную прочность поль
зуются формулой Герца, кото
рая была получена для опреде
ления максимального напря
жения сжатия в зоне контакта 
двух параллельно располо
женных цилиндров, сжатых по 
их образующей.

Рассмотрим зубья в момент их зацепления в полюсе как ци
линдры длиною b и радиусами кривизны pt и р2 (рис. 30.6). Макси
мальное напряжение обозначают ок и называют контактным на
пряжением ____

*К =0,418  ] / ^ ~ , (30.10)
где Я— удельная нагрузка, 

контактной линии;
т. е. нагрузка на единицу длины

2Епр  — приведенный модуль упругости, Епр =  £ £
Е2 — модули упругости материала шестерни и 
при одинаковых материалах E — E\ = E2)\

Рпр— приведенный радиус кривизны

Р-Р =  Г + Т ’Г Pi +  Р2

(Ei и 
колеса;

здесь рь р2 — радиусы кривизны профилей зубьев шестерни и ко
леса в полюсе зацепления.

Расчет на контактную прочность ведут из условия ак<Ла]к, 
где [а]к — допускаемое напряжение, учитывающее цикличность на
грузки.
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Преобразуем формулу Герца и выразим ее через параметры 
передачи. В таком случае удельная нагрузка будет

Рп 2М, _ M, ( / +l )
Ь COS а й ф  COS а ЛЬ  COS а ’

где Ь— длина линии контакта, равная длине зуба; 
а — угол зацепления;

dx — диаметр рассчитываемой шестерни;
Рп— нагрузка на зуб, направленная по линии зацепления;
Л11 — вращающий момент, действующий на валу шестерни;

А — межцентровое расстояние.
Радиусы pi и р2 выразим через диаметры шестерни и колеса:

d\ sin ct _ _ rf2 sina ,  ̂ dxd2 sina
P l~  2~~~ ’ 92 ~  2 ’ PnP — 2(d2 + di) ’

Диаметры колес можно выразить через межцентровое расстоя
ние А:

di =
2А 

i + 1 ; d 2
2Ai __  ̂ At sin a

T + T  И PnP— (i + 1 )2 •
Для обеспечения прочности зубьев необходимо учесть динами

ческий характер, а также концентрацию удельной нагрузки, возни
кающих в зацеплении. Для этого вводят понятие расчетного мо
мента M\v = kM, где k — kR-kK, 
где &д — коэффициент динамичности;

К — коэффициент концентрации удельной нагрузки по ширине 
венца шестерни;

Обычно коэффициент k находится в пределах &=1,3—1,5. 
Подставляя полученные значения рпр, ДПр и q в формулу (30.10) 

и принимая для стальных колес £  =  2,1 • 1011 Н/м2 =  2,15 • 104 кгс/мм2, 
после математических преобразований получим:

П р о в е р о ч н ы й  р а с ч е т * :  
а) в системе СИ

<7 340
А

Miv( i + \ y  ^  
b-i ^ К ) (30.11)

где А, b — мм;
Ж1р — Н • мм; 

ак — Н/мм2;
б) в системе МКГСС

_  108 f  (i + I)2 
°к А  у  b-i

где А, b — мм;
Ж]р — кгс • мм; 

ак — кгс/мм2.

К ) (30.12)

* Окончательные формулы расчета зубчатых и червячных передач заимст
вованы из учебника Батурина А. Г., Ицковича Г. М. и др. «Детали машин», изд. 
1970 г.
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Пр о е к т н ый  р а с ч е т :  
а) в системе СИ

б)

А — (i -f 1) 

в системе МКГСС

(30.13)

A =  ( i +  1) (30.14)

где фА = ~ Х ~  коэффициент ширины обода колеса по отношению
к А (принимается от 0,2 до 0,6).

Все рекомендации о целесообразном выборе параметров, вхо
дящих в формулы, приведены в справочниках.

Определив межцентровое расстояние А, находят модуль

т = 2 Л
Zi + z2 ’

а затем остальные размеры колес.

§ 158. КОСОЗУБАЯ И ШЕВРОННАЯ ПЕРЕДАЧИ

При рассмотрении цилиндрических передач с прямыми зубьями 
было установлено, что очень важно иметь достаточно большой 
коэффициент перекрытия. Он указывает на среднее количество пар 
зубьев, одновременно находящихся в зацепле
нии: чем больше это число, тем спокойнее ра
ботают зубчатые колеса на больших скоро
стях. Возникает вопрос, какими конструктив
ными мерами можно достичь больших значе
ний коэффициента перекрытия?

Практически это достигается применением 
в цилиндрических колесах косых (винтовых) 
зубьев.

На рис. 30.7 изображены колеса с косыми 
зубьями. Как видно, эти зубья имеют различ
ные направления на шестерне и на колесе.
Если на шестерне косые зубья правого хода, 
то на колесе должны быть зубья левого хода, 
и наоборот.

Угол J3 между образующей начального ци
линдра и направлением зуба называется 
углом наклона зубьев. Из рисунка следует, что благодаря наклон
ному расположению зубьев в зону зацепления попадает большее 
их количество.

Постепенное вхождение зубьев в зону зацепления повышает 
значение г (коэффициента перекрытия), содействует плавности и 
бесшумности работы косозубых передач, так как при этом сни
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жается величина ударов, неизбежных при входе зубьев в зацеп
ление.

Косозубые передачи применяются при больших окружных ско
ростях, доходящих в современных машинах до 100 м/с, и при 
больших мощностях. Они применяются также при больших пере
даточных числах. В шестернях этих передач может быть меньше 
17 зубьев.

Однако у косозубых колес есть существенный недостаток — это 
наличие у них осевого усилия Т. При угле наклона зубьев [3=12° 
осевое усилие Т может восприниматься радиальными шарико
подшипниками, а при р> 12° необходимо применять радиально
упорные подшипники.

Р Р

Рис. 30.8.

Можно избежать применения упорных подшипников, если по
ставить на валу вместо одного колеса два колеса с зубьями, на
клоненными в разные стороны, или если использовать так назы
ваемые шевронные колеса. У шевронного колеса (рис. 30.8) зуб 
выполнен в виде угла, благодаря чему осевые составляющие двух 
половин зуба уравновешиваются.

Колеса с шевронными зубьями отличаются прочностью и плав
ной передачей усилий, т. е. они обладают всеми преимуществами 
косозубых колес и при их работе исключено вредное явление — 
образование осевой составляющей. В косозубых колесах разли
чают:

— нормальный шаг /н (рис. 30.9):

/н =
где пгн — нормальный модуль;

— торцовый шаг ts,

t =  н̂ •s COS Р ’

— осевой шаг t0,

t =.0 sin р '
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Следовательно, торцовый модуль зубчатого зацепления будет

m s —  ' т к
It COS cos

Зная нормальный модуль, определяем диаметры начальных ок
ружностей шестерни и колеса, которые равны:

г, и d2 =  - т"d x
COS ft COS Р L

Диаметры окружностей выступов равны:
Det = dx + 2ms(zx +  2) и = d2 + 2m6(z2 +  2).

А диаметры окружностей впадин будут
Dh =  ms{zx — 2,5) и Dh =  w4(z2 — 2,5).

(30.15)

Межцентровое расстояние

A = dj + d% 
2 2 cos ft (*l +  Z2). (30.16)

Диаметры начальных окружностей шевронных колес определя
ются по тем же формулам, что и диаметры прямозубых колес.

Принципиальные основы расчета косозубых передач, его мето
дика и обозначения в основном те же, что и для прямозубых пере
дач. Поэтому рассмотрим лишь некоторые особенности расчета.

Косозубые колеса целесообразно применять с экономической 
и технической точек зрения при окружных скоростях, превышаю
щих 6 м/с, так как при этих скоростях прямозубые колеса рабо
тают удовлетворительно лишь при высокой точности изготовления. 
Шевронные колеса применяются при больших нагрузках.

Для расчета нормального модуля косозубых и шевронных колес 
по изгибу пользуются формулой, применяемой при расчете прямо
зубых колес, с той лишь разницей, что в этой формуле под корнем 
появляются cos [3 и коэффициент s, учитывающие одновременное 
участие в зацеплении нескольких пар зубьев. В таком случае нор
мальный модуль будет

2Mt р
У^т*Уп Ми ’ (30.17)

где vn— коэффициент, учитывающий повышение прочности на 
изгиб зубьев косозубых передач по сравнению с прямо
зубыми; по опытным данным для {3 =  8—15° vn =  l,3—1,4;

Mip— расчетный момент, y = y ( ~ ^ f )  ■
Угол наклона зубьев в косозубых колесах выбирается в пре

делах от 8 до 15°, а в шевронных — от 25 до 40°.
Количество зубьев шестерен для некоррегированных колес при

нимают из условия zmin> 17 cos3 {3.
В закрытых передачах межцентровое расстояние А определяет

ся из расчета по контактным напряжениям по формуле
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л  = ( i +  l ) ] / '
Mtp

где c =340 в системе СИ (30.13); 
с =108 в системе МКГСС (30.14); 

vK =  1,25—1,30 для [3 =  8—15°.

§ 159. КОНИЧЕСКАЯ ЗУБЧАТАЯ ПЕРЕДАЧА

Для передачи вращения между лежащими в одной плоскости 
и пересекающимися валами Oi и 0 2 применяют конические зубча
тые колеса (рис. 30.10).

Угол S — Si + § 2  между геометрическими осями валов называется 
межосевым углом (чаще всего 5 =  90°), а углы 8i и 82 — углами 
конусности.

Передаточное число i находится следующим образом:

«1 _  щ
П2 <t>2

di __ г2 
di ~  г х

COS ?!
sin 5] =  C tg s x =  t g  §2,

где d\ и d2 — наибольшие диаметры начальных окружностей колес.
Зубья конических колес профилируются так же, как и зубья 

цилиндрических колес.
Для определения основных размеров конических колес откры

тых передач пользуются теми же формулами, что и при определе
нии цилиндрических колес. Сначала определяют средний модуль 
зацепления щср, т. е. модуль, соответствующий среднему диаметру 
колес. С учетом понижения несущей способности (kK) :

з _________

[с]Ри*к ’ (30Л8)
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где у — коэффициент формы зуба, его следует выбирать так же, 
как и для цилиндрических прямозубых колес, но не по действи
тельному количеству зубьев z u а по фиктивному г |ф =  -  ^  . 

После определения шср находят модуль т зная, что
d\ == d cp -f- b sin Oj.

Разделим обе части уравнения на z\

d ,
Zi

b sin 8I 
Zl

Так как

=  m,

то

m =■ mc p ■+ b sin 8,

Модуль m, называемый иногда максимальным, округляют до 
ближайшего стандартного его значения.

Расчет закрытых конических передач ведется по наибольшим 
нормальным напряжениям в среднем сечении. Из условия кон
тактной прочности обычно определяют конусное расстояние L, за-
тем задаются коэффициентом длины зуба =  В большин

стве случаев принимают <]>Л =  -д- . С учетом понижения несущей
способности конических колес по сравнению с цилиндрическими 
расчетные формулы будут:

П р о в е р о ч н ы й  р а с ч е т  
а) в системе СИ

3-10 ( V p + l ) 3
b-i-k к < (30.19)

где L — мм;
Л11р — Н • мм;

ак — н /м м 2;
б) в системе МКГСС

аК

108
L

Mt p( V P  + i ) a 
b-i-kK ^ ю (30.20)

где L — мм;
Лфр — кгс • мм; 

ак — кгс/мм2.
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П р о е к т н ы й  р а с ч е т :  
а) в системе СИ

з

(30.21)

где L — мм;
М1р — Н • мм; 

ак — Н/мм2;
б) в системе МКГСС

з

(30.22)

где L — мм;
М 1р — кгс • мм;

ак —  КГС/ММ2.

§ 160. ЧЕРВЯЧНЫЕ МЕХАНИЗМЫ

Червячные механизмы широко применяются в военно-морской 
технике как в силовых, так и в маломощных (приборных) механи
ческих системах.

По сравнению с зубчатыми червячные механизмы имеют ряд 
достоинств, основными из которых являются:

— возможность получения больших передаточных чисел при 
компактной передаче (в силовых механизмах передаточные числа 
равны 7—80, в приборах они могут быть значительно больше — 
100—150);

— плавность хода и бесшумность работы передач;
— червячная передача может быть самотормозящей.
Наряду с отмеченными достоинствами червячная передача

имеет и недостатки, а именно:
— сравнительно невысокий КПД (не превышает 80%);
— сильный нагрев передачи при длительной непрерывной ра

боте, вследствие чего необходимо применять специальные устрой
ства охлаждения.

Элементы червячных механизмов. Червячная передача 
(рис. 30.11) состоит из червяка (винта) и червячного колеса, валы 
которых не лежат в одной плоскости, а обычно располагаются под 
углом 90°. При вращении червяка колесо вращается вокруг своей 
оси. Червячные передачи получили большое распространение в ме
ханизмах, передающих большие нагрузки, а также в приборах, 
входящих составной частью в различные образцы вооружения.

По типу червяки подразделяются на одно-, двух-, трех- и четы- 
рехзаходные.

Х о д о м  ч е р в я к а  называется его шаг по одной и той же 
винтовой линии (ход червяка обозначается буквой 5). Ш аг  ч ер-
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в я к а — это расстояние между одноименными сторонами витков 
червяка. Он соответствует расстоянию между одноименными сто
ронами зубьев червячного колеса, измеренному по начальной ок
ружности. Шаг обозначается буквой t. Независимо от числа захо
дов червяка между двумя его соседними витками можно поместить 
только один зуб колеса. Таким образом, шаг червяка должен быть 
равен шагу колеса.

При повороте однозаходного червяка на один оборот зуб чер
вячного колеса сместится по начальной окружности на один шаг t. 
За время одного оборота двухзаходного или трехзаходного чер
вяка зуб колеса соответственно сместится на 21 или на 31.

Число заходов червяка обычно обозначается z4. Ход червяка 
и шаг / колеса связаны зависимостью

S ~ z 4-t.

Обычно червяки имеют резьбу трапецеидального профиля в 
плоскости сечения, проходящей вдоль червяка. Если такой червяк 
рассечь плоскостью, перпендикулярной его оси, то сечение профиля 
будет очерчено по архимедовой спирали. Эти червяки называют 
архимедовыми. Есть передачи с глобоидными червяками, у кото
рых число зубьев больше, чем в обычной передаче.

Червячные передачи выполняются либо открытыми, либо в виде 
отдельных закрытых агрегатов. В судостроении и образцах оружия 
широко применяются оба вида передач.

Передаточное число i червячной передачи определяется из со
отношения

j  __ мч __ __ г к ___
ZH Ш Р '
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шю пк — угловая скорость и число оборотов в минуту червяч
ного колеса;

Z K — число зубьев червячного колеса; 
z 4 — количество заходов червяка.

где шЧ) пч — угловая скорость и число оборотов в минуту
червяка;

С увеличением количества заходов червяка возрастает угол 
подъема винтовой линии, а следовательно, и КПД передачи. Когда

нужна самотормозящая червячная пе
редача, например в корабельных 
подъемных устройствах, червяк де
лают однозаходным. Рассмотрим ос
новные геометрические соотношения 
червяка »  червячного колеса.

При расчете червячных передач 
модуль берется в торцевом сечении ко
леса, т. е. в плоскости вращения коле
са или, что то же самое, в осевом се
чении червяка.

Связь между торцовым (осевым) 
шагом, модулем и ходом червяка вы
ражается формулой

tT,ms  =  •Д tgp
•угол подъема винтовой ли-где f}- 

нии.
Диаметр начального цилиндра чер

вяка (рис. 30.12) принимается кратным торцовому модулю ко
леса, т. е.

d 4 =  qms, 
d4где q = -------относительный диаметр червяка или количество мо-ttls

дулей в диаметре начального цилиндра.
Величина торцового модуля ms и относительный диаметр чер

вяка взаимосвязаны, и рекомендуемые соотношения их приводятся 
в специальных таблицах.

Диаметр окружности выступов червяка

De4 =  d4 +  2ms =  ms (q +  2). (30.23)

Диаметр окружности впадин червяка

Д ч =  d4 — 2,4 ms =  ms (q 2,4). (30.24)

Длина нарезаемой части червяка принимается по соотношению



Расстояние между опорами червячного вала нужно делать воз
можно меньше. При расчетах его обычно принимают

/. =  (0,8 4 -1 ,0 ) dK.
Основные геометрические размеры червячного колеса представ

лены на рис. 30.12.
Диаметр начальной (делительной) окружности червячного ко

леса
с1к = гк-тл. (30.25)

Диаметр окружности выступов червячного колеса в среднем се
чении для нормального профиля зуба

DeK = ms (zK + 2). (30.26)

Диаметр окружности впадин червячного колеса в среднем се
чении

A k =  ^ ( Z k-2 ,4 ) .  (30.27)
Наружный диаметр червячного колеса определяется по форму

лам:
DH <  D(k +  2ms (при 2 Ч =  1) (30.28)

и
D H<! D Ik +  \,5ms (при 2 4 =  2 -f-3 ). (30.29)

Ширина венца колеса В принимается по соотношению
В < 0 ,7 5  Л .

Угол охвата червяка венцом колеса 2у обычно для силовых 
передач принимают

2у =  90° 4 -  110°.

Расчетная длина зуба b по окружности DeK равна
ь  =  ( ° е ч -  0 , 5 / я Д  т ,

где угол у выражен в радианах.
Межцентровое расстояние

л __ +  d4 _  ms{zK +  д)
Л  2 2 '

Для изготовления червяка обычно используют среднеуглероди
стые стали (сталь 45, Ст.6), в тихоходных передачах применяют 
цельные литые чугунные червячные колеса. Для быстроходных 
передач центральная часть колеса изготовляется из чугуна, а ве
нец колеса (наружный обод) — из бронзы, которая обладает высо
кими механическими и антифрикционными свойствами. В послед
нее время для изготовления венца внедряются синтетические ма
териалы. Корпуса червячных передач отливаются из чугуна или 
свариваются из стали.
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При определении основных размеров передачи следует иметь в 
виду, что если разрезать передачу плоскостью, проходящей через 
ось червяка перпендикулярно оси червячного колеса, то в разрезе 
получим профиль зубчатого колеса, сцепляющегося с рейкой. По
этому в основу расчета передач положен метод, применяемый для 
расчета обычных цилиндрических зубчатых передач.

Червячные передачи, так же как и зубчатые, рассчитывают ис
ходя из условия прочности зубьев на изгиб и на контактные на
пряжения колеса, а не червяка.

При расчете червячных передач на изгиб прежде всего опреде
ляется модуль по следующей формуле:

Определив модуль ms, нужно согласовать полученное значение 
с ГОСТ и принять в случае несовпадения для дальнейших расче
тов его большее стандартное значение,

Червячные передачи, как и цилиндрические зубчатые колеса, 
рассчитывают на контактные напряжения. В основу вывода формул 
расчета контактной прочности червячных передач принят тот же 
принцип, что и для вывода формул расчета контактной прочности 
цилиндрических зубчатых колес.

Проверочный и проектный расчеты червячной передачи на кон
тактную прочность производятся по следующим формулам: 

П р о в е р о ч н ы й  р а с ч е т :  
а) в системе СИ

где dK, d 4 — мм;
Мрк — Н-мм, расчетный момент на валу колеса; 

ок — Н/мм2; 
б) в системе МДГСС

где dK и d 4 — мм;
М рк — кгс • м-м; 

ок — кгс/мм2.
П р о е к т н ы й  р а с ч е т :  
а) в системе СИ

з

(30.30)

(30.31)

(30.32)

(30.33)

где А — мм; 
Мрк — Н • мм; 

ак — Н/мм2;

506



б) в системе МКГСС
з

где А — мм;
Мрк — к г с ■ мм;

ак —  КГС/ММ2.

(30.34)

После определения межцентрового расстояния 
вый (осевой) модуль ms:

тS
2 А

Ч + гк '

находят торцо-

Полученное значение модуля округляется до ближайшего стан
дартного, по которому выбирается новое значение q. Принятие 
стандартного модуля (вместо расчетного) повлечет за собой изме
нение межцентрового расстояния.

После выбора стандартных т и q необходимо вычислить фак
тическое значение межцентрового расстояния, соответствующего 
принятым параметрам. Далее определяются основные размеры пе
редачи по формулам, приведенным ранее.

§ 161. СЛОЖНЫЕ ЗУБЧАТЫЕ МЕХАНИЗМЫ

Все рассмотренные ранее зубчатые передачи представляют со
бой простые механизмы. С помощью простых передач трудно по
лучить большие передаточные числа при заданном изменении угло
вой скорости и передаваемого момента или осуществить передачу 
вращения при относительно больших расстояниях между валами 
и получить требуемое направление вращения выходного вала.

Чаще всего необходимо бывает уменьшить скорости вращения, 
так как большинство двигателей, используемых в механизмах, ма
шинах и приборах военно-морского вооружения, быстроходные, а 
скорости рабочих машин и приборов значительно меньше. По
этому между двигателями и рабочей машиной устанавливаются 
механизмы, которые уменьшают скорость двигателей,— так назы
ваемые редукторы. Такие механизмы входят в привод торпедных 
аппаратов, артиллерийских установок и приборов.

При редукции скорости на выходном валу моменты усилива
ются в несколько раз, что позволяет преодолевать большие сопро
тивления с помощью маломощного двигателя.

Понижающие передачи применяются в приборах, где необхо
димо обеспечить точную настройку или установку вводимой в при
бор величины.

В зависимости от количества пар зубчатых колес зубчатые ме
ханизмы делятся на одноступенчатые и многоступенчатые. О д н о 
с т у п е н ч а т ы е  м е х а н и з м ы  — это простые механизмы, со
стоящие из одной кинематической зубчатой или червячной пары.
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М н о г о с т у п е н ч а т ы е  м е х а н и з м ы  образуются путем соеди
нения нескольких одноступенчатых. Соединение механизмов мо
жет быть последовательным, параллельным или смешанным.

В зависимости от характера подвижности геометрических осей 
зубчатые механизмы делятся па передачи с неподвижными осями 
и передачи, в которых геометрическая ось хотя бы одного колеса 
перемещается в процессе работы. Такие передачи называются пла-

11
I  X  /

Рис. 30.13.

тельное соединение зубчатых кол< 
между отдельными колесами 1—2,

нетарные. т\олеса — сателли
ты вращаются в них вокруг 
собственной оси и вокруг цен
трального колеса.

В зависимости от числа 
степеней свободы планетарные 
передачи делятся на планетар
ные механизмы, имеющие одну 
степень свободы, и дифферен
циальные механизмы, имею
щие две степени свободы и 
более.

Механизмы с рядовой и 
ступенчатой передачами. Ря
довая передача (рис. 30.13) 
представляет собой последова- 
:. Частные передаточные числа 

:—3,3—4 равны:
Г1 . 
Л ’

<«2 Гз .
Г 2 ’

£±
Г 6 '

Общее передаточное число всего механизма, т. е. отношение 
угловой скорости первого (входного) колеса к угловой скорости 
последнего (выходного вала), можно получить, перемножив 
частные передаточные числа с учетом изменения направления вра
щения:

Из формулы следует, что в рядовой передаче промежуточные 
колеса никакого влияния на величину передаточного числа не 
оказывают и оно получается таким же, как в случае непосред
ственного соединения двух крайних колес. По этой причине про
межуточные колеса часто называют п а р а з и т н ы м и .

При нечетном количестве колес внешнего зацепления угловая 
скорость ведомого колеса совпадает по направлению с угловой 
скоростью ведущего. При четном количестве колес угловые скоро
сти ведущего и ведомого колес имеют противоположные направ
ления.

Рядовая передача используется для изменения направления
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вращения, например в коробках скоростей, а также для осуще
ствления передачи при больших межцентровых расстояниях вход
ного и выходного валов. Замена четырех колес одной парой (ко
лесами / и //, показанными на рис. 30.13 пунктиром) привела бы 
к увеличению габаритов механизма.

Ступенчатая передача (рис. 30.14) представляет собой после
довательное соединение колес. На промежуточных валах ступен
чатой передачи имеется по два колеса. Передаточное число пере
дачи равно

h i  — 1̂2 *2'3 3'4totЛ --- 1±
4

г2’г3’г4
4 - 4 - 4  ’

Из формулы следует, что в окончательный результат входит ко
личество зубьев всех колес.

Рис. 30.14. Рис. 30.15.

Ступенчатая передача применяется для получения больших пе
редаточных чисел. Целесообразно применять колеса, передаточное 
число одной пары которых не больше 4.

За счет увеличения количества ступеней можно получить зна
чительные передаточные числа. Обычно применяют двух-, трех- 
и четырехступенчатые редукторы.

Планетарные и дифференциальные механизмы. В предыдущих 
параграфах были рассмотрены зубчатые передачи, валы колес ко
торых вращаются в неподвижных подшипниках.

В современном кораблестроении и вооружении приобретают 
все большее распространение так называемые планетарные меха
низмы, у которых одно или несколько колес имеют подвижную 
ось. Такие механизмы по сравнению с обычными зубчатыми пере
дачами обладают рядом положительных качеств. Зубчатые меха
низмы с подвижными осями некоторых колес называются еще 
эпициклическими.

На рис. 30.15 представлены две схемы, на которых изображены 
простейшие планетарный (рис. 30.15, а) и дифференциальный
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(рис. 30.15,6) механизмы. И планетарный, и дифференциальный 
зубчатые механизмы состоят из четырех звеньев — солнечного ко
леса 1, сателлита 2, водила Я и стойки.

Если вычислить степень подвижности этих механизмов по фор
муле Чебышева, то выяснится, что планетарный механизм имеет 
одну степень подвижности, а дифференциальный — две. Количе
ство степеней подвижности позволяет сделать вывод, что плане
тарный механизм имеет одно ведущее звено, а дифференциаль
ный — два.

Планетарный механизм может быть выполнен в двух вариантах:
— 1-й вариант: водило Я — ведущее звено, сателлит 2 — ведомое;
— 2-й вариант: сателлит 2 — ведущее звено, водило Я — ведо

мое.
Дифференциальный механизм может быть выполнен в трех 

вариантах:
— 1-й вариант: звенья 1 и 2 — ведущие, звено Я — ведомое;
■— 2-й вариант: звенья 1 и Я — ведущие, звено 2 — ведомое;
— 3-й вариант: звенья 2 и Я — ведущие, звено 1 — ведомое.
При кинематическом исследовании планетарных и дифферен

циальных механизмов и определении передаточного отношения 
принципиально недопустимо применять формулы, полученные для 
передач с неподвижными осями. Для определения передаточного 
отношения планетарных и дифференциальных механизмов можно 
воспользоваться методом обращения движения.

Рассмотрим схему дифференциального механизма (рис. 30.15, в). 
Сообщим вращательное движение солнечному колесу 1 с угловой 
скоростью СО], водилу с угловой скоростью шн, угловую скорость 
сателлита обозначим мг. Предположим, что сателлит является ве
домым звеном. Теперь сообщим механизму в целом, т. е. всем его 
звеньям (в том числе и стойке), вращение со скоростью (—ын), 
т. е. в направлении, обратном вращению водила. При этом относи
тельное движение звеньев не изменяется. В обращенном движении 
водило Я, вращаясь по часовой стрелке со скоростью шн, а вместе 
с механизмом в обратном направлении с такой же скоростью, ока
жется неподвижным и, следовательно, оси всех колес будут непо
движны. Дифференциальный механизм превращается в рядовую 
или ступенчатую передачу и его передаточное отношение в обра
щенном движении определяется по формулам, выведенным для 
зубчатых передач. Теперь передаточное число дифференциального 
механизма можно представить в виде

£    М 1 ~ Ю Н   Щ  п н

^  о>2 П2 Пн *

где —о)н — угловая скорость солнечного колеса в обращен
ном движении;

ш2—сон — угловая скорость сателлита в обращенном дви
жении;

Щ— я н и п2—пн — соответствующие числа оборотов в минуту.
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Преобразуем полученное выражение следующим образом: 
lli — lHHi +  /гн (1 — Иг)-

Для внутреннего и внешнего зацеплений это выражение имеет 
вид

п г =  п2{ ±  in ) + л н[1 -  ( ±  in )\ (30.35)
или

0)i =  w2 (+  hi) +  шн [1 ~  (±  Иг)]. (30.36)

где знак « +  » — для внутреннего зацепления и знак «—» для внеш
него зацепления.

Полученные уравнения позволяют определить число оборотов 
и угловую скорость центрального (солнечного) колеса 1.

Аналогичным образом можно написать уравнение для опреде
ления числа оборотов и угловой скорости сателлита 2

п 2 ~  п \ ( ±  H i) +  п к  [1 —  ( +  2̂1)]
или

№2 = =  0)1 (  ±  H i )  +  и н [1  —  ( ±  H i ) ] -

Теперь найдем формулу, определяющую число оборотов и угло
вые скорости планетарного механизма. Рассмотрим схему плане
тарного механизма (рис. 30.15,а), у которого П! =  0 и to,=0. Для 
сателлита 2 получим

П2 =  п н (1  +  H i )  —  п н

или в общем виде:
Я2 =  ЛН[ 1 -  ( i n . ) ] ;  м2 =  “ н[1 ~  ( ±  Hi)]- (30.37)

Эти выражения позволяют определить число оборотов и 
угловую скорость сателлита, если известно количество зубьев ко
лес. В частном случае, когда Z\—z2, п2 — 2пц, т. е. за один оборот 
водила сателлит сделает два оборота.

Передаточное отношение водила к сателлиту 2 определяется 
следующим образом: •

I  = =  —  м н  _ _  1 ___  1__________

**2 *°2 1 +  *21 j . Z 2 +  Z i

+ "*7
Итак, передаточное отношение планетарного механизма сле

дует определять через его передаточное отношение в обращенном 
движении.

Теперь получим зависимости, позволяющие определить переда
точное отношение для любого планетарного механизма. Так как 
вывод будет носить общий характер, введем следующие обозначе
ния: К — любое колесо планетарного механизма; О — неподвижное 
колесо; Н — водило. Условимся также указывать в круглых скоб
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ках индекс того звена, которое в рассматриваемом движении не
подвижно. Передаточное отношение колеса К к неподвижному ко
лесу О при неподвижном водиле можно записать так

С  +  1 (30.38)

или
i° =  1 — г'н .кн ко

Это правило формулируется следующим образом: передаточное 
отношение любого колеса К планетарного механизма к водилу 

равно единице минус передаточное отношение 
Ло в обращенном движении этого же колеса К

к неподвижному колесу.
Передаточное отношение водила Н к коле

су К можно получить, используя равенство 
обратного передаточного отношения, т. е.

1

г Г |

UZA Пн
’7* он/Z , н Передаточное отношение между двумя ко

лесами /( и L согласно теореме о полном пе
редаточном отношении будет

K J
Рис. 30.16.

; к̂н ' Li
т. е. передаточное отношение колеса К к ко
лесу L равно произведению передаточных от
ношений колеса К к водилу, умноженному на 
передаточное отношение водила к колесу L. 

Теперь рассмотрим несколько примеров расчета планетарных и 
дифференциальных механизмов.

Пример. Планетарный редуктор (рис. 30.16) входит составной частью в при
вод радиолокационной антенны. Ведущее колесо 1 делает 1500 об/мин, число 
зубьев колес

гх — 20; г'2 — 26 и z2 ~ 72.

Определить число оборотов водила Н.
Р е ше н и е .  Применим формулу

Щ = «2 (± Щ) + M l — (± /12)].
Так как колесо 2 неподвижно, «2=0 и, следовательно,

Щ = «н [1 — (± ‘и)1
а передаточное число

гг
г2
*1
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1

Число оборотов tii определится из выражения

п, =  п„ . 1~ ( _ т г ) ] " " ” ( ' + -1 г)-=4-6'1-
Число оборотов водила Н  равно

1500
4,6 4,6 =  326 об/мин.

Пример. Определить передаточное отношение водила Н  к колесу 3  в плане
тарном механизме, изображенном на рис. 30.17. (Такие механизмы применяют-

Рис. 30.17. Рис. 30.18.

ся, например, в приборах управления стрельбой, устройствах наведения радио
локационных станций.) Число зубьев колеса:

г х =  101; г 2 =  100; г 2 =  99; г г =  100.

Р е ш е н и е .  При неподвижном колесе 1 передаточное отношение от водила 
к колесу 3  будет

где

‘зн

‘31 ‘32

Окончательно

‘Зн
J___
Z\Zi
Z3Z2

1
9 9 - 101
100-  100

1
1 — 0,9999 =  10000.

Этот пример показывает, какие большие передаточные отношения можно 
получить с помощью планетарных механизмов. Однако следует помнить, что 
КПД при таких больших передаточных отношениях будет мал. Поэтому плане, 
тарные механизмы применяются в маломощных приборах.

Пример. На рис. 30.18 приведен планетарный редуктор с коническими коле
сами, обеспечивающий вращение винтов в разных направлениях и с одинаковыми 
скоростями. Этот редуктор имеет особое назначение в торпедах — он устраняет 
гироскопический эффект, возникающий во время хода торпеды, и удерживает ее 
на заданном курсе. Число зубьев колес:

Е 25, 2̂  — 50*
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Найти передаточное отношение от ведущего вала 1 к ведомому 3  и во
дилу Н .

Р е ш е н и е .  Передаточное отношение от колеса 1 к водилу Н  будет

где

‘14

4  = 1 -  q 4.

г3 ,. 1 ± \ ’< ‘ ! н = ■ 1 +  2а2'4,Z\ *2 *1 -*2

25-50
25-25

Передаточное отношение от колеса /  к колесу 3  будет

‘13 — г'1 — г * — 5 ■— ‘1 к — 1нЗ — 0
1

‘Зн

1
‘Зн 1 —

г а -г'о
1—2

Следовательно, оба винта вращаются с одинаковой скоростью, в три раза 
меньшей, чем скорость ведущего вала.

С помощью планетарных механизмов можно получить большие передаточ
ные отношения при меньших габаритах и весе механизма по сравнению с обыч

ными зубчатыми передачами. Это имеет 
особое значение для военно-морского 
вооружения.

Добиться большого уменьшения га
баритов и веса зубчатых передач можно, 
используя механизмы с несколькими са
теллитами. Дополнительные сателлиты 

3  не изменяют кинематической схемы меха- 
низма, однако уменьшается нагрузка на 
каждую пару звеньев и, следовательно, 
появляется возможность применить ко
леса с меньшим модулем.

Малогабаритные дифференциальные 
механизмы применяются в счетно-ре

шающих и астрономических приборах. С помощью этих механизмов осущест
вляется суммирование, а также дифференцирование, компенсация систематиче
ских ошибок и другие вычисления. Например, если в коническом дифференциа
ле (рис. 30.19) поворачивать валы колес /  и 2  на углы, пропорциональные сла
гаемым Х\ и х 2, то вал водила Н  повернется на угол, пропорциональный полу
сумме слагаемых, т. е. получим зависимость

Xi+ ~ Y  -*2-

Если к дифференциальному механизму присоединить зубчатую передачу с 
передаточным отношением t =  0,5, то суммирующий механизм выполнит зависи
мость

§ 162. РЕДУКТОРЫ

Р е д у к т о р а м и  называются механизмы, состоящие из сово
купности одной или нескольких пар зубчатых или червячных пе
редач, заключенных в корпус и предназначенных для уменьшения 
угловой скорости и увеличения момента выходного вала. На 
рис. 30.20 представлены некоторые виды редукторов, где буква
ми «Б» и «Т» обозначены быстроходный и тихоходные валы. Вы*
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бор схемы редуктора обусловливается величиной передаточного 
числа, а также взаимным расположением входного и выходного 
валов.

Конструкций редукторов чрезвычайно много. Однако различные 
конструкции их можно классифицировать по следующим основным 
признакам:

— по типу передачи 
различают зубчатые, чер
вячные и зубчато-червяч
ные редукторы;

— по числу ступе
ней — одноступенчатые, 
двухступенчатые, трехсту
пенчатые и т. д.;

— по типу зубчатых 
колес — цилиндрические, 
конические и коническо- 
цилиндрические;

— по относительному 
расположению валов в 
пространстве — горизон
тальные и вертикаль
ные.

Общее передаточное 
число редуктора разби
вается по ступеням. От 
целесообразной разбивки д  е ж
по ступеням общего пе- рис> 30_2о.
редаточного числа двух-
и трехступенчатых редукторов зависят их габариты и удобства 
эксплуатации.

Для коническо-цилиндрических редукторов передаточное число 
конической пары обычно принимают не более 4. Для зубчато-чер
вячных редукторов следует принимать передаточное число цилин
дрической прямозубой пары не более 3,5—4.

Корпус редуктора служит для размещения в нем деталей ре
дуктора и для обеспечения смазки передач и подшипников. Для 
удобства монтажа деталей корпус обычно выполняется разъем
ным.

Чтобы уменьшить потери мощности, необходима смазка зацеп
лений и подшипников. Смазка зубчатых и червячных зацеплений 
осуществляется довольно просто. Колеса и червяки окунаются в 
масло, заливаемое внутрь корпуса.

В редукторах большой мощности или быстроходных смазка 
подается насосами через трубопроводы. Колеса погружаются в 
масло на высоту зуба.

В редукторах должно быть устройство для залива и слива 
масла, а также устройство для контроля масла и вентиляционное 
устройство.
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Г Л А В А  31

ЭЛЕМЕНТЫ МЕХАНИЗМОВ 

§ 163. ОСИ И ВАЛЫ МЕХАНИЗМОВ

Оси и валы механизмов служат для крепления на них вращаю
щихся деталей, и чаще всего они представляют собой цилиндриче
ские стержни, опирающиеся на специальные опоры. С конструк
тивной точки зрения между осью и валом нет никакой разницы.

Однако по условиям работы они су
щественно отличаются друг от друга. 
Ось, поддерживающая деталь, при рабо
те испытывает только изгиб. Вал являет
ся звеном механизма, передающим кру
тящий момент, и, следовательно, помимо 
изгиба подвергается еще и кручению.

Оси в свою очередь подразделяются 
на неподвижные, т. е. такие, которые 

поддерживают вращающиеся детали, оставаясь неподвижными, и 
подвижные оси, которые вращаются вместе с деталями.

Части вала или оси, которые лежат на опоре, называются ц а п 
фа ми .  Концевые цапфы называются ш и п а м и ,  а промежуточ
ные— ш е й к а м и .  Шипы и шейки (рис. 31.1) передают только 
радиальную нагрузку. Цапфа, передающая опоре осевую нагрузку 
вала или оси, называется пя т о й .

Неподвижные опорные части, на которые опираются шипы или 
шейки, образующие вращательные кинематические пары, называ
ются п о д ш и п н и к а м и ,  а опоры для пят — п о д п я т н и к а м и .  
Крепление деталей на осях и валах производится с помощью шпо
нок и зубчатых соединений.

Расчет осей. Длина оси определяется конструктивно, диаметр —• 
из условия прочности на изгиб

°и ^  1°|и>

где Мп — изгибающий момент, определяется из эпюры Ма{х)’,
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v .  irй ъ (1  —  a 4)
и̂ и — ----- 32--------- осевой момент сопротивления сечения вала

(“ “ 4Д
d1 — внутренний диаметр;
Д— наружный диаметр;

М и— допускаемое напряжение на изгиб.
Из условия прочности следует

з
d >  1,/ 32Л*и (31.1)

При наличии шпонки расчетный диаметр увеличивается на 10%. 
Допускаемое напряжение выбирается с учетом материала вала и 
характера нагрузки; для вращающихся осей принимают симме
тричный цикл, для неподвижных — пульсирующий или постоянный 
при статической нагрузке.

Расчет валов. Вначале определяют приблизительные конструк
тивные размеры вала, и в первую очередь его длину. Диаметр вала 
определяют из условия, что вал подвергается одновременно кру
чению, изгибу, а иногда и растяжению (сжатию), т. е. находится, 
в сложном напряженном состоянии.

Тогда диаметр вала
з

32АГрасч
Ми О -  о (31.2)

где Мрасч— расчетный момент, определяется в зависимости от 
условий нагружения по одной из теорий прочности (§ 60). При 
циклической нагрузке расчетный момент определяют по фор
муле

М,расч V  К  +  ( № 2,

где р=1 при одинаковом (симметричном) цикле изменения Ма и 
Мк. р~0,6-г-0,75 при изменении Мя по симметричному, а М„ по 
пульсирующему циклу и р =  0,4 ч-0,5 при Мк =  const.

При предварительном (приближенном) расчете диаметра 
иногда учитывают только кручение. Тогда из условий прочности

АД г 1
Т~ ' ¥ р < * ^ к’

откуда определяют диаметр вала
з

d > 16МК (31.3)

где
М к (1 — “4) ’

М к — крутящий момент, определяется из эпюры Мк(х)\
[т]к — допускаемое напряжение при кручении, выбирается с 

учетом материала валов.
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§ 164. ОПОРЫ В МЕХАНИЗМАХ

О п о р о й  называется устройство, обеспечивающее движение 
одной детали механизма относительно другой с заданной точно
стью и постоянством взаимного положения.

Опора, обеспечивающая вращательное движение, состоит из 
трущейся части вала (или оси), которая называется ц а п ф о й ,  и 
охватывающей цапфу детали, называемой п о д ш и п н и к о м ,  кото
рые вместе представляют вращательную кинематическую пару.

Подшипники воспринимают усилия, передаваемые осью или ва
лом на опору. Усилие и относительное движение, возникающее 
между поверхностями цапфы и подшипника, порождают силу тре
ния. Работа этой силы трения ведет к износу цапфы и подшипника, 
уменьшает КПД механизма и понижает степень точности его ра
боты.

Особенностью механизмов, применяемых в ВМФ, является 
сравнительно большой диапазон их рабочих режимов. Поэто
му целесообразно рассмотреть опоры силовых и приборных меха
низмов.

По виду трения между соприкасающимися деталями (цапфой 
и подшипником) все опоры можно разделить на следующие 
группы:

— опоры с трением скольжения; к ним относятся неразъем
ные, разъемные и самоустанавливающиеся подшипники, а также 
цилиндрические, конические и сферические опоры, применяемые в 
приборах;

— опоры с трением качения; к этим опорам относятся шарико
вые, роликовые, игольчатые подшипники, приборные шарикопод
шипники и опоры на ножках;

— опоры с трением упругости (опоры на подвесках или рас
тяжках) ;

— опоры с воздушным или жидкостным трением;
— магнитные опоры.
По характеру воспринимаемой нагрузки все опоры можно раз

делить на три группы.
К первой группе относятся опоры, конструкция которых позво

ляет воспринимать радиальную нагрузку (перпендикулярную оси 
цапфы).

Ко второй группе относятся опоры, воспринимающие осевую 
нагрузку.

К третьей группе относятся опоры, воспринимающие как ра
диальную, так и осевую нагрузку.

Главное отличие в конструкции и расчете силовых опор от при
борных состоит в том, что силовые опоры воспринимают значи
тельные радиальные и осевые нагрузки, чего не происходит в при
борных опорах. Этим обусловливаются образование больших сил 
трения и, как следствие их появления, повышение температуры 
опоры в результате длительной работы механизма. Силовые опоры 
должны быть рассчитаны на прочность.
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Конструкция приборных опор должна обеспечивать главным 
образом минимальный момент трения и повышенную точность ра
боты. Поэтому расчет приборных опор сводится в основном копре- 
делению момента трения в опоре. В тех случаях, когда удельные 
давления в опоре велики, производится расчет на прочность.

Опоры с трением скольжения. К силовым опорам с трением 
скольжения относятся неразъемные, разъемные и самоустанавли- 
вающиеся подшипники.

Неразъемный подшипник простейшей конструкции (рис. 31.2) 
состоит из корпуса с фланцем, с помощью которого подшипник 
прикрепляется к стенке. Эти 
подшипники применяются в 
тех случаях, когда валы 
вращаются с небольшой 
скоростью.

Для уменьшения износа 
цапф в корпус подшипника 
впрессовывается втулка 
(обычно из бронзы), кото
рую в случае износа можно 
легко заменить новой.

Разъемные подшипники 
(рис. 31.3) используют в не

прерывно работающих валах. Разъемный подшипник состоит из 
корпуса,. крышки, вкладышей и соединительных болтов.

Наиболее ответственную деталь — вкладыш облицовывают 
антифрикционными материалами (баббит, дерево, текстолит). Для 
подвода и распределения смазки по всей длине цапфы во вклады
ше делают канавки. Смазывается подшипник в основном двумя 
способами — капельным, при котором отверстие масленки сооб
щается с канавкой вкладыша, в которую поступает смазка, и коль
цевым, при котором свободное кольцо на цапфе при вращении 
подает масло в верхнюю часть цапфы.

Самоустанавливающийся подшипник (рис. 31.4) воспринимает 
только радиальные нагрузки. Он применяется также в подвижных 
соединениях с колебательным движением валов относительно оси
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подшипника. Эти подшипники допускают угловое перемещение 
осей валов в пределах ±8°.

В процессе работы подшипников имеют место следующие ос
новные виды трения скольжения:

1. С у х о е  т р е н и е ,  возникающее, когда между трущимися по
верхностями нет слоя смазки. В этом случае сила трения может 
быть определена по уравнению

FTp =  /N ,

где /чр — сила трения; / — коэффициент трения; W — нормальная 
сила.

2. П о л у с у х о е  т р е н и е ,  возникающее, когда смазка частич
но протекает между трущимися поверхностями.

3. П о л у  ж ид к о с т н о е  т р е н и е ,  которое является пере
ходной фазой между полусухим трением и жидкостным. Коэффи
циент трения для этого вида смазки /ск =  0,005 ч- 0,10.

4. Ж и д к о с т н о е  т р е н и е  возникает там, где рабочие по
верхности цапф и вкладышей разделены слоем смазки.

Масло воспринимает внешнюю нагрузку, предотвращая непо
средственное соприкосновение рабочих поверхностей. Сопротивле
ние трению в этом случае обусловлено только внутренним трением 
смазки. Коэффициент трения при жидкостном трении / =  0,001 — 
,+ 0,003.

Для получения жидкостного трения необходимы следующие ус
ловия:

— между двумя скользящими поверхностями должен быть за
зор клиновидной формы, который должен быть заполнен маслом;

— скорость движения одной из поверхностей должна быть та
кой, чтобы в масляном слое создавалось внутреннее давление за 
счет образования масляного клина;

— помимо режима работы, на характер трения влияет каче
ство смазки, которая должна обладать достаточной вязкостью.

Силу трения в подшипниках при жидкостном режиме смазки 
можно определить по уравнению

где р — коэффициент жидкостного трения;
V — окружная скорость цапфы;
5 — площадь поверхности скольжения; 
h — толщина масляного слоя.

Теоретическим обоснованием жидкостного трения является ги
дродинамическая теория, разработанная проф. Петровым. Суть 
этой теории в следующем. В процессе работы подшипника погра
ничный слой масла, прочно прилипший к поверхности цапфы, 
имеет окружную скорость v = ior, где г — радиус цапфы. Погранич
ный слой масла, прилипший к поверхности вкладыша, имеет ско
рость п =  0. Представим, что между этими двумя слоями находится 
ряд слоев — 1, 2, 3, .,., п.
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Вследствие вязкости смазки (трение между слоями) погранич
ный слой, находящийся на цапфе, будет последовательно вовле
кать во вращение и вдавливать под цапфу в виде клина все после
дующие слои. В результате такого воздействия слоев смазки и 
благодаря ее вязкости в клиновом масляном слое возникает дав
ление, стремящееся поднять центр цапфы.

Рассмотрим опоры, применяемые в приборах.
Наиболее простую конструкцию опоры с трением 

представляют собой цилиндрические опоры.
Цилиндрическая опора (рис. 31.5) состоит из цап

фы и втулки или буксы. Втулка неподвижна; цапфа, 
находящаяся внутри втулки, вращается.

Цилиндрические опоры воспринимают радиальные 
усилия. Момент трения в них больше, чем в других 
опорах такого типа.

Момент трения /Итр от действия радиальных уси
лий, перпендикулярных осям цапф, зависит от харак
тера прикосновения цапфы и втулки и определяется 
женной формуле

Mrp =  -j -Qfd,

скольжения

Рис. 31.5. 

по прибли

где Q — нагрузка на цапфу;
/  — коэффициент трения; 
d  — диаметр цапфы.

Опыты показывают, что у смазанных и несмазанных опор коэф
фициент трения покоя одинаковый. Слой смазки в условиях покоя 
выдавливается цапфой.

Величину трения можно уменьшить, если заставить опору виб
рировать. Однако в приборах, используемых в вооружении Воен
но-Морского Флота и постоянно работающих в условиях вибрации, 
допускают увеличенный момент трения.

Для втулок обычно применяют материал более мягкий, чем 
для осей. Однако в точных приборах с целью уменьшить их износ 
и сохранить весьма малые зазоры в передачах втулки делают из 
материалов более твердых, чем те, которые идут на изготовление 
цапфы. Это закаленная до высокой степени твердости сталь, ко
рунд, агат и другие материалы.

Конические опоры (рис. 31.6) воспринимают и осевые, и ра
диальные усилия. Опора на конической цапфе дает возможность 
точно сохранить положение геометрической оси, так как при рав
номерном износе коническая цапфа опускается строго верти
кально.

Устойчивость и надежность, конической опоры возрастают с уве
личением ее длины, т. е. когда уменьшается угол а. Однако при 
Этом давление р и момент трения Мтр увеличиваются. •
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(31.4)

Момент трения в конической опоре равен

ЛГтр =
Q f ср
sin а ’

где гср — средний радиус конической поверхности;
/ — коэффициент трения;
Q — усилие на опору.

Материалами для конических опор служат высококачественные 
углеродистые стали, бронза и латунь. Такие опоры применяются 
в оптических, астрономических и гидрографических приборах.

Другая разновидность опор этого типа — шаровые опоры 
(рис. 31.7). Шаровая опора состоит из шаровой цапфы и кониче
ской втулки. Цапфа соприкасается с втулкой по узкому шаровому 
поясу. Шаровая опора воспринимает радиальные и осевые усилия. 
Чем меньше угол конуса втулки, тем больше точность центриро
вания опоры. Угол конуса втулки обычно равен 45°.

Момент трения в шаровой опоре при осевой силе Р равен

где а — половина угла при вершине конуса;
гп — радиус шарового пояса, по которому соприкасаются цап

фа и втулка.
Шаровая опора подвержена значительному износу (ввиду ма

лой площади соприкосновения) и поэтому применяется при малых 
количествах оборотов и небольших нагрузках.

В приборах часто применяются опоры на кернах. Опоры на 
кернах (рис. 31.8) состоят из цапфы со сферической полированной 
поверхностью, опирающейся на сферическую поверхность. Такая 
цапфа называется к е р н о м ,  а опора с внутренней сферической 
поверхностью большего радиуса называется п о д п я т н и к о м .  
В зависимости от положения керна опоры делятся на г о р и з о н 
т а л ь н ы е  и в е р т и к а л ь н ы е .

Подпятники изготовляются из твердых естественных и искус
ственных камней: агата, рубина, корунда. Весьма важным качест
вом минералов, применяемых для изготовления камней подпятни
ков, является их механическая стойкость,
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Подшипники качения. Подшипники трения скольжения имеют 
ряд недостатков. В частности, сравнительно большое трение, боль
шой расход смазки. Поэтому чаще применяются подшипники ка
чения.

На рис. 31.9 показано устройство шарикоподшипника. Между 
двумя кольцами, из которых одно закреплено на валу, а другое 
находится в корпусе, расположены стальные шарики. При враще
нии вала шарики катятся по канавкам, проделанным в обоих 
кольцах. Шарики отделены друг от друга сепаратором.

Подшипники качения по форме 
тел качения делятся на шариковые, 
роликовые и игольчатые.

Шарико- и роликоподшипники 
применяются в зависимости от сле
дующих свойств этих подшипников.
Шарикоподшипники, имея желоба 
для качения, кроме основной ради
альной нагрузки могут восприни
мать небольшие осевые нагрузки.
Роликоподшипники имеют более 
высокую нагрузочную способность, 
чем шарикоподшипники.

В зависимости от того, какого характера нагрузку могут вос
принимать подшипники качения, они делятся на три группы:

— радиальные подшипники, которые могут воспринимать на
грузки, направленные радиально;

— упорные подшипники, предназначенные для восприятия 
только осевой нагрузки, действующей вдоль оси вала;

— радиально-упорные подшипники, предназначенные для вос
приятия комбинированной нагрузки — радиальной и осевой.

Подшипники качения изготовляются трех основных серий — 
легкой, средней и тяжелой. При одинаковом диаметре внутреннего 
кольца они отличаются остальными размерами и нагрузочной спо
собностью.

При значительной радиальной нагрузке применяются двухряд
ные подшипники. Упорные подшипники предназначены для вос
приятия осевой нагрузки, действующей на одну или обе стороны. 
Они могут быть однорядные и двухрядные (рис. 31.10).

Шариковый радиально-упорный подшипник (рис. 31.11) имеет 
такую конструкцию канавок во внутреннем и наружном кольцах, 
что он может одновременно воспринимать радиальное R и осе
вое А усилия.

На рис. 31.12 показана конструкция роликоподшипника. Ро
лики помещаются между двумя кольцами, причем внутреннее коль
цо снабжено двумя бортами для направления роликов. Наружное 
кольцо цилиндрической формы со скосами, сделанными для удоб
ства закладывания роликов. Ролики удерживаются на определен
ном расстоянии друг от друга сепаратором.

523



На рис. 31.13 показан радиально-упорный роликовый под
шипник.

Самоустанавливающиеся подшипники применяются, когда не
обходимо допустить некоторое отклонение геометрической оси 
вала. Они могут быть шариковыми или роликовыми.

Рис. 31.12.

Внутренняя сферическая поверхность наружного кольца позво
ляет валу с насаженным на него кольцом повернуться на опреде
ленный угол (рис. 31.14).

Т

Рис. 31.14. Рис. 31.15.

Игольчатые подшипники применяются при очень стесненных ра
диальных габаритах. Они обладают высокой радиальной грузо
подъемностью, но осевых нагрузок не воспринимают (рис. 31.15). 
Иглы устанавливаются без сепараторов. Игольчатый подшипник 
не имеет внутреннего кольца.
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Посадка и закрепление колец подшипника на валу могут быть 
разнообразными. В большинстве случаев внутреннее кольцо по
движно, т. е. вращается вместе с валом. Однако встречаются слу
чаи, когда вращается наружное кольцо. Неподвижность внутрен
него кольца относительно вала достигается за счет посадки его с 
натягом на вал. При установке вала на двух радиальных шарико- 
и роликоподшипниках необходимо обратить внимание на невоз
можность изменения длины вала при колебаниях температуры.

Чтобы обеспечить возможность удлинения вала, один из под
шипников делается плавающим, т. е. к нему прикрепляется на
ружное кольцо, свободно перемещающееся в осевом направлении 
(оно закрепляется в корпусе с двух сторон).

Подшипники качения не р а с с ч и т ы в а ю т ,  а подбирают по 
таблицам ГОСТ. Для подбора конструкции, типа и размера под
шипника необходимо знать:

■— величину и направление действующих на подшипник на
грузок (радиальная, осевая);

— характер нагрузки (постоянная, переменная, ударная);
— диаметр вала;
— число оборотов вала в минуту;
— желательный срок службы подшипника.
Величина и направление нагрузки определяют конструкцию, 

тип и размер подшипника. Если, например, нагрузка только ра
диальная, т. е. направлена перпендикулярно оси вала, то выби
рается любой тип радиального подшипника. Если вал подвержен 
осевой нагрузке, то следует ставить упорный подшипник. При на
личии радиальной и осевой нагрузок используются радиально
упорные подшипники.

После того как выбран тип подшипника, определяют его раз
меры. Подшипник и его размеры подбирают по каталогам ГОСТ. 
Но предварительно определяют коэффициент работоспособности С 
по формуле

C =  Q ( n h f 3,
где Q — приведенная или условная нагрузка на подшипник, кгс; 

п — число оборотов в минуту;
h — долговечность или количество часов работы подшипника, 

обычно /г ^ 5 000 ч.
Приведенная нагрузка Q для радиально-упорных подшипников 

определяется по формуле
Q =  (RKK + mA0)K,KT, (31.5)

где R  — фактическая радиальная нагрузка;
А0 — осевая нагрузка; Л0 =  А — 5; 5 =  1,3 R tg (3; 
т — переводной коэффициент нагрузки А в нагрузку R-,

К.ь — коэффициент, зависящий от характера нагрузки;
К к — коэффициент, учитывающий подвижность внутреннего 

или наружного кольца;
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к т •— коэффициент, учитывающий снижение долговечности 
подшипника во время работы его при высокой темпе

ратуре.
Для выбора упорного подшипника пользуются уравнением

С — A {nh)G,dKiKr.

После определения коэффициента работоспособности С его 
сравнивают с табличным коэффициентом, соблюдая условие

С т̂абл-

Если расчетный коэффициент больше табличного, устанавли
вают сдвоенные подшипники. Подшипники следует подбирать на
чиная с легкой серии.

В приборах, особенно в тех, которые работают при больших 
скоростях вращения, широко применяются шарикоподшипники 
(например, в гирокомпасах и гировертикалях).

К шарикоподшипникам, используемым в приборах, предъяв
ляется ряд дополнительных требований: они должны обладать 
минимальным трением, износоустойчивостью, антимагнитностью, 
коррозионной стойкостью.

Главное при выборе подшипников, применяемых в корабельных 
приборах,— это минимальная величина момента трения.

Величина момента трения в шарикоподшипнике зависит отряда 
факторов, в частности от точности изготовления, качества смазки, 
температуры. На практике для определения момента трения шари
коподшипников пользуются формулой

Л*Т =  М0+  (1,5Л +  1,25Я )/ D n (31.6)

где Л1Т— момент трения, кгс-см;
М0 — момент трения нагруженного подшипника, кгс-см;

А — осевая нагрузка, гс;
R  — радиальная нагрузка, гс; 
f — коэффициент трения качения, см;

D0 — диаметр окружности центров шариков; 
dm— диаметр шариков.

Коэффициент трения качения f колеблется в пределах от 0,0003 
до 0,001 см.

В приборах часто применяют так называемые насыпные под
шипники с конической опорной цапфой и цилиндрической или сфе
рической чашкой. Насыпные подшипники не имеют сепаратора, 
внутреннего и внешнего колец, поэтому габариты их меньше. Ша
риков в таких опорах бывает от 3 до 13.

Коническая опорная цапфа удобна тем, что дает возможность 
регулировать осевой и радиальный зазоры.

Галтельная цапфа позволяет воспринимать большие нагрузки.
По характеру воспринимаемой нагрузки миниатюрные шарико

подшипники подразделяются на радиальные и радиально-упорные.
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Момент трения миниатюрных шарикоподшипников очень мал (до 
0,1 0,05 1 C-см) и в ряде случаев он в 3—15 раз меньше, чем в
агатовых и сапфировых подшипниках. Миниатюрные шарикопод
шипники выдерживают значительные нагрузки (от 5,0 до 2000 гс). 
Наружный диаметр их колеблется от 1,0 до 8,0 мм.

К опорам трения качения относятся опоры на призмах (нож
ках). Они предназначены для подвижных частей системы, совер
шающих колебательное движение (рис. 31.16).

Нож выполнен в виде треугольной призмы. Рабочая грань 
ножа цилиндрическая поверхность весьма малого радиуса 
(0,005 мм). Основное преимущество ножевой опоры в том, что она 
обладает ничтожно малым моментом 
трения. Материалом для ножей и по
душек обычно служат высокоуглеро
дистые стали. Подушки рекомендуется 
изготовлять из материала более твер
дого, чем материал ножа, так как в 
случае износа легче сменить нож, чем 
подушку. Ножевые опоры применяют
ся во многих штурманских приборах, 
в электромагнитных реле и других ме
ханизмах.

Опоры с трением упругости приме
няются при колебательном движении.
В упругих опорах почти отсутст
вует трение скольжения. Перемеще
ние деталей относительно друг друга под действием внешнего мо
мента или силы обеспечивается благодаря упругим деформациям 
пружины.

Упругая опора представляет собой тонкую пружину круглого 
или плоского сечения. Один конец пружины закреплен на непо
движной детали, другой — на подвижной части прибора.

Расчет упругих опор сводится к расчету пружин, работающих 
на изгиб или кручение.

Момент трения в подшипниках уменьшается при использовании 
воздушных и жидкостных опор. Такие опоры применяются, на
пример, в гироскопических приборах, гирокомпасах и других при
борах. В этих опорах момент трения составляет несколько милли- 
граммсантиметров. В некоторых морских приборах применяются 
опоры, в которых практически трение отсутствует.

Воздушная опора (рис. 31.17) состоит из двух полусфер. В про
странстве между этими полусферами непрерывно под давлением 
подается воздух, который поддерживает цапфу во взвешенном со
стоянии. Чтобы не был поврежден подшипник, когда прекра
щается подача воздуха, автоматическое устройство поднимает ша
рик, который воспринимает на себя вес подвижной части при
бора.

Для создания воздушной подушки необходимо, чтобы суммар
ная вертикальная составляющая сила от давления воздуха в за
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зоре была равна весу подвижной системы прибора. Исходя из 
этого условия определяют расход и давление воздуха.

Воздушная опора — саморегулирующаяся. При заданном дав
лении воздуха, подводимого к чашке в случае подъема цапфы и 
увеличения зазора, давление в зазоре упадет и цапфа опустится, 
а при уменьшении зазора давление возрастет и цапфа подни
мется.

Так как величина зазора небольшая (сотые доли миллиметра), 
нагнетаемый воздух необходимо фильтровать.

Применение воздушных опор дает возможность создать устрой
ства, работающие с частотой вращения до 50 000 об/мин.

Коэффициент трения в воздушных опо
рах равен примерно 10-5.

Наряду с воздушными опорами приме
няются жидкостные опоры. В качестве жид
кости часто используют ртуть. Подвижная 
часть прибора опирается на каплю ртути, 
налитую в подпятник или на ртутное коль
цо. Трение в жидкостных опорах меньше, 
чем трение в опорах на кернах.

В последнее время часто применяют 
магнитные опоры, в которых использует
ся сила магнитного поля. Магнитные опоры 

бывают с силами притяжения или с силами отталкивания двух 
магнитов. Магниты изготовляются из магнитотвердых материа
лов. В приборах с магнитными опорами нет трения, они не тре
буют ухода за собой в течение длительного времени. Однако маг
нитные опоры еще относительно дороги.

§ 165. МУФТЫ, ПРИМЕНЯЕМЫЕ В МЕХАНИЗМАХ

Муфты представляют собой устройства, которые служат для 
соединения валов и передачи вращательного движения, а также 
для предохранения механизмов от поломок при перегрузках и для 
регулировки скорости. Кроме того, на муфты возлагается ряд до
полнительных функций, например, компенсация несоосности валов, 
смягчение динамических нагрузок, особенно при пуске и остановке 
машин и механизмов, и ряд других функций.

В зависимости от назначения все муфты можно разделить на 
три основные группы:

— постоянные муфты, которые не допускают разобщения ва
лов без разборки муфты;

— сцепные муфты, позволяющие разъединять валы во время 
работы и при остановке;

— предохранительные муфты, разъединяющие валы при пере
грузке механизма и тем самым предохраняющие машину от по
ломки.
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Постоянные муфты подразделяются на простые и компенсирую
щие. К простым муфтам относятся втулочные, фланцевые и про- 
дольно-свертные.

Втулочная муфта (рис. 31.18) состоит из втулки, которая со
единяет концы двух валов. Втулку можно соединить с частями 
вала с помощью шпонок или штифтов. При соединении штифтами 
они рассчитываются на сдвиг. Условие прочности на сдвиг будет

т

где Р — 2 Мв величина сдвигающей силы;
ir di

■площадь поперечных сечений штифта;^ =  4
d  и d0 — диаметры вала и штифта соответственно.

Постоянная муфта может быть 
использована в качестве предохра
нительной, для этого штифты де
лают из стали с временным сопро
тивлением ав ^  70 кгс/мм2.

Продольно-свертная муфта (рис.
31.19) состоит из двух частей, со
единенных между собой болтами.
При свертывании муфт между по
верхностью вала и внутренней по
верхностью полумуфт создаются
силы трения, которые передают крутящий момент. Может также 
быть поставлена шпонка.

Достоинством конструкции рассматриваемой муфты является 
простота ее сборки и разборки.

Рис. 31.18.

Размеры муфты для заданного диаметра определяются по таб
лицам ГОСТ. Расчет производится из условия равенства вра
щающего момента, приложенного к валу, моменту трения между 
муфтой и валом, т. е.

=  м т?.
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Фланцевая муфта (рис. 31.20) состоит из двух фланцев со сту
пицами, образующими полумуфты. Обе полумуфты крепятся на 
концах валов и соединяются между собой болтами. Болты могут 
быть поставлены с зазором и без зазора (с точной пригонкой). 
Чтобы избежать проворачивания полумуфт, болты должны быть 
затянуты так, чтобы сила трения FTp, возникающая между диска
ми, была больше окружной силы Р, т. е. Fт р ^  Я.

2

Рис. 31.21.

При сборке и установке машин и механизмов весьма трудно до
биться соосности валов. Кроме того, в процессе работы, особен
но в корабельных условиях, возможны отклонения от заданного 
взаимного расположения валов, что может нарушить нормальную

работу механизмов и вывести 
их из строя. Указанные обстоя
тельства заставляют приме
нять в различных корабель
ных механизмах и приборах 
компенсирующие муфты.

Компенсирующие муфты 
предназначаются для компен
сации радиальных, осевых, уг
ловых или комбинированных 

смещений валов (рис. 31.21). В основе работы компенсирующих 
муфт лежит использование упругих свойств элементов муфты и 
смещение или скольжение одних элементов муфты относительно 
Других.

К компенсирующим муфтам относится крестообразная муфта 
(рис. 31.22). Она состоит из двух полумуфт, закрепленных на ва
лах. Между полумуфтами помещается вкладыш с крестообразно 
расположенными выступами, которые входят в пазы полумуфт.

Если геометрические оси валов не совпадают, то при работе 
муфты вкладыш будет скользить в пазах полумуфт. Если бы не 
было вкладыша, неточность центрирования передавалась бы с од
ного вала на другой, а это должно вызвать вибрацию всего меха
низма. В процессе работы вкладыш как бы плавает в пазах полу
муфт и тем самым компенсирует радиальные и частично осевые
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отклонения валов. Однако такая муфта чувствительна к перекосам 
валов. С увеличением диаметра муфты допускаемая угловая ско
рость уменьшается.

Зубчатая муфта (рис. 31.23) состоит из двух втулок с внеш
ними зубьями и надетых на них обойм с внутренними зубьями. 
Втулки насаживаются на концы валов. Обоймы соединяются вин
тами. Зубчатое зацепление выполнено так, что втулки могут иметь 
радиальное и осевое смещения. Кроме того, в случае перекоса 
они могут поворачиваться в полумуфтах. Таким образом, эти муф
ты компенсируют неточность центрирования.

Муфты с упругими элементами компенсируют неточность, а 
главное смягчают толчки и удары при работе передачи. В каче
стве упругих элементов можно использовать металлические (сталь
ные) пружины, а также неметаллические элементы — кожаные и 
резиновые кольца. Наибольшее распространение получила упругая 
втулочная пальцевая муфта (МУВП).

Сцепные муфты предназначены для того, чтобы обеспечивать 
соединение и разъединение двух валов без остановки машины. 
Эти муфты делятся на фрикционные и кулачковые. В зависимости 
от формы рабочих поверхностей фрикционные муфты подразделя
ются на конусные, дисковые и барабанные. На рис. 31.24 пред
ставлена конусная фрикционная муфта.

Фрикционные муфты имеют ряд положительных качеств: вклю
чение муфты можно применять при любом значении разности 
угловых скоростей валов; при возникновении перегрузок муфты 
буксуют до тех пор, пока не уменьшится нагрузка, т. е. фрикцион
ная муфта выполняет функции и предохранительной муфты. Бла
годаря указанным преимуществам фрикционные муфты широко ис
пользуются в корабельных механизмах.

При воздействии на дисковую муфту усилием Q между рабо
чими дисками возникает сила трения FTp:

/Эр =/Q>
где / — коэффициент трения;

Q— нажимное усилие.
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Момент, создаваемый силой трения, должен быть связан с вра
щающим моментом,передаваемым валом, условием

М в <  Qfrcp,
где гСр — средний радиус диска. 

Следовательно, нажимное усилие

Q >
м в

f r  ср

§ 166. СОЕДИНЕНИЯ

Машины и механизмы состоят из отдельных деталей и узлов. 
Эти детали и узлы, назначением которых является передача дви
жения и усилий от одного элемента к другому, должны быть свя
заны между собой. Связь осуществляется с помощью различных 
соединений. Все существующие виды соединений делятся на две 
группы: подвижные и неподвижные.

Ниже рассматриваются только неподвижные соединения, кото
рые в свою очередь делятся на разъемные и неразъемные.

При разборке разъемных соединений их детали не разруша
ются и пригодны для дальнейшего использования.

Детали неразъемных соединений при разборке соединения раз
рушаются.

К разъемным соединениям относятся: резьбовые, шпоночные, 
зубчатые и клиновые соединения.

К неразъемным принадлежат заклепочные, сварные, клеевые 
соединения, а также посадки с натягом.

Резьбовое соединение — самый распространенный вид соедине
ний. Винт с наружной и гайка с внутренней резьбами служат ос
нованием для резьбовых соединений различных видов.

В резьбовых соединениях различают два понятия: шаг и ход 
винта.

Х о д о м  в и н т а  называется расстояние S, на которое пере
мещается гайка при одном полном обороте. Ш а г о м  t в и н т а  
называется расстояние между двумя соседними витками измерен
ного вдоль оси винта. В машинах применяются одно-, двух- и 
трехзаходные резьбы. В двухзаходной резьбе, например, на по
верхности винта нарезаны на одинаковом расстоянии друг от друга 
две нарезки, в трехзаходном—-три нарезки и т. д.

Если обозначить число заходов буквой г, получим следующую 
зависимость:

S  =  Z't.
Различают правые и левые резьбы. Резьбы подразделяются на 

пять видов: треугольная, прямоугольная, трапецеидальная, упор
ная и круглая (рис. 31.25).

Треугольные резьбы делятся также на метрические и дюймо
вые. Наиболее распространенной является метрическая резьба, все
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элементы которой выражены в миллиметрах, а угол профиля резь- 
бы „2Р = 60°. У дюймовой резьбы наружный диаметр выражен в 
дюймах (1" =  25,4 мм). Шаг резьбы задается количеством ниток 
на дюйм, а угол 2j3 =  55°.

По своему назначению резьбы подразделяются на крепеж
ную, трубную и резьбы для передачи движения (грузовые 
винты).

Треугольные метрические резьбы делятся на основную и 
мелкие. Основная резьба отличается от мелкой при одинаковых 
диаметрах нарезки величиной шага и высотой профиля резьбы.

Большая глубина основной резьбы ос
лабляет детали, особенно полые детали 
(трубы). Чтобы избежать этого, приме
няются мелкие резьбы, которые позво
ляют повысить самоторможение и проч
ность соединения.

Все резьбы, кроме прямоугольной, 
стандартизованы, сведения о них приво
дятся в специальных таблицах и ката
логах.

Прямоугольная резьба иногда приме
няется в грузовых винтах и имеет боль
шой КПД. Трапецеидальную резьбу де
лают в ходовых винтах.

Упорная резьба применяется в ходо
вых винтах, если движение односторон
нее. Круглая резьба применяется реже, главным образом в меха
низмах, которые легко загрязняются пылью и песком.

При расчете резьбовых соединений различают две основные 
группы:

— соединения, обеспечивающие скрепление деталей и узлов ма
шин болтами, винтами, резьбовыми шпильками и другими дета
лями;

— соединения, передающие движение или усилие с помощью 
пары — винт и гайка.

Кроме того, соединения первой группы могут быть ненапряжен
ными и напряженными.

Н е н а п р я ж е н н ы м  б о л т о в ы м  с о е д и н е н и е м  назы
вается такое соединение, в котором нет напряжений, возникающих 
от предварительной затяжки в теле болта. В зависимости от ха
рактера нагружения различают соединения, нагруженные в основ
ном осевым усилием или поперечной нагрузкой. При затяжке бол
та последний подвергается деформации кручения.

Расчет резьбовых соединений. Наименьшим сечением болта яв
ляется внутренний диаметр резьбы. Условием прочности на рас
тяжение будет
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гг ™W1где г  =  ------площадь поперечного сечения болта;
Р  — осевое усилие, приложенное к болту;

[а]Р — допуекаемое напряжение, для стандартных болтов 
500-и 1000 кгс/см2 (49—98 МН/мг).

Из условия прочности следует

(31.7)

Внешний диаметр подбирается по таблицам и указывается на 
чертеже. Если сила действует перпендикулярно оси болта, то рас-

Рис. 31.26.

чет болта проводится по различной методике в зависимости от того, 
поставлен ли болт с зазором или без зазора (рис. 31.26).

При установке болта с зазором необходимо болт затянуть с си- 
лой, которая создала силу трения Етр, большую, чем сама сила Р, 
т. е.

FTp= f - N ^ P  и

где / — коэффициент трения (/ — 0,2).
( itd? \

Условие прочности при растяжении будет 1 Т-' =  —̂ — j : 

aP =  ~ F < H p -  откуда d , >

Учитывая, что болт при затяжке испытывал кручение, за рас
четную принимают силу Ррасч = кР, где &=1,2-н1,3.

V 4£ р асч

Мр/
5,2 Р 

* МР/ ' (31.8)

При установке болта без зазора болт испытывает сдвиг, растя
жение и смятие. При расчете основными считают сдвиг и смятие. 
Тогда приближенно (/ — меньшая толщина детали)

Тс =  ~ F  =  ^  N c i  °см =  -JT  =  - J J  <  [°]см>
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откуда наружный диаметр тела болта

d<l> d 2 > W u '  <31-9)

где [т]с — допускаемое напряжение на сдвиг, а [о]см — на смятие.
Для соединения вала и оси с вращающейся деталью применя

ются шпонки, которые вводятся в пазы вала и детали. Шпонка, 
введенная в паз, передает вращающий момент от вала к детали 
или от детали к валу.

Шпонки бывают призматические и клиновые (рис. 31.27). При
зматические шпонки (рис. 31.27,6) выполняются в виде бруска 
прямоугольного сечения. Такая шпонка не позволяет детали вра
щаться относительно вала, но не 
удерживает ее от продольного пере
мещения вдоль вала. Призматиче
ские шпонки не создают распираю
щих усилий и образуют ненапря
женное шпоночное соединение.

Клиновые шпонки (рис. 31.27, а) 
отличаются от призматических тем, 
что одна из граней шпонки делает
ся с небольшим уклоном по длине 
(обычно 1/100).

Клиновые шпонки вводятся в паз с определенным усилием, и, 
следовательно, между валом и деталью возникают распирающие 
силы. Такие шпонки закрепляют сидящие на валу детали так, что 
они не могут ни вращаться, ни перемещаться вдоль вала. Клино
вые шпонки образуют напряженное соединение (рис. 31.28).

Эти шпонки называются врезными, если выточка для шпонки 
имеется и на валу, и на втулке. Они работают за счет распираю
щих усилий, возникающих, когда шпонки забиваются в шпоночное 
гнездо, и применяются для передачи больших крутящих моментов 
и там, где не нужно строгое центрирование детали на валу.

Недостатком такой конструкции соединения является то, что 
вал ослабляется канавкой для шпонки, а деталь, насаживаемая 
на него, перекашивается.

Наиболее простой конструкцией соединения является шпонка 
на лыске. В такой конструкции шпоночная канавка остается толь
ко во втулке детали, а на валу шпонка опирается на площадку 
(лыску), расположенную вдоль вала. Ослабление вала здесь не
значительное, но клинообразная шпонка создает распирающие 
усилия и передает небольшие моменты.

Чтобы совершенно избежать ослабления вала, применяют фрик
ционные шпонки. Это клиновые шпонки, нижняя сторона которых 
подгоняется под поверхность вала. Передача вращающего момен
та происходит за счет сил трения FTP, возникающих при забивке 
шпонки. Фрикционные шпонки применяются для предохранения 
механизмов от поломки в случае перегрузки.

Рис. 31.27.
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Недостатком такого вида соединения является незначительная 
величина вращающего момента, который соединение способно 
передать при работе механизма, а также смещение ступицы отно
сительно вала.

Призматические шпонки всегда делаются врезными и свободно 
закладываются в пазы вала или втулки.

Иногда соединенная шпонкой деталь должна перемещаться 
вдоль оси вала. В таких случаях применяют направляющую шпон
ку. Эта шпонка имеет большую длину и прикрепляется к валу 
винтами. Преимущество призматических шпонок по сравнению с 
клиновыми в лучшем центрировании их и в том, что в этих шпон
ках нет распирающих усилий.

Кроме клинообразных и призматических шпонок применяются 
также тангенциальные сегментные шпонки.



Р А З Д Е Л  V

Г И Д Р О М Е Х А Н И К А

§ 167. ВВЕДЕНИЕ

Гидромеханика — раздел механики, изучающий равновесие и 
движение жидкости, а также взаимодействие между жидкостью 
и твердыми телами, полностью или частично погруженными в жид
кость.

При этом под жидкостью понимается непрерывная среда, обла
дающая свойством текучести, т. е. способная неограниченно из
менять свою форму под действием сколь угодно малых сил, но в 
отличие от газа весьма мало изменяющая свою плотность при 
изменении давления.

В гидромеханике принято рассматривать жидкость в виде 
сплошной деформируемой среды без учета ее молекулярной струк
туры, т. е. принимать, что она заполняет пространство без образо
вания каких бы то ни было пустот. Сплошность выражается в не
прерывности изменения величин, характеризующих распределение 
массы в среде (плотность) и ее движение (скорость, ускорение 
и др.) во всей области, заполненной жидкостью, исключая отдель
ные «особые» точки, линии, поверхности.

Гипотеза о сплошности жидкости значительно упрощает иссле
дования, так как позволяет все параметры, определяющие равно
весие и движение жидкости, рассматривать в большинстве случаев 
как непрерывные и дифференцируемые функции координат точки 
и времени.

Характерной особенностью жидкости является текучесть, или 
легкая подвижность. Это обусловлено тем, что вследствие малого 
сцепления между частицами жидкость практически не оказывает 
сопротивления ни растяжению, ни медленному изменению формы 
и может сопротивляться лишь силам, ее сжимающим.

Жидкости принято разделять на капельные и газообразные. Ка
пельными жидкостями называют такие, которые в поле силы тя
жести могут иметь граничную поверхность уровня и с практиче
ской точки зрения являются несжимаемыми.

Газообразные жидкости в противоположность капельным легко 
поддаются сжатию и обладают упругостью. В силу отмеченных 
свойств капельные жидкости часто называют несжимаемыми, а 
газообразные — упругими.
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Если сжимаемостью можно пренебречь при условиях, подробно 
рассмотренных в гл. 32, то движение жидкостей и газов можно 
охарактеризовать общими уравнениями, отличающимися только 
коэффициентами, зависящими от физических свойств жидкости или 
газа.

В жидкости, и особенно в газе, в отличие от твердого тела 
относительные расположения молекул непрерывно изменяются. Эти 
перемещения имеют весьма сложный характер, и определение зако
номерностей такого движения представляет одну из труднейших 
задач физики. Так как нас интересует взаимодействие жидкости 
и тела, то гидромеханика изучением микроструктуры жидкости, 
связанной с хаотическим тепловым движением молекул, не зани
мается, а изучает движение жидкости, вызванное только внеш
ними причинами.

Основными задачами гидромеханики являются определение 
распределения скоростей и давления внутри жидкости и опреде
ление силового взаимодействия между жидкостью и твердым те
лом. Эти задачи решаются как с помощью теоретических иссле
дований (при этом широко используются математический анализ, 
способы средних величин, аналогий, размерностей, основные законы 
теоретической механики, термодинамики), так и специально по
ставленных экспериментов. В основе экспериментального метода 
лежат прежде всего законы механического подобия и основанные 
на них правила моделирования, позволяющие обобщить резуль
таты единичного опыта и распространить их на группу явлений, 
подобных изучаемому.

Гидромеханика делится на гидростатику, кинематику и дина
мику жидкости.

В гидростатике рассматривается частный случай движения 
жидкости — равновесие жидкости и равновесие твердых тел, пол
ностью или частично погруженных в жидкость.

К и н е м а т и к а  ж и д к о с т и  существенно отличается от кине
матики твердого тела. В твердом теле известно движение любой 
его точки, если заданы в общем случае движения трех точек тела. 
В кинематике жидкости такая связь отсутствует; частицы дви
жутся более или менее самостоятельно и их движение будет опре
делено, если будет известно поле скоростей, т. е. скоростей v в 
любой точке жидкости. Таким образом, в кинематике жидкости 
рассматриваются кинематические характеристики движения (виды 
течений, элементы поля скоростей, вращательное движение жид
кости и т. д.) без учета сил, вызывающих это движение.

В г и д р о д и н а м и к е  устанавливается взаимосвязь между 
действующими силами и движением жидкости, вызываемым 
этими силами. В свою очередь гидродинамику делят на гидроди
намику идеальной (невязкой) жидкости, при движении которой 
не учитывают силы трения, и гидродинамику вязкой жидкости. 
В последней главе раздела V рассмотрены некоторые вопросы 
движения сжимаемой жидкости.
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При изучении законов равновесия и движения жидкости не
обходимо знать основные физико-механические свойства жидко
стей.

Г Л А В А  32

ГИДРОСТАТИКА

§ 168. ОСНОВНЫЕ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ЖИДКОСТЕЙ

Основными физико-механическими свойствами жидкости явля
ются плотность и удельный вес, сжимаемость и вязкость.

Плотность и удельный вес. Плотностью р однородной жидкости 
называется масса жидкости в единице объема или отношение 
массы жидкости к ее объему:

Р = ^ г к г /м 3, (32.1)

где М — масса жидкости, заключенной в объеме V.
Удельным весом у однородной жидкости называется вес жид

кости в единице объема или отношение веса жидкости к его
объему:

Т =  4 н / м 3, (32.2)

где G — вес жидкости, заключенной в объеме V.
Между плотностью и удельным весом существует зависимость

р =  7 - ,  (32.3)

где g  — ускорение силы тяжести.
Так, если принять для пресной воды при t — 4° С, у =  9807 Н/м3 =

= 1000 кгс/м3 и g=9,807 м/с2, тогда Р — =1000 Н -с2/м4,
или в системе МКГСС при у=1000 кгс/см3

р =  -ggj- =  101,9 кгс-с2/м4.

Значения у и р для морской воды и других жидкостей приве
дены в справочниках. Удельный вес и плотность жидкости зави
сят от давления и температуры.

Сжимаемость жидкостей. Сжимаемостью называется свойство 
жидкости изменять свою плотность при изменении давления и 
(или) температуры. Для капельных жидкостей величина плотно
сти с изменением давления изменяется мало. Например, при уве
личении давления от 9,81 до 9,81 -102 Н/м2 (от 1 до 100 кгс/см2) 
первоначальный объем воды, а следовательно, и плотность ее 
уменьшаются всего на 0,5%.
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Плотность капельных жидкостей в зависимости от температуры 
изменяется в несколько большей степени. Так, плотность чистой 
воды при атмосферном давлении и изменении температуры от 4 
до 100° С уменьшается примерно на 4%.

Что же касается воздуха и других газов, то их плотность с из
менением давления и температуры изменяется весьма значительно. 
Для газов зависимость р от давления р и температуры t устанав
ливается, как известно из физики, уравнением состояния газа

где R — удельная газовая постоянная (для воздуха R =
= 287 дж /(кг-К );

Т  — абсолютная температура, К.
При постоянной температуре плотность воздуха возрастает 

практически прямо пропорционально увеличению давления. С воз
растанием температуры при р =  const плотность газов уменьшается. 
Так, если при неизменном давлении температура увеличится от 
нуля до 50° С, плотность газов уменьшится примерно на 18%.

Вязкость жидкости. Под вязкостью понимают свойство жидко
сти оказывать сопротивление относительному движению (сдвигу) 
частиц жидкости. Вязкость иногда называют внутренним трением. 
Силы трения обусловливают то, что слой жидкости, движущийся 
быстрее, увлекает слой жидкости, движущийся медленнее, и на
оборот. Согласно гипотезе И. Ньютона и дальнейшему развитию 
ее Н. П. Петровым касательное напряжение т, равное силе трения, 
приходящейся на единицу площади, и возникающее между смеж
ными движущимися слоями, пропорционально величине разности 
скоростей dv и обратно пропорционально расстоянию dn, т. е.

где [л — динамический коэффициент вязкости (Н -с/м2);
— градиент скорости по нормали к слою (м/с-м).

В ряде случаев удобно характеризовать вязкость жидкостей 
так называемым к и н е м а т и ч е с к и м  к о э ф ф и ц и е н т о м  
в я з к о с т и  v, представляющим собой отношение динамического 
коэффициента вязкости к плотности жидкости:

Коэффициент вязкости v получил название кинематического 
вследствие своей размерности, в которую входят кинематиче
ские характеристики. Вязкость жидкости зависит от ее темпера
туры.

(32.4)

V
р м2/с, (32.5)
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§ 169. СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ В ЖИДКОСТИ.
ГИДРОСТАТИЧЕСКОЕ ДАВЛЕНИЕ И ЕГО СВОЙСТВА

В жидкости вследствие большой подвижности частиц могут дей
ствовать только непрерывно распределенные силы.

Выясним природу этих сил. Для этого выделим в жидкости 
некоторый объем V, ограниченный поверхностью 6’. Силы, дейст
вующие на выделенный объем, делят на две группы (см. раздел 
«Динамика»): о б ъ е м н ы е  и л и  м а с с о в ы е  и п о в е р х н о с т -  
н ы е. Напомним, что объемные или массовые силы приложены к 
каждой материальной частице и пропорциональны ее массе (сила 
тяжести, силы инерции и др.).

Объемные или массовые силы, отнесенные к единице массы, 
будут иметь размерность ускорения. В дальнейшем будем зада
вать силы, отнесенные к единице массы, через их проекции X, Y,Z 
на оси неподвижной прямоугольной системы координат. Тогда 
проекции силы, действующей на элементарный объем AV будут 
XpAV, YPAV и ZpAV.

П о в е р х н о с т н о й  с и л о й  называют силу, которая приложе
на к поверхности рассматриваемого объема. Поверхностные силы 
удобно относить к единице площади поверхности, и тогда они назы
ваются с р е д н и м  н а п р я ж е н и е м  п о в е р х н о с т н ы х  сил.

Проекция напряжения на нормаль называется нормальным на
пряжением (или давлением) и обозначается р, соответственно 
проекция на касательную называется касательным напряжением 
(или напряжением трения) и обозначается т.

Гидростатическое давление и его свойства. Рассмотрим объем 
жидкости, находящейся в равновесии. Для определения гидроста
тического давления воспользуемся методом сечения. Мысленно 
проведем плоскость ВС (рис. 32.1) и отбросим, например, верхнюю 
часть объема I, заменяя ее действие на нижнюю часть объема / /  
нормальной силой М =  Р. Средним гидростатическим давлением на
зывается отношение

=  (32.6)

где S — площадь сечения, а Р — величина силы давления.
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Пусть AS — малая площадка, внутри которой расположена дан
ная точка А, а АР — величина силы, приходящейся на эту пло
щадку.

Г и д р о с т а т и ч е с к и м д а в л е н и е м  или д а в л е н и е м  
в д а н н о й  т о ч к е  называется предел отношения ДР к AS при 
AS->0, т. е.

За единицу давления в системе СИ принят паскаль (Па). Па
скаль— давление, создаваемое силой 1 Н, равномерно распреде
ленной по поверхности площадью 1 м2. Однако размер этой еди
ницы весьма мал. Она приблизительно в 105 раз меньше техниче
ской атмосферы, равной давлению 1 кгс на 1 см2. Точно 1 кгс/см2 = 
=  98066,5 Па. В настоящее время измерительные приборы пока 
градуированы в кгс/см2, т. е. в технических атмосферах.

Основные свойства гидростатического давления:
— направление гидростатического давления всегда совпадает с 

направлением внутренней нормали к рассматриваемой площадке;
— величина гидростатического давления в данной точке не за

висит от направления площадки, проходящей через эту точку.

§ 170. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ЖИДКОСТИ И ОСНОВНОЕ 
УРАВНЕНИЕ ГИДРОСТАТИКИ

Выделим в произвольном месте жидкости, находящейся в рав
новесии (рис. 32.2), элементарный параллелепипед, длины ребер 
которого dx, dy, dz и которые параллельны осям прямоугольной не
подвижной системы координат х, у, z.

В жидкости, находящейся в равновесии, силы внутреннего тре
ния отсутствуют (т =  0). Поэтому по граням параллелепипеда бу
дут действовать лишь нормальные усилия и соответствующие им 
гидростатические давления. Пусть величина гидростатического дав
ления в точке, расположенной в центре параллелепипеда, рав
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на р, где p = f(x, у, г) есть Непрерывная функция координат. Про
ведем через точку линию MN, параллельную оси х. Тогда в об
щем случае величина гидростатического давления будет непрерыв
но изменяться вдоль этой линии. Изменение величины гидростати
ческого давления, приходящейся на длине линии MN = dx,
может быть представлено частной производной используя ко
торую давление в точках М и N можно записать в виде:

P M = p - - 5 - d x £ ;  

p N =  p  +  - ~ d x - ^ ,
(32.8)

где второе слагаемое правых частей равенств (32.8) выражает 
изменение давления р на длине 1/2 dx.

Запишем условие равновесия элементарного параллелепипеда, 
объем которого dV = dxdydz в проекциях на ось х, учитывая, что 
проекция объемной силы будет Хрd V = Xpdxdydz

V  X t =  Xpdxdydz  + Р м — PN =  Xpdxdydz  + ^p — -̂— — 'jdydz—

~  ( p 13Г XT) dydz-

После простейших преобразований получим

Xpdxdydz  — — -dxdydz  — 0 или X ---- 1 - - ^  =  0.

Аналогично составляются уравнения равновесия в проекциях 
на оси у и z. Таким образом, д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е 
ния  р а в н о в е с и я  жидкости будут иметь вид:

X  ■ 

Y - 

Z

1 др  

р д х  

1 др

Т  W
1 др

Р д г

о-

0;

0.

(32.9)

Уравнения (32.9), полученные Л. Эйлером (1755 г.), показы
вают, что при равновесии жидкости объемные силы, действующие 
на жидкость, уравновешиваются соответствующими поверхностны
ми силами.

С практической точки зрения удобно представить систему урав
нений (32.9) в виде одного эквивалентного им уравнения, не со
держащего частных производных.
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Умножим почленно первое из системы уравнений (32.9) на dx, 
второе — на dy, третье — на dz и затем сложим все три уравнения; 
тогда получим

X d x +  Ydy +  Z d z  =  - y ( ^ r d x  +  -%jr dy  +  -&-dz').  (32.10)

Выражение в скобках есть полный дифференциал давления. Тогда 
уравнение (32.10) можно переписать в виде

X d x  +  Ydy +  Z d z ---- - dp =  0. (32.11)

Рассмотрим случай, когда из объемных сил на жидкость дейст
вует только сила тяжести, направленная по оси z  вниз. Тогда Х = 
=  У =  0; Z = —g. Уравнение равновесия (32.11) при этом примет 
вид

gdz +  - j d p  =  0. (32.12)

Интегрируя выражение (32.12), находим при p =  const

g z  +  —  =  const
6  Р

или, учитывая, что pg — -p, получаем основное уравнение гидроста
тики

JL +  z  == С =  const. (32.13)

Уравнение (32.13) выражает гидростатический закон распреде
ления давления. Слагаемое - -  =  ^пР называется приведенной вы
сотой давления; она имеет размерность длины и равна высоте 
такого столба жидкости, который при давлении на ее свободной 
поверхности, равном нулю, создает в основании давление р.

Сумма слагаемых ~  +  z  =  hnp +  z  =  H s называется гидроста
тическим напором. Гидростатический напор в данной точке равен 
значению удельной потенциальной энергии в этой точке (еп)

Y  +  z  =  hnp +  z  =  H s =  еп =  С =  const. (32.1 За)

Постоянную интегрирования в (32.13) можно определить из 
граничных условий. Для этого рассмотрим точку на поверхности 
жидкости, где г = 0 и р  = р 0 .

Из уравнения (32.13) получаем, что С — р0. Окончательно
P =  Po — 4Z. (32.14)

Обозначим через h = —z  углубление точки под свободной по
верхностью. Тогда

P = P o  +  ~(h. (32.15)
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давление вПо формуле (32.15) определяется гидростатическое 
точке на глубине h под поверхностью жидкости.

Из формулы (32.15) следует, что гидростатическое давление 
в данной точке покоящейся жидкости складывается из внешнего 
давления на поверхности р0 и избыточного давления, равного уh•

В большинстве практических случаев внешним давлением на 
поверхности является атмосферное (ро — Ра) и тогда поверхность 
называется с в о б о д н о й .

Д а в л е н и е  ро н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  н а з ы в а ю т  н а ч а л ь н ы м  
г и д р о с т а т и ч е с к и м  д а в л е н и е м .

Д а в л е н и е  р' = чК р а в н о е  весу  
с т ол б а  ж и д к о с т и  в ы с о т о й  h и п л о 
щ а д ь ю  с е ч е н и я  ( о с н о в а н и я ) , р а в н о й  
единице ,  н а з ы в а е т с я  и з б ы т о ч 
н ы м  г и д р о с т а т и ч е с к и м
д а в л е н и е м .

Т о г д а  п о л н о е  ( и л и  а б с о л ю т н о е )  
г и д р о с т а т и ч е с к о е  д а в л е н и е  р в т о ч 
ке с л а г а е т с я  из  н а ч а л ь н о г о  и и з б ы 
точного  г и д р о с т а т и ч е с к и х  д а в л е 
ний:

Д =  До +  Р1- (32.16)

. / / / / / / / / / S t .

Рг-
7777777,

f

/77777777777 

Рис. 32.3.

И з б ы т о ч н о е  д а в л е н и е  н а з ы в а ю т  м а н о м е т р и ч е с к и м ,  п о н и 
мая  п о д  ним р а з н о с т ь  м е ж д у  п о л н ы м  д а в л е н и е м  (р) и а т м о с ф е р 
ным ( р а) :

Ра—р — Pi- (32.17)
М а н о м е т р и ч е с к о е  д а в л е н и е  и з м е р я е т с я  п р и б о р а м и ,  н а з ы в а е м ы м и  
м а н о м е т р а м и .

Если полное давление м е н ь ш е  а т м о с ф е р н о г о ,  то вво
дится понятие в а к у у м а .  Вакуумом рвак называется разность

Рвак ■ Да Ру 1 (32.18)
О  ^  Д вак  ^  1ат- 1

Наличие вакуума показывает, что абсолютное гидростатическое 
давление меньше 1 ат, или 98066 Н/м2. Теоретически предельный 
вакуум (высота) может достигать 10,33 м вод. ст„ однако практи
чески это пока не осуществлено. Приборы, измеряющие давление 
меньше атмосферного, называются мановакуумметрами.

Из основного уравнения гидростатики (32.15) видно, что если 
давление рй на граничной поверхности изменить на какую - 
либо величину, то на такую  же величину изменится давление во 
всех точках объема, занимаемого жидкостью (закон П аскаля). Это 
свойство давлений в покоящейся жидкости широко используется 
во всех гидростатических, или, как их обычно называют, гидрав
лических машинах, гидропередачах, пневматических устройствах 
и т. п.
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Пример. Гидравлическая передача торпедного аппарата (рис. 32.3) состоит 
из двух сообщающихся сосудов и поршней диаметрами =  1 см, d 2 =  К) см.

Для того чтобы открыть переднюю крышку торпедного аппарата, необходи
мо усилие Р=100 кгс. Определить величину силы, которую нужно приложить к 
поршню d\.

Р е ш е н и е .  Устанавливаем, что давление на оба поршня одинаково 
(рис. 32.3), т. е.

P i  =  P i-

Pi F\ Pi Pi
г д е  P i =  ~ c ~  ; P i  —  -T J -  ИЛИ —  =  —  .

Oj 02 O] O2

откуда P x =  P 2~ -  — P i —it =  17̂  =  1 кгс.
•02 dr2 lu

Гидравлические передачи находят широкое применение в военно-морской 
технике.

§ 171. СИЛА ДАВЛЕНИЯ ЖИДКОСТИ. СУММАРНОЕ ГИДРОСТАТИЧЕСКОЕ 
ДАВЛЕНИЕ НА ПЛОСКИЕ И ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ

Рассмотрим давление жидкости на плоскую поверхность пло
щадью S, составляющую с горизонтом угол а (рис. 32.4) и располо
женную в плоскости xOz, перпендикулярной плоскости рисунка.

Ра
.---------- л -

Выделим бесконечно малую площадку dS, расположенную на 
некоторой глубине h под свободной поверхностью жидкости. Вели
чина элементарной силы, действующей на dS, будет равна

dP  =  pdS =  (р0 +  уh) dS =  (р0 +  yz  sin a) dS.

Величина силы (суммарное гидростатическое давление), дейст> 
вующей на всю площадь S, будет равна

Р — j  pdS  =  I* {Ро +  к A) dS  =  J  (р й -(- yz sin a) dS 
s s  s
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или

Р  =  p 0S +  у sin я f zdS.
s

О б о з н а ч и м  §zdS  =  zcS— с т а т и ч е с к и й  м о м е н т  п л о щ а д и  по ве р х -  
s

ности относительно оси х. Тогда

P =  p 0S +  -(Szc sin <* =  (/?„-f  тйс) 5  =  pcS, (32.19)

где p z — гидростатическое давление в центре тяжести пло- 
ской поверхности;

zc sin я =  hc— расстояние от свободной поверхности до центра тя
жести плоской поверхности.

Таким образом, в е л и ч и н а  с и л ы  д а в л е н и я  ж и д к о с т и  
на п л о с к у ю  п о в е р х н о с т ь  ( с у м м а р н о е  г и д р о с т а 
т и ч е с к о е  д а в л е н и е )  р а в н а  п р о и з в е д е н и ю  п л о 
щ а д и  э т о й  п о в е р х н о с т и  н а  г и д р о с т а т и ч е с к о е  
д а в л е н и е  в ее ц е н т р е  т я ж е с т и .

Обозначим слагаемые, входящие в равенство (32.19):

p0S — Р0; ySzc sin я =  =  Р \  (32.20)

которые называются: Р0 — Сила начального, а Р' — сила избыточ
ного гидростатических давлений. Тогда полная сила гидростати
ческого давления будет равна

Р = Р 0 +  Р'.

Ц е н т р  д а в л е н и я .  Точка приложения равнодействующей сил ги
дростатического давления называется ц е н т р о м  д а в л е н и я .  
Точки приложения Р 0, Р' 
и Р называют центрами со
ответственно начальной, из
быточной и полной сил ги
дростатических давлений.
Обычно сначала определяют 
точки приложения Р0 и Р', а 
затем по правилу сложения 
параллельных сил и точку 
приложения Р.

Начальная сила давле
ния Р0, представляющая со
бой равнодействующую рав
номерно распределенной по
площади нагрузки интенсивностью ро, всегда будет прило
жена в центре тяжести поверхности (рис. 32.5). Д л я  опреде
ления положения центра избыточной силы гидростатического дав
ления воспользуемся теоремой Вариньона, согласно которой мо
мент равнодействующей системы сил относительно произвольного
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полюса равен сумме моментов слагаемых сил относительно того 
же полюса! Тогда для рассматриваемого случая

P'zD =  { d P 1 -z — f z-f sin adS ■ z  =  у sin a j z 2dS, 
s  s  s

где f z2dS =IX— момент инерции площади поверхности относитель- 
У

но оси х.
Из полученного равенства следует, учитывая (32.20):

_  К sin alx _  l x 
D Р' z cS '

В соответствии с теоремой Гюйгенса Ix — Ix - f  z 2S. 
Тогда

z d  —

, +  z \S
z cS

XC i
ITS + г<:

или

(32.21)

где I — момент инерции площади поверхности относитель
но центральной оси;

/ , с =  у  - ^ - — радиус инерции.

Таким образом, центр и з б ы т о ч н о г о  г и д р о с т а т и ч е 
с к о г о  д а в л е н и я  в с е г д а  р а с п о л о ж е н  н и ж е  ( г л у б 

же)  ц е н т р а  т я ж е с т и  ф и г у р ы  (zD> z c) на величину -Ц- =

4
=  — которая называется э к с ц е н т р и с и т е т о м  Д а В Л е -

с̂
н И Я.

Аналогично можно показать, что другая координата xD центра 
избыточного давления, в случае если фигура не имеет оси симме
трии, определяется по формуле

X q ■ XZ 
' z ,S

или

= + (32.22)

где /xz — центробежный момент инерции той же площади относи
тельно указанных координатных осей.

Пример. Определить координату центра давления симметричного тела пря
моугольного сечения (ЬХа), находящегося на глубине h под свободной поверх
ностью (рис. 32.5). Учесть только избыточное давление.
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Р е ш е н и е .  Проводим оси координат с началом на свободной поверхности; 

ось х направляем вправо, ось z вниз. Тогда гс =  й + — . Определяем квадрат ра- 

диуса инерции сечения относительно центральной оси, параллельной оси х:
Ьа3

.2 _ Рс  _  12 _  а2 
l*c S Ьа ~  12

Определяем координату центра давления по формуле (32.21)

z D =  + + а (2а 4- 3h) 
3 (а +  2/г) (32.23)

Сила давления жидкости на цилиндрические поверхности. Э ле
ментарная сила гидростатического давления жидкости dP, прихо
дящаяся на элементарную площадку dS, будет направлена по нор
мали к ней, но не будет параллельна другим нормалям, как это 
имело место в случае плоской поверхности. Поэтому для определе
ния величины силы давления жидкости на поверхность произволь
ной формы следует определить проекции всех элементарных сил 
на соответствующие оси координат;

п п п

^  =  2  Д/ V ,  Ру =  2  ЛЯ,.,; Р г=  2  ЬР1г
i = i  i = i  i = i

и затем определить величину равнодействующей по формуле

P = V  Р1 +  р у +  р 1 (32.24)

Частным случаем криволинейных поверхностей являются ц и 
л и н д р и ч е с к и е .  Выделим на цилиндрической поверхности АВ 
(рис. 32.6) элементарную площ адку dS. Элементарная сила dP ги 
дростатического давления, приходящаяся на выделенную площад
ку dS, по величине равна

dP  =  (р 0 +  тh) dS  (32.25)

и направлена по нормали к ней. Обозначим угол между нормалью 
к площадке dS и вертикалью к свободной поверхности через а. 
Тогда проекции элементарной силы на вертикальную и горизон
тальную оси будут;

dPB ~  d P  cos я =  (р 0 +  кh ) dS ■ соз я; 
dPT —  dP  • s in  я —  (p 0 - f  ~[h) dS ■ sin  я,

где dS • cos a — dSr и dS • sin a =  dSa — проекции dS соответственно 
на горизонтальную и вертикальную плоскости.

Таким образом,

(32,26)

19-765

dPT =  p 0dSB +  ~[hdSB, 
dPB— p 0dS[ +  ~[hdST.
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Равнодействующая горизонтальных составляющих элементар
ных сил гидростатического давления будет равна (рис. 32.7)

Рг — ] Po4SB +  f ihdSB — p 0dSB +  j  j hdSB 
Sb К

или

Я г =  л А  +  ТАс$в =  (Ро +  тhc) SB. (32.27)

Рис. 32.7.

Таким^ образом, в е л и ч и н а  г о р и з о н т а л ь н о й  с о с т а в 
л я ю щ е й  с и л ы  г и д р о с т а т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  н а  ц и 
л и н д р и ч е с к у ю  п о в е р х н о с т ь  р а в н а  п р о и з в е д е н и ю  
п л о щ а д и  в е р т и к а л ь н о й  п р о е к ц и и  э т о й  п о в е р х н о 
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с т и  н а  г и д р о с т а т и ч е с к о е  д а в л е н и е  в ц е н т р е  т я 
ж е с т и  п л о щ а д и  в е р т и к а л ь н о й  п р о е к ц и и  ц и л и н 
д р и ч е с к о й  п о в е р х н о с т и .

Равнодействующая вертикальных составляющих элементарных 
сил гидростатического давления будет равна

Рв =  f  P0dSr +  | ihdSr =  p QSr +  у [ hdSr
Sr s ,- К

или

Я в =  л Л  +  l V {ABCD). (32.28)

В е л и ч и н а  в е р т и к а л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  с и л ы  
г и д р о с т а т и ч е с к о г о  д а в л е н и я  н а  ц и л и н д р и ч е с к у ю  
п о в е р х н о с т ь  р а в н а  с у м м е  д в у х  с и л  — с и л ы  в н е ш 
н е г о  д а в л е н и я  н а  г о р и з о н т а л ь н у ю  п р о е к ц и ю  ц и 
л и н д р и ч е с к о й  п о в е р х н о с т и  p0Sr и с и л ы  в е с а  ж и д 
к о с т и  jV  в о б ъ е м е  ABCD,  о г р а н и ч е н н о м  р а с с м а т р и 
в а е м о й  п о в е р х н о с т ь ю ,  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т ь ю  
ж и д к о с т и  и в е р т и к а л ь н ы м и  о б р а з у ю щ и м и ,  п р о в е 
д е н н ы м и  ч е р е з  к о н т у р  д а н н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  
п о в е р х н о с т и .

Величина силы полного гидростатического давления Р, под дей
ствием которой будет находиться цилиндрическая поверхность А В ,  
определяется по формуле

P = Y P1 +  P l  (32.29)

Плавучесть. Рассмотрим призматическое тело, полностью погру
женное в жидкость и находящееся в равновесии (рис. 32.8). Обо
значим равнодействующие силы, приложенные к соответствующим 
плоскостям этого тела, через P i, Р 2, Р з ,  Pi, Р 5, Р б -  Тело находится 
в равновесии, поэтому Р 3 =  — Р 4 ; Р$ =  — Р 6, т. е. силы взаимно урав
новешены. Величины сил P j и Р 2 соответственно равны:

Л  =  Т/г15’;
Р2 — th2S.

Обозначим вес тела буквой G и запишем условие его равнове
сия в проекциях на ось z

^ Z i =  - P 1 +  P2- ( J  =  0.

Разность Р 2 — Р] называется Архимедовой или поддерживаю
щей силой и определяется по равенству

Р ~  Р 2 — Pi =  tS  ( 'i2 — hx) — ~[Sh =  y V =  D, (32.30)

где V — объем тела (или части его), погруженного в жидкость;
D  — весовое водоизмещение тела.

Формула (32.30) справедлива для тела любой формы, полно
стью или частично погруженного в жидкость.
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Таким образом, р а в н о д е й с т в у ю щ а я  с и л а  д а в л е н и я  
ж и д к о с т и  н а  с м о ч е н н у ю  п о в е р х н о с т ь  н е п о д в и ж 
н о г о  т е л а ,  п о л н о с т ь ю  и л и  ч а с т и ч н о  п о г р у ж е н н о г о  
в ж и д к о с т ь ,  р а в н а  в е с у  ж и д к о с т и ,  в ы т е с н е н н о й  
т е л о м ,  п р и л о ж е н а  в ц е н т р е  т я ж е с т и  о б ъ е м а  п о 
г р у ж е н н о й  ч а с т и  т е л а  и в с е г д а  н а п р а в л е н а  в е р 
т и к а л ь н о  в в е р х  (закон Архимеда).

П л а в у ч е с т ь ю  тела Р называется разность между Архиме
довой силой и весом тела:

Р =  D — G. (32.31)

Рассмотрим следующие случаи:
1. D =  G — тело находится в равновесии, оно плавает в жид

кости;
2. D > G  — тело всплывает на поверхность воды (имеет п о л о 

ж и т е л ь н у ю  п л а в у ч е с т ь ,  так как D — G > 0);
3. D < G  — тело тонет (имеет отрицательную плавучесть, так 

как D — G < 0).

Пример. Определить величину горизонтальной составляющей силы гидроста
тического давления воды на головную часть торпеды (ракеты) при открытой 
передней крышке торпедного аппарата и плавучесть торпеды (ракеты) при сле
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дующих данных: глубина выстрела торпеды (ракеты) Я ,=  Ю0 м- d=53 см ее 
объем и вес “ ответственно V =I,4 м3; G = l - 3 - 1 0 4 Н, удельный вес воды

ТГ 9 , 8  % *  Н / м М ® Г “ г с е/ с м ^ ) аВЛеНИе НЭ П 0верхн 0С Т И  ПР ИНЯТЬ Р а в н ы м  д 0 =

Р е ш е н и е .  Определяем величину горизонтальной составляющей силы гид
ростатического давления воды по формуле (32.27)

Рг — (Ро +  4hc)SB,
где

с _  7crf2 6 -  — :
х-0,532

=  0,22 м2.

Подставляя числовые значения, получаем
Р г =  (9,8■ 10‘ +  1 • 104-100) -0,22 =  24,2• Ю4 Н.

а

Определяем плавучесть торпеды (ракеты) по формуле
P  = 1 - V — G =  М О 4-1,4 — 1,3-10* =  1 -103 Н.

Торпеда (ракета) имеет положительную плавучесть, равную 1 - 103 Н («100  кгс).

Понятие об остойчивости. Д ля равновесия плавающего тела нег 
обходимо, чтобы вес тела был равен поддерживающей силе, т. е. 
сумма их проекций на вертикальную ось была равна нулю и чтобы 
главный момент сил, действующих на плавающее тело, был также 
равен нулю. Второе условие будет соблюдено, когда центр тяжести 
тела и центр давления (центр тяжести вытесненного объема) ле
жат на одной вертикали. П усть какая-либо причина выведет п л а 
вающее тело из состояния равновесия. Остойчивостью называется 
свойство плавающ их тел при отклонении в заданных пределах от 
положения равновесия возвращаться после прекращения действия
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сил, вызвавших это отклонение, в начальное положение равнове
сия или колебаться около него. Д л я  тел, полностью погруженных 
в жидкость, вопрос об остойчивости решается проще, чем для тел, 
плавающих на поверхности, так как в последнем случае у тела 
сложной формы (корабль) при отклонении от положения равнове
сия изменяется и положение центра давления.

Рассмотрим простейший случай статической (без учета сил 
инерции) остойчивости тела, полностью погруженного в жидкость 
(рис. 32.9, а). Если точка D расположена выше точки С, тело ос

тойчиво, так как при отклонении тела (крене) появляется пара 
сил, которая стремится восстановить равновесие. Если точка О 
расположена ниже точки С, тело неостойчиво, так как пара сил 
является опрокидывающей и увеличивает крен. Е1ри совпадении 
точек С  и D тело обладает нулевой остойчивостью (состояние без
различного равновесия). Случай остойчивости тела, плавающего 
на поверхности, рассмотрен в главе раздела «Динамика». Если 
точка D будет выше точки С, остойчивость тела и здесь будет обес
печена.

Рассмотрим случай, когда точка D ниже точки С и тело имеет 
малый крен (а < Д 0 ° ч - 15 °). Точку пересечения поддерживающей 
силы с осью тела обозначим М, которая называется метацентром; 
соответственно MD называется метацентрическим радиусом и обо
значается гт, а СМ = т — метацентрической высотой. Д л я  того 
чтобы тело было остойчивым, небоходимо, чтобы

т =  DM  — CD >  О,

т. е. чтобы точка Dx после крена находилась справа от линии дей
ствия сил тяжести G, в противном случае тело неостойчиво, так 
как метацентр лежит ниже центра тяжести С.

Отметим, что у корабля кроме рассмотренного случая попереч
ной остойчивости рассматривают и продольную. При продольных 
наклонениях корабль будет всегда остойчивым, так как продоль
ный метацентр всегда лежит выше центра тяжести.



К И Н Е М А Т И К А  Ж И Д К О С Т И

§ 172. МЕТОДЫ ИЗУЧЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ

Движение жидкости вполне определено тогда, когда положение 
каждой частицы жидкости в пространстве задано в функции вре
мени. При исследовании движения жидкости можно пользоваться 
двумя методами: Л агр анж а и Эйлера.

Метод Л агр ан ж а или метод «фиксированных частиц» состоит в 
том, что исследование движения жидкости сводится к наблюдению 
движения фиксированных частиц жидкости, т. е. к определению их 
траектории. П усть при t =  t0 координаты рассматриваемой частицы 
жидкости будут а, Ь, с. Тогда в любой момент времени уравнения 
движения частицы жидкости в проекциях на оси прямоугольной 
неподвижной системы координат будут иметь вид:

x=*f i  {а, b, с, t);
У —f% (а, ь, с, 0;
z  =  /з  {а, Ь, с, t). (33 .1)

Скорость и ускорение частицы определяются по формулам кине- 
„  дх dvx

матики точки. Так, vx =  -^-, wx =  - ~ - h т . д.

Методом Л агр ан ж а при решении задач пользуются редко, ибо 
установить функциональную  зависимость между положением ча
стицы в начальный момент и в момент времени t весьма сложно. 
Кроме того, если жидкость однородна (все частицы одинаковы), 
то с практической точки зрения более важно знать кинематические 
характеристики в каждой точке пространства. Вот почему большее 
распространение получил другой метод — метод Эйлера. Движение 
всей жидкости по методу Эйлера изучается путем исследования 
движения в отдельных точках неподвижного пространства, заня
того движущейся жидкостью. По этому методу изучаются не пара
метры движения фиксированных частиц, а кинематические харак
теристики движения в ф и к с и р о в а н н ы х  т о ч к а х  п р о 
с т р а н с т в а .

Пусть для изучения движения жидкости выделены наблюда
тели. По методу Л агр ан ж а каждый наблюдатель, двигаясь с опре-

Г Л А В А  33
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деленной частицей жидкости, следит за ее движением. Собирая 
одновременно данные от всех наблюдателей, получаем представ
ление о движении всей жидкости.

По методу Эйлера наблюдатели размещены в определенных 
точках пространства, занятого движущейся жидкостью. Они сле
дят и информируют о скорости, ускорении и других параметрах 
(давление, плотность и т. д.) жидкости, протекающей через то ме
сто пространства, где находится наблюдатель (рис, 33 .1).

Рис. 33.1.

Проекции скорости частицы жидкости, имеющей координаты 
* ( /) ,  y(t),  z(t),  на оси неподвижной прямоугольной системы коор
динат будут, по методу Эйлера, функциями координат и времени:

^  у , * . 0 ;

^ у ~ ? 2 (х , у ,  z > 0 ; (33.2)

=  ь  ( * ,  у ,  z ,  t ).
где х, у, z, t — независимые переменные, a vx, vy и vz будем считать 
непрерывными дифференцируемыми функциями координат и вре
мени.

Величина и направление скорости определяются из равенств:

v  =  Y<o\ +  vl  +  vb

cos (i, v) =  - f - ; cos (j, v ) = - £ - cos (k, v) =

(33.3)

(33.4)

Ускорение движущейся частицы жидкости. Проекции ускорения 
на оси неподвижной системы прямоугольных координат определя
ются из (33.2). Так, например,

w  —  dv* —  dv x I dvx d x  dvx dy dvx dz
x dt dt ' dx dt ' dy dt ' dz dt  ’

556



где
d x
dt

dy_
dt

. dz
■v >' n r  =  v *-

Следовательно,

w x =
dvx
dt

II +  vx dvx
dx

dv у dv., dv.,
dt dt +  *x dx
dv. dv,

+  * v
dvzw z = dt dt dx

+  v d v r  

У d y +

d v

dvx
dz
dv.,

У +  V,+  Vy~djr +  ,V* —dz

+  v  ^  +  V iE s .^  v y  d y  ^  V * d z  ■

(33.5)

От уравнений Эйлера можно перейти к уравнениям Л агранж а 
путем интегрирования равенств:

i £ -  v  v
dt ’ v y dt ' Vz —  dt

откуда и получим равенства (33.1), в которых а, Ь, с будут на
чальными координатами, определяемыми из начальных условий. 
Отметим, что параметры потока р(х, у, z, t), р(х, у, z, t), Т(х, у, 
z, t) заданы в такой же форме, как и проекции скорости, т. е. в 
форме Эйлера, а поэтому их производные по времени имеют такой 
же вид, как и производные от проекций скорости. Так, например,

+  + J l vd t  Pit i я v x  i /-)n v * я •уdt d x d y dz V, (33.6)

Установившееся движение жидкости. Скорость частицы жидко
сти в общем случае движения зависит от четырех переменных: от 
ее координат х, у, z  и от времени t. В частном случае скорость дви
жения жидкости может быть функцией только координат и явно 
не зависеть от времени — случай у с т а н о в и в ш е г о с я  д в и ж е 
н и я .  У с т а н о в и в ш и м с я  называется движение жидкости, при 
котором ее скорость в любой точке занятого жидкостью простран
ства не и з м е н я е т с я  в о в р е м е н и .  Следовательно, при уста
новившемся движении:

dvx
d t

=  0;
d t  d t

:Q

и

Vx =  sfl (x >y>z )'> Vy =  <P2 (X, y, 2); v t =  9t (x, y, Z). (33.7)

Скорость при установившемся движении изменяется лишь при 
переходе от одной точки пространства к другой.

§ 173. ЭЛЕМЕНТЫ ПОЛЯ СКОРОСТЕЙ

Геометрический образ движущейся жидкости в виде совокуп
ности векторов, проведенных в каждой точке пространства и изо
бражающих скорость жидкости в этих точках, позволяет составить
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наглядное представление о характере ее движения. Однако пред
ставление о движении жидкости как о векторном поле все же яв
ляется довольно сложным для восприятия, поэтому мы введем по
нятие о линии тока.

П усть в данный момент времени t — tQ скорость частицы жидко
сти, находящейся в точке Мх пространства, будет vu в точке М2, 
расположенной на векторе vx вблизи Ми скорость будет соответ
ственно v2, точке М3 — v3 (рис. 33.2) и т. д. Если отрезки М,, Мь 
М 3, Л44, . . . ,  Мп считать бесконечно малыми, то ломаная М\М2. . М п

t  = t 0

в пределе перейдет в кривую, которая является огибающей по от
ношению к рассматриваемой совокупности векторов. Эта кривая 
называется л и н и е й  т о к а .

Таким образом, л и н и я  т о к а  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  л и 
н и ю ,  в к а ж д о й  т о ч к е  к о т о р о й  в д а н н ы й  м о м е н т  
в р е м е н и  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  с о в п а д а е т  с к а с а 
т е л ь н о й  к э т о й  л и н и и .

Линия тока обладает тем замечательным свойством, что каж 
дая частица жидкости, находящаяся на ней в данный момент вре
мени, имеет скорость, совпадающую по направлению с касатель
ной к этой линии.

В соответствии с этим свойством

v X d r  —
i j  k

<u <U <7!Vy vz

dx dy  dz
0 ,

t. e.

{vydz  — vtdy) ■ i +  {vzdx  — v zdz) j  - f  (vxdy  — v ydx ) k =  0.

Из последнего равенства следует, что

vydz  — vzdy  =  0; vzdx  — vxdz =  0; vxdy  — vydx  =  0
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или
dz
v,

dy
Vu

dz
v ,

dx
v r

d x
v r

dy
v v

Вместо полученной системы уравнений можно записать
d x  dv dz

(33.8)

Равенство (33.8) является уравнением линии тока в дифферен
циальной форме.

Условимся траекторией частицы жидкости называть совокуп
ность точек, характеризующих положение рассматриваемой части
цы в течение заданного промежутка времени, т. е. в различные
моменты времени. Учиты вая, что ^  =  vy = - ^ - ;  Уг = - ^ - , имеем 

Следовательно, уравнение траектории в диффе-
V,

ренциальной форме имеет вид
d x  
vJX V v

(33.9)

Уравнения (33.8)

Рис. 33.3.

и (33.9) существенно различны. Уравнение
(33.8) характеризует распределение скоростей в потоке жидкости 
в данный момент времени, а уравнение
(33.9) ■— перемещение частиц за определен
ный промежуток времени. Только при 
у с т а н о в и в ш е м с я  движении жидкости 
л и н и я  т о к а  и т р а е к т о р и я  ч а с т и ц  
жидкости, на ней расположенных, с о в п а 
д а ю т .

Отметим, что л и н и и  т о к а  не м о г у т  
м е ж д у  с о б о й  п е р е с е к а т ь с я .  Д ей 
ствительно, допустим, что две линии тока 
пересекаются в какой-либо точке. Н а осно
вании свойства линии тока скорость части
цы жидкости, находящейся в точке пересе
чения, должна быть одновременно направ
лена по касательным к этим линиям. Но геометрическая сумма 
двух скоростей уже не будет касательной ни к той, ни к другой 
линии, а поэтому они не являются линиями тока.

Понятие о линиях тока является исходным для представления 
о «струйчатой» модели движения жидкости, положенной в основу 
гидромеханики с самого начала ее возникновения и не утратив
шей своего значения и до сих пор.

Трубка тока. Выделим мысленно внутри потока жидкости про
извольный замкнутый контур abc. Через каж дую  точку этого кон
тура можно провести линию тока, соответствующую данному мо
менту времени (рис. 33.3). Поверхность, образуемая линиями тока, 
проходящими через точки этого контура, называется т р у б к о й
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г о к а .  Скорость на поверхности трубки тока будет всегда направ- 
лена по касательной к поверхности. С л е д о в а т е л ь н о ,  ж и д 
к о с т ь  не м о ж е т  в т е к а т ь  в т р у б к у  т о к а  и л и  в ы т е 
к а т ь  и з  н е е  ч е р е з  ее б о к о в у ю  п о в е р х н о с т ь ,  ч т о  я в 
л я е т с я  х а р а к т е р н о й  о с о б е н н о с т ь ю  т р у б к и  т о к а .

Таким образом, трубка тока представляет как бы канал, по ко
торому в продолжение бесконечно малого промежутка времени бу
дет течь наполняющая его жидкость. Ж идкость, наполняющая 
трубку тока, называется с т р у й к о й .  Таким образом, струйкой 
называется часть движущейся жидкости, ограниченная поверхно
стью, образованной линиями тока, проведенными в данный момент 
времени через все точки бесконечно малого замкнутого контура, 
находящегося в области, занятой жидкостью.

§ 174. РАСХОД ЖИДКОСТИ И УРАВНЕНИЕ НЕРАЗРЫВНОСТИ

Проведем в элементарной струйке поперечное сечение, перпен
дикулярное скорости, площадью (5 ), которое называется живым 
сечением. Р а с х о д о м  ж и д к о с т и  н а з ы в а е т с я  ее  к о л и 
ч е с т в о ,  п р о т е к а ю щ е е  в е д и н и ц у  в р е м е н и  ч е р е з  
ж и в о е  с е ч е н и е .  В зависимости от того, в каких единицах из
меряется жидкость, протекающая через живое сечение, применя
ются термины: «объемный расход» (м3/с), «массовый расход» 
(кг/с), «весовой расход» (кгс/с). Обозначим объемный расход бук

вой Q.
Тогда

dQ =  vdS.
Элементарная струйка жидкости является основным элемен

том, из которого складывается понятие о потоке жидкости. Под 
потоком жидкости будем понимать движение массы жидкости, 
ограниченное твердыми поверхностями либо в общем случае по
верхностями соприкосновения жидких или газообразных сред.

Поток жидкости будем представлять как совокупность элемен
тарных струек, движущихся с различными скоростями. В простей
шем случае поток можно представить состоящим лиш ь из одной 
струйки. Д л я  потока можем записать, что

Q =  j  d Q =  J  vdS,  (33.10)
(S) (S)

где (5 )— площадь живого сечения струйки;
Q — объемный расход жидкости.

Разделив расход Q на площадь живого сечения (5 ) , получим

=  v  «Р. (33.11)

т. е. величину, которая имеет размерность скорости и называется 
средней скоростью потока в данном сечении.
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Уравнение неразрывности (сплошности). Уравнение неразрыв
ности выражает закон сохранения массы, впервые открытый 
М. В. Ломоносовым. При рассмотрении движения жидкости будем 
считать, что жидкость сплошь (без пустот) заполняет занимаемое 
ею пространство.

Уравнение неразрывности для струйки жидкости. Выделим в 
установившемся потоке жидкости 
(рис. 33.4). В каждой точке сечения 
такой струйки ввиду его малости ско
рость можно считать одинаковой как 
по величине, так и по направлению.
Через боковую поверхность струйки 
жидкость не проходит. Следователь
но, масса жидкости, вытекающая че
рез сечение II—II, должна быть рав
на массе жидкости, втекающей через 
сечение / —I, т. е.

PiQi =  РгФг-
Учиты вая, что Qi =  j и Q2 = v2S2, равенство (33.12) можно за

писать в виде

Pl^ l^ l =  Р2̂ 2*̂ 2> (33.13)

где pvS является массовым секундным расходом жидкости и обо
значается тс.

Сечения 1—1 и II—II были выбраны произвольно. Следова
тельно,

рг>5 =  const (33.14)

по всей длине струйки. Уравнение (33.14) называется уравнением 
н е р а з р ы в н о с т и  и л и  п о с т о я н с т в а  р а с х о д а .

Если жидкость несжимаемая, то плотность р одинакова во всех 
точках и уравнение (33.14) можно переписать в виде

элементарную струйку

=  v2S2 =  const (33.15)
или

~  =  (33.16)
V 2

Таким образом, в струйке несжимаемой жидкости скорости об
ратно пропорциональны площадям поперечных сечений. Уравнение
(33.14) называется уравнением постоянства расхода или уравне
нием неразрывности в интегральной (гидравлической) форме.

Уравнение неразрывности в дифференциальной форме. Выде
лим мысленно в потоке жидкости элементарный объем в форме 
параллелепипеда с гранями dx, dy, dz, параллельными соответст
вующим осям неподвижной системы координат Oxyz (рис. 33.5). 
Составим применительно к этому объему выражение закона сохра
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пения массы. Д л я  этого определим массу жидкости, втекающей 
внутрь параллелепипеда и вытекающей из него за элементарный 
промежуток времени dt.

П усть в центре А (х, у, z ) параллелепипеда скорость и плот
ность частицы жидкости соответственно равны п и р .  Проекции 
скорости на оси неподвижной системы координат Oxyz обозначим 
vx, vv, vz.

Рис. 33.5.

Элементарная масса жидкости, втекающей через грань 433'4' 
за время dt, равна

dmx =  \ j v x — ^ ^ - ~ - \ d y d z d t .  (33.17)

Соответственно за время dt через грань 122'!' вытекает

dm'x =  \ j v x +  -  4 j r ]  dy dz  dt.  (33.18)

П усть dm'x> d m x. Тогда изменение (уменьшение) массы жидкости 
в рассматриваемом элементарном объеме за счет истечения в на- 
правлении оси Ох за время dt будет

dmx — dtnx — d j j --- dx dy dz  dt.

Аналогичные выражения могут быть написаны и для изменения 
массы за счет истечения жидкости через другие грани параллеле* 
пипеда:

dm'y — dmy — -д dx  dy  dz  dt;

dtn'z — dm2 =a - dx  dy dz  dt.
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Полное изменение массы в объеме параллелепипеда за время 
dt равно

д (рщ9 , д (Р^) , д (руг) 
дх  ~1~ ду ' дг dx dy dz dt. (33.19)

Изменение массы жидкости в фиксированном элементарном 
объеме dV= dxdydz может происходить только за счет изменения 
с течением времени плотности и соответственно массы жидкости. 
Это изменение в рассматриваемом случае уменьшения массы бу
дет равно

— JF i ? d x d y d z ) d t  =  — ^ d x d y d z d t .  (33.20)

Сопоставляя между собой выражения (33.19) и (33.20), после 
сокращения на dxdydzdt  получим

д (рvx ) ,  ̂(Р̂ у) д(оуг) 1 _____Рр
дх ' ду дг _ dt (33.21)

или

*1 +  J> L V +
dt ^  дх T t vy +  I F ^ + P fox

дх +
dvy

~ду + дУг
дг =  0.

В соответствии с (33.6)

£ р. =  А  ы. Л .  v  л-
dt dt ' дх х ' h . v  4 - —  V

ду V y ^  дг V*-

Тогда равенство (33.21) можно переписать в виде 

d ?
d t +  Р

dvx dvy дуг ■ _  п 
дх  +  ду +  дг ’ ~ ~ U- (33.22)

Полученное уравнение (33.22) является уравнением неразрыв
ности в дифференциальной форме для сжимаемой жидкости. Оно

/ d р Аустанавливает связь между скоростью изменения плотности ( )
и скоростью изменения объема. Д ля несжимаемой жидкости при

Рр
р =  const dt 0. Тогда уравнение неразрывности в дифференциаль

ной форме будет

fo x
дх +

Р Уу
р7 +

дУг
д г

=  0 (33.22а)

или
div v  =  0,

dvr dvv dvz
где div v  =  - g j  +  —  дивергенция скорости.

Физический смысл уравнения (33.22а) заключается в том, что 
объемы жидкости, одновременно втекающей в данный фиксиро
ванный объем пространства и вытекающей из него, равны.
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§ 175. ВРАЩАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ

В отличие от абсолютно твердой частица жидкости с течением 
времени может изменить не только положение, но и свою форму. 
Рассмотрим грань 144'Г  с ребрами dx и dy элементарного парал
лелепипеда dxdydz (рис. 33.6). П усть в точке 4 (х, у) проекции ско
рости будут vx и vv.

Проекции скорости в других угловых точках будут иметь раз
ные значения вследствие того, что v=f(x,  у).  Рассматриваемая 
грань будет не только перемещаться в пространстве, но и изменять 
свою первоначальную форму. Элементарное смещение рассма
триваемой грани можно свести к следующим составляющим 
(рис. 33.7):

— поступательное движение грани как твердого тела 
(рис. 33.7, а) ;

— вращательное движение грани (рис. 3 3 .7 ,6 );
— линейная и угловая деформации грани (рис. 33.7, в, г).
Таким образом, в случае движения элементарного объема жид

кости (который представляет собой д е ф о р м и р у е м о е ,  а не 
твердое тело), желая определить скорость какой-либо частицы 
этого объема, необходимо учитывать дополнительно составляю
щую скорости, обусловленную деформацией рассматриваемого 
объема.

В соответствии с этим в основе кинематики жидкости лежит 
следующая теорема: в любой момент времени движение элемен
тарного объема жидкости можно рассматривать как результат 
сложения движения полюса, вращения вокруг мгновенной оси, 
проходящей через полюс, и деформационного движения.

Проекции вектора мгновенной угловой скорости ш на оси не
подвижной прямоугольной системы координат и его величина будут 
равны:

Введем понятие о в и х р е .  Термин «вихрь» употребляется в
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в Линейная деформация z  Угловая деформация
Рис. 33.7.

гидромеханике в двух значениях. Условимся называть вихрь в пер
вом значении расчетным и во втором — физическим.

Р а с ч е т н ы м  в и х р е м  будем называть вектор ш мгновенной 
угловой скорости вращения частиц жидкости, определяемый фор
мулами (33.23).

Ф и з и ч е с к и м  в и х р е м  будем называть группу частиц ж ид
кости, вращающихся как твердое тело вокруг некоторой мгновен
ной оси. М гновенная ось вращения может быть неподвижной или 
перемещающейся в пространстве. Такие вихри наблюдаются, на
пример, в кормовой части плохо обтекаемого тела. Примером вих
ря является такж е смерч. _

Движение жидкости, во всех точках которой вектор ш вихря 
скорости отличен от нуля ш=£0, называется в и х р е в ы м  д в и ж е 
н и е м .  При невихревом движении «  =  0 и — =
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§ 176. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ

Потенциал скорости. Д л я  невихревого движения жидкости спра
ведливы следующие соотношения:

2

2
2

2
2

ду

dvx
dz

dvy
дх

dvy ' 
~ б Г ,

дх 

dv х

=  0;

или

dvz dvy
ду dz
d v r дуг
dz дх
dvy dvx
дх ду

(33.25)

Равенства (33.25) выражают необходимое и достаточное усло
вие того, чтобы vx, vy, vz являлись частными производными по ко
ординатам от некоторой функции <р(х, у, z),  называемой п о т е н 
ц и а л о м  с к о р о с т и :

ду
v

(>?. 
ду ’ V, ду

dz ' (33.26)

Всякому невихревому движению соответствует свой потенциал ско
рости. Справедливо и обратное утверждение. Е с л и  с у щ е с т 
в у е т  п о т е н ц и а л  с к о р о с т и ,  то движение жидкости проис
ходит без вращения частиц и невихревое движение обычно назы
вают п о т е н ц и а л ь н ы м .

П ри существовании потенциала скорости решение задач зна
чительно упрощается. Вместо отыскания трех функций vx, vv, vz 
достаточно найти всего одну потенциальную функцию ср(х, y , ’z), 
а затем проекции скорости вычислить, пользуясь равенствами
(33.26).

Функция тока. Д ля плоскопараллельного движения жидкости, 
при котором ее частицы движутся параллельно некоторой непо
движной плоскости со скоростями, не зависящими от расстояния 
частиц до этой плоскости, решение многих задач значительно 
проще, чем для пространственного движения. Во многих практи
ческих случаях с достаточной для практики степенью точности мож
но приближенно считать действительное движение жидкости пло
скопараллельным. При изучении плоскопараллельного движения 
жидкости большое значение имеет ф у н к ц и я  т о к а .  Функцией 
тока называется функция ф (х, у, t), частные производные от кото
рой равны:

<)ф
дх v r (33.27)

Уравнение линий тока в случае плоскопараллельного движения 
имеет вид

или Vjcdy — Vydx =  0. (33,28)
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Подставляя в (33.28) величины проекций скоростей через функцию 
тока ф, получим

„<?Ф. ^  , <?Ф
дх d x  +  ^ d y  =  0 . (33.29)

При у с т а н о в и в ш е м с я  движении левая часть этого выра
жения представляет собой полный дифференциал функции тока

dif =  0. (33.30)
Отсюда следует, что ф(х, у) =  const. Таким образом, ф у н к ц и я  

т о к а  н а  л и н и и  т о к а  с о х р а н я е т  п о с т о я н н о е  з н а ч е 
н и е .

Если функция тока найдена 
(а она является интегралом урав
нения неразрывности), то для по
лучения уравнения линии тока 
достаточно приравнять ее неко
торой постоянной, соответствую
щей определенной линии тока.

Циркуляция скорости. Д ля 
определения понятия ц и р к у л я 
ц и я  с к о р о с т и  в пространст
ве, занятом движущейся жидко
стью, возьмем замкнутый кон
тур k длиной I (рис. 33.8). В раз
личных точках контура, располо
женных на расстоянии А/* одна
от другой, проведем векторы скоростей и,- частиц жидкости, нахо
дящихся в данный момент в этих точках, и касательные ц  к кон
туру, направленные в сторону обхода (на рис. 33.8 по ходу часо
вой стрелки). Составим сумму

i—n

2  v i  COS (33.31)
(=rl

где a.i — угол между векторами скорости и соответствующими ка 
сательными. Предел этой суммы, равный интегралу по замкнутому 
контуру k, проведенному внутри движущейся жидкости от проек
ции вектора скорости на касательную к контуру, умноженной на 
длину элемента dl линии контура, называется циркуляцией скоро
сти и обозначается через Г.

П
Г =  lim  c0Sa<A(/=  j* ^ cos (г», т) сЦ. (33.32)

лГ -Г о^1 <»

Знак циркуляции зависит от принятого направления обхода и 
направления течения. Формула (33.32) может быть записана в 
другом виде, учиты вая, что dr — dl- т:

Г  =  j  v  ■ dr  =  J v x dx  +  vy dy  +  v2 dz.
(D w

(33.33)



Г Л А В А  34

ГИДРОДИНАМИКА НЕВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

Ж идкость, условно лишенная одного из ее основных свойств — 
вязкости, называется и д е а л ь н о й  или н е в я з к о й  ж и д к о 
с т ь ю .  При движении идеальной жидкости силы трения между 
слоями при относительном скольжении отсутствуют (р =  0). В не
вязкой жидкости действует только г и д р о д и н а м и ч е с к о е  
д а в л е н и е ,  обладающее всеми свойствами гидростатического.

Изучение гидродинамики начинается с исследования более про
стой модели жидкости — изучения динамики невязкой жидкости.

§ 177. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ФОРМЕ ЭЙЛЕРА

П усть на частицу идеальной жидкости, движущ уюся с ускоре
нием w, действуют объемная и поверхностная силы, проекции ко
торых соответственно определяются левой частью равенств
(32.9). Тогда уравнения движения частицы единичной массы 
(т =  1) в проекциях на оси неподвижной прямоугольной системы 
координат будут:

Если ускорение ш =  0, то система (34.1) приводится к уравне
ниям равновесия (32.9). Система (34.1) является дифференциаль
ными уравнениями движения жидкости в форме Эйлера.

В случае сжимаемой жидкости p =  f(x, у, z, t) система является 
незамкнутой, так как неизвестных пять vx, vv, vz, р и р, а уравнений 
всего три. Недостающими уравнениями являются:

Уравнение неразрывности

dvx __у ____ 1_ др . 1
dt  р дх ’

^ L = Y - ± ^ P - -

dt  р ду ’

(34.1)

dvz1 An
dt р az '

(34.2)
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Уравнение состояния р =  /(р , Т). Так, для адиабатического 
изменения состояния, как известно из физики, при показателе 
адиабаты k:

pp~k =  const. (34.3)

Д ля н е с ж и м а е м о й  жидкости p =  c o n s t ; =  О и неизвест

ных будет четыре, которые определяются из системы уравнений 
(34.2) и (34.1).

§ 178. УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ, ЭЙЛЕРА И ЛАГРАНЖА

Уравнения Эйлера могут быть проинтегрированы лишь для не
которых частных случаев.

Будем полагать, что движение жидкости установившееся, а дей
ствующие объемные силы имеют потенциал. Перепишем систему 
(34.1) в виде:

11 dp dvx
p dx dt

1 dp dvy

p dy dt

1 dp dvz
p dz dt

: 0; 

= 0;

=  0.

(34.4)

Каждое из уравнений системы (34.4) умножим соответственно 
на dx, dy, dz  — проекции элементарного перемещения частицы 
вдоль линии тока на оси неподвижной системы координат, затем, 
складывая почленно, получим

{ X d x + Y d y  +  Z d z ) — L ( - ^ d x  +  ^ d y  +  ^ d z ) -

dt dx +  ^ f d y + ^ f i z \ = 0 .  (34.5)
dv

В уравнении (34.5) с учетом того, что движение установив
шееся, а силы имеют потенциал, имеем:

X d x  +  Y d y  +  Z d z  =  ^ d x  +  ^ j d y + - ~ d z  =  dU-, (34.6)

dp

дх

dp
d x d x  +  1 7 d y  +

dp_
dz

dz — dp\ (34.7)

dvx
dt dx  -|- dVy d y  +  4 t ~ d z  =  v * d v * +dt

+  vydvy +  vzdvz ^ d ^ ) , (34.8)



vxdvx +  vydvy +  vzdvz =

d 4  +  г'у +  1'г 
—  dt 2

Тогда после подстановки из (34.6), (34.7), (34.8) в формулу (34.5) 
получим

- d U + d f - + d ( ^ ) = 0 .  (34.9)

Д ля сжимаемой жидкости p = f(p). Обозначим 
Тогда уравнение (34.9) можно записать в виде

d ( - t /  +  P  +  - £ )  =  О,

откуда получаем так называемый интеграл Бернулли

—U +  Р  +  -у - =  const, (34.10)

где для каждой линии тока или струйки постоянная интегрирова
ния своя. Д ля струйки параметры потока предполагаем усреднен
ными по сечению.

Д л я  несжимаемой жидкости р =  const и, следовательно,

Р =  (34.11)

Тогда выражение (34.10) примет вид

—U +  ~  +  -у -  =  const. (34.12)

Принимаем, что на частицу жидкости действует только одна 
объемная сила — сила тяжести, потенциал которой

U =  - g z ,  (34.13)

тогда уравнение (34.12) будет иметь вид

gz  +  — +  -4 - — const. (34.14)
Р  z

Разделив на g и учитывая, что pg — у, где у — удельный вес, по
лучим другой вид уравнения Бернулли

* + - f  +  $  =  Cl‘ (34Л5)

Выражение (34.15) представляет собой уравнение Бернулли 
для несжимаемой невязкой жидкости, находящейся под воздей
ствием объемных и поверхностных сил.
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Таким образом, при установившемся движении несжимаемой 
невязкой жидкости вдоль линии тока сумма трех величин

2 + р_
1

сохраняет постоянное значение во всех точках на данной линии 
тока.

Д ля двух точек на одной и той же линии тока

z' +  f  +  i = Z2+f  +  i  • (34Л6)
Уравнение Бернулли является основным уравнением гидромеха

ники. О н о  у с т а н а в л и в а е т  с в я з ь  м е ж д у  с к о р о с т ь ю ,  
г и д р о д и н а м и ч е с к и м  д а в л е н и е м  и п о л о ж е н и е м  
д в и ж у щ е й с я  ч а с т и ц ы  ж и д к о с т и .  В дальнейшем это урав
нение будет дополнено членами, учитывающими вязкость жидко
сти, и распространено на поток конечных размеров.

Если движение жидкости установившееся и невихревое, то при 
интегрировании уравнений движения жидкости получаем уравне
ние Эйлера

2 Н ~ Ь =  С 0 =  const. (34.17)

Оно по форме одинаково с уравнением Бернулли. Отличие от по
следнего заключается в том, что постоянная интегрирования в 
уравнении Бернулли является постоянной лишь для частиц одной 
и той же линии тока и принимает различные значения для раз
личных линий тока. В уравнении же Эйлера постоянная интегри
рования сохраняет одно и то же значение д л я  в с е х  ч а с т и ц  
д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т и .

Д ля случая невихревого, но неустановившегося движения ж ид
кости получено уравнение Л агр анж а, которое имеет вид 2

2 4- JL +  Д1 =  - - l i t
^  Т ^  2g  g  dt ’ (34.18)

где ср — потенциал скорости.

§ 179. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ЧЛЕНОВ УРАВНЕНИЯ БЕРНУЛЛИ

Ввиду исключительной важности для гидромеханики уравнения 
Бернулли разберем более подробно физический смысл каждого из 
членов уравнения (34.15).

Все члены уравнения Бернулли в видр (34.15) имеют линейную 
размерность, поэтому их называют в ы с о т а м и .

Первое слагаемое 2 — высота рассматриваемой частицы ж ид
кости над некоторой горизонтальной плоскостью (плоскостью 
сравнения). Это слагаемое называется г е о м е т р и ч е с к о й  в ы 

с о т о й .  Второе слагаемое —  высота, которую должен бы 

иметь покоящийся столб жидкости, чтобы получить давление р у
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его основания. Это слагаемое называется п ь е з о м е т р и ч е с к о й
» гг* I'2в ы с о т о й .  Третье слагаемое ^ — высота, на которую могла бы

подняться в пустоте материальная точка, брошенная вертикально 
вверх с начальной скоростью v. Это слагаемое называется с к о 
р о с т н о й  в ы с о т о й  и л и  с к о р о с т н ы м  н а п о р о м .

Энергетический смысл членов уравнения Бернулли в виде

уравнения (34.15). Сумма слагаемых z  4—^-характер изует удель

ную, отнесенную к единице веса, потенциальную энергию, а сла

гаемое -щр — удельную кинетическую энергию движущейся частицы

жидкости. Из уравнения Бернулли следует, что при установившем
ся движении невязкой жидкости удельная механическая энергия, 
равная сумме удельной кинетической и удельной потенциальной 
энергии, вдоль одной и той же струйки (траектории или линии 
тока) не изменяется — закон сохранения энергии для движущихся 
жидкостей.

Если при переходе от одного сечения струйки невязкой жид
кости к другому скорость, например, у в е л и ч и в а е т с я ,  то свя

занное с этим возрастание удельной кинетической энергии про- 

изойдет за счет уменьшения на ту же величину удельной потен

циальной энергии z - f -р-, и наоборот. За счет преобразования од

ного вида энергии в другой мы наблюдаем при возрастании ско
рости уменьшение давления, а при уменьшении скорости — воз
растание давления.

При постоянной величине z  (движение жидкости происходит 
в горизонтальной плоскости) уравнение Бернулли принимает вид

Y  +  j g  =  c i =  const (34.19)

или

p  +  Jt - tC . - c , .

Запишем это уравнение для двух точек линии тока
р v \  рг>^

Pi +  ~ ^ P „  +  - ~ - ,  (34.20)

где р р Vl — давление и скорость в произвольной точке;
Pool — давление и скорость в бесконечности.
С  помощью уравнения (34.20) может быть объяснено возник

новение гидродинамического поля кораблей.
Г и д р о д и н а м и ч е с к и м  п о л е м  к о р а б л я  называется 

область водного пространства, прилегающего к кораблю, в пре
делах которого наблюдается изменение давления, обусловленное 
движением корабля.

Движение корабля приводит к перемещению частиц воды 
(рис. 34 .1), В соответствии с уравнением (34,20), чем больше ckq-
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рость, тем меньше давление. Таким образом, вблизи движущегося 
корабля создается область пониженного г и д р о д и н а м и ч е 
с к о г о  д а в л е н и я ,  приближенная эпюра изменения которого 
представлена в нижней части рис. 34.1.

§ 180. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОГО ТЕЧЕНИЯ 
ЖИДКОСТИ И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ

При движении корабля, ракеты, торпеды, мины окружающий 
их поток жидкости можно условно разделить на три области 
(рис. 34.2). Первая область непосредственно соприкасается с по-

III Внешний потенциальный поток

II
Гидродина
мический

след

верхностью тела, имеет вид тонкого слоя толщиной 8 (погранич
ного слоя), в котором градиент скорости по нормали к по
верхности имеет большое значение и велики значения силы 
вязкости. Скорость в пограничном слое изменяется по тол
щине от v =  0 до v — vmax- Границей пограничного слоя принимают 
условно кривую или поверхность, где omax =  0,98 v^. Заторможен
ные частицы пограничного слоя уносятся набегающим потоком
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вдоль тела в образуют за телом вторую область — область г и д р о -  
( а э р о )  д и н а м и ч е с к о г о  с л е д а  или с п у т н о й  с т р у и .  И с
следования показывают, что эта область заполнена вихрями, об
разующимися при обтекании твердого тела. Внутри пограничного 
слоя и гидро- (аэро) динамического следа пренебрегать силой тре
ния нельзя.

Т р е т ь я  о б л а с т ь  находится за пределами пограничного слоя 
и называется областью внешнего потенциального потока. В третьей 
области силы вязкости незначительны, и поэтому к ней можно при
менять законы гидромеханики идеальной невязкой жидкости, дви
жение которой является потенциальным.

Напомним, что потенциальным или невихревым называется 
движение жидкости, во всех точках которой вектор вихря скорости 
равен нулю. Д л я  такого движения жидкости существует потен
циальная функция ср(х, у, г, (), частные производные от которой 
равны:

(34.21)

Изучение потенциального движения жидкости имеет большое 
значение при решении задач обтекания тела потоком жидкости. 
Чтобы определить движение жидкости в пограничном слое, надо 
сначала решить задачу обтекания тела потенциальным потоком 
жидкости. Составляющие скоростей в потенциальном потоке дол
жны удовлетворять, с одной стороны, условиям, определяемым 
функцией потенциала скоростей, с другой стороны — условиям не
разрывности движения. Подставляя значения (34.21) в уравнение 
неразрывности (34.2), получаем

дух
дх

dvy д у Л  _£р_ , ( Ду? ,
ду дг ) d t  ' ' \  дх2 ' Ру2

й29
I F =  0 .

При р =  const получаем равенство, которое называется урав
нением Л апласа:

Э*2 -+■ ду’ +  д*2 > (34.22)
или Дф =  0, j

д2 д2 д2
где А — 1W  +  l y  +  F F ~  опеРатоР Л апласа.

Связь между скоростью потока и давлением для установивше
гося потенциального движения потока несжимаемой жидкости 
определяется уравнением Эйлера, которое при 2 =  const имеет вид:

Р +  ~  =  const. (34.23)

Д л я определения скорости и давления в потенциальном потоке 
имеем два уравнения: (34.22) и (34.23). Непосредственное совме
стное решение их чрезвычайно трудно, так как одно из них — урав
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нение Л апласа — является дифференциальным. В уравнение Эйле
ра входят две неизвестные величины, в то время как в уравнение 
Л апласа входит лишь одна — функция потенциала скорости. П о 
этому сначала из уравнения Л апласа (34.22) нужно определить 
потенциал скорости ср и по формулам (34.21) вычислить проекции, 
а затем и величину скорости.

Подставляя затем значение скорости в уравнение Эйлера, на
ходим искомое давление. Таким образом, решение задачи о по
тенциальном движении жидкости в основном сводится к опреде
лению потенциала скорости ср, для чего необходимо проинтегриро
вать уравнение Л апласа. Методы интегрирования уравнения Л а п 
ласа могут быть объединены в три группы: аналитические, графи
ческие и экспериментальные (аналоговые).

П усть из резервуара достаточно большого объема и попереч
ного сечения жидкость поступает в трубопровод, имеющий в ка
ком-либо месте сужение. Обозначим давление в резервуаре в ме
сте, расположенном против входа в трубопровод, где скорость 
практически равна нулю, через р 0 (поддерживается постоянным), 
а давление и скорость в сужении через р  и V.

Применяя уравнение Бернулли (34.20), для двух рассматри
ваемых сечений можно записать

По мере уменьшения сечения трубопровода скорость v будет 
увеличиваться, а давление р  уменьшаться. Так как жидкость прак
тически не способна сопротивляться растягивающим усилиям, то 
давление р  не может быть отрицательным. Следовательно, суще
ствует критическая предельная скорость движения жидкости vnp, 
при которой р =  0. Величина этой скорости будет равна

Так, если принять давление в трубе р0 = 3 ат =  3 - 1 0 4 кгс/м2; ?  —
=  1020 кгс/м3; g =  9,81 м/с2,
тогда

Опыты показывают, что при скоростях, близких к оПр в области 
пониженного давления, из жидкости выделяются мельчайшие п у
зырьки растворенного в ней воздуха (жидкость закипает). П о  мере 
повышения скорости количество пузырьков увеличивается, в ж ид
кости образуются полости, заполненные паром или газом.

§ 181. ПОНЯТИЕ О КАВИТАЦИИ

I PvPo =  P +  Ij - -
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Я в л е н и е  о б р а з о в а н и я  в п о т о к е  ж и д к о с т и  п о л о 
с т е й ,  з а п о л н е н н ы х  г а з о м  и п а р о в о з д у ш н о й  
с м е с ь ю ,  н а з ы в а е т с я  к а в и т а ц и е й .

Таким образом, при понижении давления в потоке жидкости 
до определенной величины, близкой к соответствующей давлению 
насыщенных паров рпп, в нем образуются полости в виде пузырь
ков, заполненных паром или газом. К ак только эти пузырьки при 
дальнейшем движении жидкости попадают в область давлений 
больших рва, происходит быстрое смыкание полостей (захлопыва
ние), сопровождаемое резким шумом. С  возникновением кавита
ции нарушается сплошность потока. Количественное изменение 
скорости приводит к качественному изменению потока, к которому 
уже нельзя применять уравнение Бернулли. Явление кавитаций 
может наблюдаться не только при движении жидкости по трубо
проводам, но и при работе гидравлических насосов, водяных тур
бин, а также на корпусе торпед, ракет, мин, подводных лодок, 
на винтах кораблей.

Вследствие кавитации изменяется силовое воздействие жидко
сти на тело. Уменьшается скорость движения, увеличивается шум- 
ность, разрушаются гребные винты, снижается К П Д  гидравличе
ских насосов, водяных турбин.

Вопросы увеличения скорости и снижения шумности морского 
оружия и его носителей являются весьма актуальными для ВМ Ф . 
Склонность потока к кавитации характеризуется безразмерным 
коэффициентом ак, называемым числом кавитации и определяе
мым выражением

Число кавитации ок представляет собой запас давления в по
токе над уровнем начала кавитации, выраженной в долях ско
ростного напора. Значение ак, соответствующее началу кавитации, 
обозначается оКр и называется критическим числом кавитации, ко
торое определяется опытным путем. Н ачало кавитации зависит от 
температуры жидкости, которая влияет на давление насыщенных 
паров. Так, например, для воды при  ̂=  0 °С  рнп =  62 кгс/м 2; при 
t  =  30° С  рнп =  433 кгс/м 2 и т. д.

Скорость движения твердого тела, соответствующая началу 
кавитации, называется критической скоростью и определяется по 
формуле

Из выражения (34.24) следует, что величина критической ско
рости возрастает с увеличением глубины погружения тела h и 
уменьшением критического числа кавитации оКр- Икр может быть 
увеличена путем применения более плавных обводов головной
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части тела. Опыты показывают, что для удлиненных тел вращения 
на глубине погружения 5+10 м щф = 30 +  35 м/с. Так, для тор
педы при окр =  0,40 /г=10 м; температура воды 10° С (р„п= 
= 1224 Н/м2) ра= 1 ,0 М 0 5 Н/м2; у = Ы 0 4 Ы/м3; р=1020 кг/м3.

* 4 =  j / :
2 (1,01 • 10б +  1-10М0 — 1224) 

1020-0,4 ;31,2 м/с.

§ 182. СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА ТЕЛО ПРИ ЕГО УСТАНОВИВШЕМСЯ 
ДВИЖЕНИИ В НЕВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ. ТЕОРЕМА Н. Е. ЖУКОВСКОГО

О ПОДЪЕМНОЙ СИЛЕ

Рассмотрим движение бесконечно длинного круглого цилиндра 
в плоскопараллельном потенциальном потоке невязкой жидкости 
(рис. 34.3,а).

В гидромеханике используется метод о б р а т и м о с т и  д в и 
ж е н и я ,  который состоит в том, что вместо движения тела в не
подвижной жидкости рассматривают движение жидкости относи
тельно неподвижного тела. При этом относительное движение не 
изменяется, а следовательно, не изменяются и гидродинамические 
силы. Тогда при симметричном обтекании неподвижного цилиндра 
силы гидродинамического давления будут взаимно уравновеши
ваться, цилиндр будет испытывать со стороны потока лишь сим
метричное сжатие и сопротивление его движению равняется нулю. 
В этом заключается так называемый п а р а д о к с  Д а л а м б е р а .  
Такой результат является следствием принятых предположений об 
отсутствии в потоке идеальной жидкости сил вязкости и вихре- 
образований. При движении цилиндра в вязкой жидкости сопро
тивление его не равно нулю.

Рассмотрим движение бесконечно длинного круглого цилиндра, 
вокруг которого существует циркуляционный поток (рис. 34.3,6).

В реальных условиях циркуляцию вокруг цилиндра можно соз
дать путем вращения цилиндра. Вращающийся цилиндр благодаря 
трению увлекает за собой во вращение и прилегающие к нему слои 
жидкости. Если к этому добавить еще поступательный поток, то 
получается картина, очень близкая к той, которая показана на
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рис. 34.3, б. Скорости набегающего потока и точек на поверхности 
цилиндра над цилиндром имеют одинаковое направление и скла
дываются, а под цилиндром — разное и вычитаются. Суммарная 
скорость будет над цилиндром больше, а давление в соответствии 
с уравнением Бернулли меньше, чем под цилиндром. В результате 
возникает подъемная сила, направленная в сторону повышенных 
скоростей.

Обратим внимание на то обстоятельство, что создание рассмо
тренного выше циркуляционного обтекания цилиндра формально 
равносильно замене цилиндра одиночным вихрем. Отсюда возни
кает формальная возможность замены любого тела, обтекаемого 
циркуляционным потоком, соответствующей системой вихрей. На 
возможность такой замены впервые указал Н. Е. Жуковский в 
1905 г. Им же доказана теорема о подъемной силе, которая опре
деляет силовое воздействие плоскопараллельного потенциального 
потока на обтекаемое им тело любой формы. Величина подъемной 
силы на единицу длины определяется из равенства

Py ^ v J pi, (34.25)

где — скорость набегающего потока, Г — циркуляция, р — плот
ность жидкости.

Таким образом, подъемная сила, приходящаяся на единицу 
длины бесконечного тела, например крыла, в плоскопараллельном 
потоке невязкой жидкости по величине равняется произведению 
скорости набегающего потока на циркуляцию и на плотность 
жидкости, а по направлению совпадает с перпендикуляром к век
тору скорости, восстановленным в сторону, где циркуляционное 
течение совпадает с набегающим потоком.

Так как циркуляция скорости в реальных условиях возникает 
за счет вихревого обтекания тела, то теорема Жуковского имеет 
физический смысл и практическое значение только для вязкой жид
кости. Правило для определения циркуляции скорости установлено 
Н. Е. Жуковским и С. А. Чаплыгиным.

Индуктивное сопротивление. Установлено, что характер обтека
ния тела, например крыла, конечной и бесконечной длины раз
личен. Вследствие разности давлений под крылом и над крылом 
жидкость будет перетекать снизу вверх. Этот эффект приводит 
к выравниванию давлений, падению подъемной силы и образова
нию свободных вихрей, сходящих с концов крыла по потоку 
(рис. 34.4, а). Свободные вихри, сбегающие с концов крыла, вы
зывают (индуктируют) дополнительные скорости vu направлен
ные вниз, которые называются скоростями скоса потока 
(рис. 34.4,6).

Из-за скоса течения крыло конечного размаха встречает поток 
не под углом атаки а, а под углом (истинным) атт. Сила воз
действия идеальной жидкости на крыло Рулет должна быть на
правлена перпендикулярно истинному направлению скорости. Раз
лагая эту силу по направлениям (перпендикулярному скорости не-
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возмущенного потока о» и параллельному ей), получим подъем
ную силу крыла Ру и так называемое и н д у к т и в н о е  с о п р о 
т и в л е н и е  Ri крыла:

R i  =  р у t g  ( Д а )

или, принимая во внимание малое значение угла скоса потока Да:
R, =  PyAi. (34.26)

§ 183. ПРИСОЕДИНЕННЫЕ МАССЫ, МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ 
ПРИСОЕДИНЕННЫХ МАСС И МЕТОДЫ ИХ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ДЛЯ ТОРПЕД, МИН, РАКЕТ

При неустановившемся движении твердого тела, в частности 
подводного снаряда, возникает сопротивление за счет преодоления 
сил инерции окружающей жидкости. Так, для приведения в дви
жение подводного снаряда необходимо преодолеть не только инер
цию самого тела, но и инерцию частиц окружающей его жидкости, 
которые движутся с разными скоростями и ускорениями.

Для учета инерционности частиц жидкости необходимо опре
делить их суммарную кинетическую энергию, что является весьма 
сложной задачей.

Как показали проведенные исследования, кинетическая энергия 
частиц жидкости, обусловленная поступательным движением 
твердого тела, может быть представлена в виде кинетиче
ской энергии некоторой массы жидкости, все частицы которой дви
жутся с о д и н а к о в о й  с к о р о с т ь ю ,  р а в н о й  с к о р о с т и  
т е ла .  Иными словами, при вычислении кинетической энергии 
можно представить себе движение частиц жидкости, которое про
исходит с разными скоростями для разных частиц и распростра
няется на всю среду замененным движением некоторой фиктивной 
массы жидкости, все частицы которой движутся с той же скоро
стью, что и тело. Эта масса жидкости называется п р и с о е д и н е н 
ной  м а с с о й .

Не следует физически представлять себе присоединенную массу 
в виде некоторой массы жидкости, движущейся вместе со снаря
дом. Это такая, по существу, условная масса, которая по своему
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инерционному воздействию эквивалентна к а ж у щ е м у с я  увели
чению массы снаряда при его н е р а в н о м е р н о м  д в и ж е н и и .  
Таким образом, пользуясь понятием присоединенной массы, при 
исследовании неравномерного движения, например подводного сна
ряда, в идеальной жидкости можно рассматривать поступательное 
движение снаряда как происходящее в пустоте, увеличив предва
рительно его массу на величину присоединенной массы. Вели
чина присоединенной массы целиком определяется формой и раз
мерами тела, направлением его движения и плотностью жидкости.

Аналогично понятию присоединенной массы вводится понятие 
п р и с о е д и н е н н о г о  м о м е н т а  и н е р ц и и .  Присоединенный 
момент инерции можно рассматривать как кажущееся увеличение 
момента инерции твердого тела при его вращательном движении 
в жидкости. Таким образом, кинетическая энергия жидкости, при
веденной в движение твердым телом, в частности подводным сна
рядом, может быть представлена в виде

6 6
7 =  Т  2  2  v i°kMik, (34.27)

i=i fc=i

где tnik — функция, выражающая либо присоединенную мас
су, либо присоединенный момент инерции;

v b v2, vs — проекции скорости v начала подвижной, связанной 
с телом системы координат на неподвижные оси 
прямоугольной системы координат х, у, z соответ
ственно;

vv ч>5, v6 — проекции угловой скорости вращения на те же оси.
Всего будет 36 выражений для присоединенных масс и присо

единенных моментов инерции (осевых, центробежных). Двойной 
индекс rtiih следует понимать следующим образом. Первая цифра 
указывает, на какую ось проектируется вектор скорости v. При 
этом оси х соответствуют цифры 1 и 4, оси у — цифры 2 и 5, 
оси 2 — цифры 3 и 6.

Вторая цифра обозначает, от какого движения произошла та 
или иная проекция. При этом цифры 1, 2, 3 соответствуют посту
пательному движению вдоль осей х, у, z, а цифры 4, 5, 6 — враща
тельному движению вокруг тех же осей.

Большая часть тел, например подводные и надводные плаваю
щие тела, снаряды и т. п., имеют симметричную форму, следо
вательно, для них центробежные моменты инерции равны нулю и 
число mih уменьшается. В частном случае п о с т у п а т е л ь н о г о  
движения симметричного твердого тела

r  =  ^ - ( t n nvl  + m22v 2y + m3svl), (34.28)

где тп, т22, — присоединенные массы;
vx, vy, v z— соответствующие проекции скорости на оси не

подвижной системы координат.
580



При вращательном движении вокруг оси, проходящей через 
центр тяжести:

т =  ~т (т 44°£ +  Щъ0)2 +  ^66№Р, (34.29)

где тьь, /я66— присоединенные моменты инерции;
0>J.='t>4, foy—v5, юг= ^ 6 — соответствующие проекции угловой скоро

сти на неподвижные оси координат.
Величину присоединенной массы и присоединенного момента 

инерции можно характеризовать коэффициентом р, который не за
висит от массы и размеров 
тела и о д и н а к о в  д л я  
в с е х  г е о м е т р и ч е с к и  
п о д о б н ы х  тел при безот
рывном их обтекании. Од
нако значения коэффициен
тов р в настоящее время 
достаточно точно определе
ны лишь для тел простей
шей формы (сфера, диск, 
эллипсоид). Для приближен
ного определения присоеди
ненных масс и моментов 
инерции присоединенных 
масс тел сложной формы 
можно воспользоваться ме
тодами плоских сечений и 
эквивалентного эллипсоида.
При использовании второго 
метода подводные снаряды заменяются эквивалентными им эл
липсоидами вращения.

Эквивалентным будем считать такой эллипсоид, у которого пло
щадь миделевого сечения и объем соответственно равны площади 
миделевого сечения и объему тела, например подводного снаряда. 
Значения коэффициента р.т, ру, руу определяются по графику
(рис. 34.5), где k =  —  =  ~^у I а, Ь — полуоси миделевого сечения
эллипсоида вращения; d, V — диаметр и объем подводного сна
ряда.

После определения коэффициентов присоединенные массы и 
момент инерции присоединенных масс вычисляются по формулам:

отп =  1**Ур;

т 5Ь ~  Р у у  +  " j r )  •

(34.30)

Пример. Определить величину присоединенных масс Шц и тм для ракеты 
при следующих исходных данных: калибр ракеты 0,53 м, объем 1,30 м3, плот
ность воды 1020 кг/м3.
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Р е ш е н и е .  1. Рассчитываем коэффициент k по формуле
71-йъ п-(0,53)я

k =
6 V 6-1,3

■ =  0,06.

2. По графику на рис. 34.5 определяем р* и р„„, которые будут равны
рг =  0,02; ру =  0,98.

3. Определяем величины т п и т22:
т и =  р*Рр =  0,02-1,30-1020 =  26,5 кг, 
т.п  =  руРр =  0,98-1,30-1020 =  1300 кг.



Г Л А В А  35

ГИДРОДИНАМИКА в я з к о й  ж и д к о с т и

§ 184. ВЯЗКАЯ ЖИДКОСТЬ. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ ДЛЯ ВЯЗКОЙ
ж и д к о с т и

Вязкой называется такая жидкость, в которой при движении 
возникают как нормальные, так и касательные напряжения.

Давление в вязкой жидкости обладает важным свойством: 
сумма давлений на три взаимно перпендикулярные площадки не 
зависит от выбора их направлений.

Давление в вязкой жидкости называется гидромеханическим 
давлением, принимаемым равным средней арифметической из зна
чений нормальных напряжений, приложенных к трем взаимно пер
пендикулярным площадкам, проходящим через данную точку 
жидкости:

Касательное напряжение характеризует силу внутреннего тре
ния, т. е. силу, проявляющуюся при перемещении слоев жидкости 
друг по другу и обладающую следующими основными свойствами:

— сила внутреннего трения прямо пропорциональна относитель
ной скорости перемещения'слоев жидкости и величине поверхности 
соприкасания этих слоев;

— сила внутреннего трения зависит от физических свойств 
жидкости и не зависит от давления (нормального напряжения).

Таким образом, величина силы внутреннего трения Кгр, как 
следует из (32.4), может быть определена по формуле

Р =  —  (Рх + Ру + Рг)- (35.1)

(35.2)

откуда напряжение трения будет равно

(35.3)

где S — площадь поверхности соприкасания.
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Эпюры распределения скоростей частиц невязкой и вязкой жид
костей, обтекающих пластинку, показаны соответственно на 
рис. 35.1, а, б.

а

Woo

п

V777777777777777777/77777

f)

-  .С 
Woo >■

п

ж < •— 7
7
dv

У Я Ш /,
——̂ /^4—1

У//2ЯЛ

Рис. 35.1.

Уравнения движения вязкой с ж и м а е м о й  жидкости мож
но получить путем добавления к общим уравнениям движения 
идеальной жидкости (34.1) составляющих сил вязкости, отнесен
ных к единице массы, которые обозначим:

X ,  =  v ^vx +  ~  div v\

Ys ^ v A v y +  - ^ - ^ d i w ,  j. (35.4)

Z ^ ^ A v ^ - ^  —  divv,

где A— оператор Лапласа, a 4 ~ ~ — кинематический 
циент вязкости.

Уравнения (34.1) с учетом (35.4) запишем в виде:
dv х
~dt
dvy
dt

=  Л Г - l
Р
I
Р

1  +  - ^  +

- з г + ,Дг,. +

У
1 дх div v ;

V д_
ду divv,  [

d-Vz   7
dt Л

± J J L  + vAv +p dz z '
d_
dz div v.

коэффи-

(35.5)

Уравнения движения вязкой жидкости (35.5) известны под на
званием д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  Н а в ь е -  
С т о к с а .

В случае движения несжимаемой жидкости div о =  0, и тогда
584



(35.5а)

При заданных объемных силах X, У, Z, плотности р и динами
ческом коэффициенте вязкости р. получаем замкнутую систему 
дифференциальных уравнений движения вязкой жидкости, которая 
является фундаментальной в гидромеханике. Решая систему, по
лучаем значения давления и трех проекций скорости движения. 
Соответственно интеграл Бернулли по линии тока для вязкой не
сжимаемой жидкости имеет вид

где /?Тр — удельная работа сил трения.
Полагая, что из объемных сил на жидкость действует только 

сила тяжести, что движение является установившимся и жидкость 
несжимаемая, уравнение (35.6) запишем в виде

т. е. удельная энергия жидкости во всех точках на данной линии 
тока постоянна.

Для любых двух точек, взятых на одной линии тока, можем 
написать

В таком виде уравнение (35.9) обычно называют уравнением

в этом уравнении тот же, что и в уравнении Бернулли для невяз
кой жидкости; h t- 2  выражает работу сил трения, отнесенных к еди
нице веса жидкости при перемещении частицы жидкости по своей 
траектории от точки 1 до точки 2. Этот член имеет размерность

—U +  Р +  -гг +  7?тр =  const, (35.6)

(35.7)

(35.8)

/?тр2 ЛтР1Обозначая ------ ------- =й,_2 и учитывая, что h\-2 всегда по-о
ложительная величина, получим

(35.9)

Бернулли для вязкой жидкости. Физический смысл членов z,-^ ,
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длины и называется потерянным напором на линии тока (траек
тории) или потерянной удельной энергией па траектории.

Пример. По трубопроводу переменного сечения 
Определить скорость и давление в сужении, если
Q =  10 л/с =  10 • 10—3 м3/с; rf, =  0,1 м; d 2 =  0,025 м;
г2 =  7 м; Л1_2 =  2,2 м; ~jT — 7 ,8 -103 Н/м3.

Р е ш е н и е .  Составляем уравнение Бернулли для двух сечений

перекачивается топливо. 

= 48• 10' Н/м3; г, =  10 м-

+ Р\_
Тт

+ Я? *2 + ^ t + 2 g + Л‘- 2'
откуда

р2 = I г, — г2 + +
V i — v 0

2g hi—2 / Тт
Среднюю скорость определяем по формуле

v — Q_ 
S '

Тогда

t-, = 4Q 4 -10-10— 3 . , 4О------------- - =  1,27 м/с; v 2 =  —2С-
jtd2■0.1s

4 - 1 0 1 0 —3 
it- 0,025s =  20,3 м/с.

Определяем давление в сужении 

Pi = г ю _ 7 + ^ 0 1  + j .'27L-_2m 2.
L 7,8-103 ^  2-9,81

■2,2 -7,8-103 =  32,3-104 Н/м2.

§ 185. РЕЖИМЫ ДВИЖЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ. КРИТЕРИЙ
РЕЙНОЛЬДСА

Установлено, что потери энергии при движении жидкости су
щественным образом зависят от режима движения, который мо
жет быть л а м и н а р н ы м  или т у р б у л е н т н ы м .

При ламинарном режиме жидкость движется параллельными 
слоями без перемешивания частиц и пульсации скоростей. При 
турбулентном режиме жидкость движется с пульсацией скоростей, 
приводящей к перемешиванию ее частиц. При этом под пульсацией 
скорости понимается явление быстрых изменений мгновенной ско
рости во времени по ее величине и (или) направлению. Рейнольдс 
установил (1883 г.), что режим движения жидкости определяется 
величиной безразмерного выражения (числом Рейнольдса), рав
ного

Re = ~ ,  (35.10)

где v — средняя скорость движения жидкости;
I— характерный линейный размер тела; 
v— кинематический коэффициент вязкости.

По мере увеличения числа Re поток из ламинарного переходит
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в турбулентный режим движения. Критическое число Рейнольдса 
/?екр характеризует момент перехода от ламинарного к турбулент
ному движению. Если Re<ReKp, режим движения ламинарный; 
если Re>ReKр, режим движения турбулентный. Подробные иссле
дования показали, что существуют два значения критического зна
чения числа Рейнольдса: нижнее Re*p и верхнее . При 
Re:p< R e Kp< R e l p режим может быть либо ламинарным, либо 
турбулентным в зависимости от местных условий движения (со
стояние обтекаемых стенок, их форма, условия входа и т. д.). 
Обычно в технических расчетах учитывают некоторое среднее зна
чение Re,ф. Так, для круглых труб за характерный размер прини
мают внутренний диаметр и тогда Re будет

R e ^ ~ .  (35.11)

В технических расчетах обычно принимают для труб РеКр =  2300.
Для тел, имеющих удлиненную (сигарообразную) форму, как, 

например, подводная лодка, корпус снаряда и т. п., в качестве ха
рактерного размера принимают его длину L и тогда

Re = - ^ ~ .  (35.12)

Критическое число ReKp для подобных тел принимают равным 
3- 105.

Значения ReKр для тел различных форм (пластинка, шар ит. п.) 
можно найти в справочниках.

Пример. Определить режим движения воды в трубе круглого сечения диа
метром d=0,02 м, если средняя скорость v  — 0,1 м/с; м — 1,30 ■ 10 6 м2/с.

Р е ш е н и е .  Определяем по формуле (35.11) число Рейнольдса

Re =
v-d
ч

0,1 -0,02 
1,3- 10-е =  1540,

Так как 1540<2300, следовательно, режим движения воды ламинарный.

Необходимо отметить, что при турбулентном режиме движения 
жидкости в любой точке потока не только изменения скорости, но 
и изменения нормального и касательного напряжений носят п у л ь 
с и р у ю щ и й  характер. Наличие этих пульсаций весьма осложняет 
исследование турбулентного движения.

Однако для практических целей нет надобности знать величину 
мгновенной скорости и мгновенного давления. В расчетах обычно 
пользуются средними (по времени) величинами скоростей, давле
ний и касательных напряжений, которые в дальнейшем будем на
зывать о с р е д н е н н ы м и .

Изучение неустановившегося движения, таким образом, сводит
ся к изучению движения установившегося, и это значительно упро
щает исследование.
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Часто обозначают осредненные по времени значения величины 
теми же буквами, что и фактические их значения, но с чертой на
верху:

t+ T  __ t+ T  _  t+ T

v =  ~~ j v dt\ p = - y  J pdt\  x =  - j -  J x dt.
It t V

§ 186. МЕХАНИЧЕСКОЕ ПОДОБИЕ ПОТОКОВ ЖИДКОСТИ.
КРИТЕРИИ ПОДОБИЯ

Многие задачи гидромеханики не поддаются теоретическому 
анализу и решаются опытным путем. В этом случае прибегают к 
исследованию процессов на моделях — моделированию явлений. 
Сущность моделирования состоит в том, что интересующее явление 
изучается в лаборатории, будучи воспроизведено в определенном 
масштабе. Лабораторно-модельный метод исследования обладает 
рядом преимуществ перед методом наблюдения в натуре, позволяя 
устанавливать влияние тех или иных факторов в сложной сово
купности их, обусловливающей явление в целом, а также вскры
вать и изучать явления, неуловимые простыми наблюдениями в 
натуре. Отметим, что натурные испытания образцов военно-мор
ской техники обычно дорогостоящи и сложны, а провести их часто 
вообще чрезвычайно трудно. При исследовании явлений на моде
лях, т. е. при моделировании, представляется возможным полу
чить оптимальные характеристики того или иного образца оружия, 
который еще только проектируется, проверить теоретические и тех
нические предпосылки, положенные в основу его проектирования.

В основе моделирования лежат общие законы механического 
подобия. Для полного механического подобия необходимо соблю
дать геометрическое, кинематическое и динамическое подобие.

Обозначим величины, относящиеся к натуре, индексом «н», а 
к модели — индексом «м».

Г е о м е т р и ч е с к о е  п о д о б и е  предполагает подобие формы 
и постоянство отношений двух сходственных размеров модели и 
натуры. Коэффициент геометрического подобия

<35-13)1Н
К и н е м а т и ч е с к о е  п о д о б и е  предполагает наряду с гео

метрическим подобием также постоянство отношений проекций 
векторов скоростей в любых двух сходственных точках тела или 
потока. Коэффициент кинематического подобия

* ,  =  -5*-. (35.14)VH
Д и н а м и ч е с к о е  п о д о б и е .  Если выполнены два первых 

вида подобия и, кроме того, силы, действующие на сходственные 
элементы, пропорциональны в обоих явлениях, то такие явления
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называются динамически подобными. Коэффициент динамического 
подобия

(35.15)

Так как в жидкости действуют различные категории сил (силы 
давления, трения, тяжести, инерции и т. д.), то условий или кри
териев динамического подобия будет несколько. Основными из них 
являются следующие:
V j n V j  м , vt

' l

- 2„ *  . и2
~gi

Дн Рм . р

Рн̂ н
2 9

Рм̂ м pv2

vl
V ’ VM V

— И — число гомохронности;

=  Fr — обобщенное число Фруда;

— Е — число Эйлера;

=  Re — число Рейнольдса.
Справедлива следующая теорема: геометрически подобные мо

дельный и натурный потоки вязкой несжимаемой жидкости, ка
сательные напряжения в которых подчиняются закону Ньютона, 
подобны также и механически, если равны значения чисел гомо
хронности, Фруда, Эйлера и Рейнольдса в сходственных точках 
потока. Необходимо отметить, что в большинстве практических 
экспериментальных исследований одновременно выполнить пере
численные критерии подобия либо невозможно (например, Re и 
Fr), либо представляет значительные трудности и нередко при 
постановке экспериментов приходится моделировать только по од
ному из них, который является определяющим.

Например, если в исследуемых потоках силы вязкости малы и 
ими можно пренебречь, то из критериев подобия исключается кри
терий Рейнольдса. В случаях когда мало влияние силы тяжести, 
исключается критерий Фруда. Наконец, если давление в исследуе
мых потоках не меняется с координатами, то из критериев подобия 
исключается критерий Эйлера.

§ 187. ПОНЯТИЕ О ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ

П о г р а н и ч н ы м  с л о е м,  как было отмечено в главе 35, н а> 
з ы в а е т с я  п р и л е г а ю щ и й  к п о в е р х н о с т и  т в е р д о г о  
т е л а  с л о й  ж и д к о с т и ,  в к о т о р о м  с о с р е д о т о ч е н о  о с 
н о в н о е  в о з д е й с т в и е  с и л  в я з к о с т и  на  т е л о .  Схемати
чески он представлен на рис. 35.2.

Образование пограничного слоя обусловлено затормаживаю
щим действием поверхности твердого тела. При этом скорость 
жидкости в пограничном слое изменяется от нуля на поверхности 
тела до скорости набегающего потока за границей слоя. Напом
ним, что условно границей пограничного слоя принимают кривую
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или поверхность, где vmax — 0,99vx) т. е. для которой скорость от
личается от скорости набегающего потока на 1%. Толщину погра
ничного слоя обозначают 8. Как показывают расчеты, ориентиро
вочно можно оценивать толщину пограничного слоя по формуле

_8_т 1
1/"Re ’ (35.16)

где L — характерная длина тела.
Отметим основные особенности пограничного слоя:
— толщина пограничного слоя 8 растет по потоку, оставаясь

все время много меньше длины обтекаемого тела, т. е. -£-<С1;

— скорость жидкости по нормали к поверхности, т. е. по тол-
dvщине пограничного слоя, изменяется весьма резко, т. е. ве

лико; на самой поверхности тела относительная скорость частиц 
жидкости равна нулю в силу их прилипания к поверхности обте
каемого тела;

— силы вязкости в пределах пограничного слоя имеют тот же 
порядок величины, что и силы инерции жидкости, поэтому ни теми, 
ни другими пренебрегать нельзя;

— давление по толщине пограничного слоя практически не из
меняется;

— режим движения жидкости в пограничном слое может быть 
либо ламинарным по всей длине, либо смешанным; во втором слу
чае ламинарный режим на определенном расстоянии от головной 
части тела переходит в турбулентный (рис. 35.2); длина тела, на 
которой существует ламинарный режим, определяется исходя из
(35.12) по формуле

— ~ ~ ~  • (35.17)

Пограничный слой может либо плавно стекать с поверхности 
тела, либо отрываться от него в виде вихрей. Отрыв вихрей, обра
зовавшихся в пограничном слое, сопровождается дополнительной 
потерей энергии.
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§ 188. ГЛАВНЫЙ ВЕКТОР И ГЛАВНЫЙ МОМЕНТ 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ СИЛ, ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ТЕЛО

Одной из основных задач гидромеханики является определение 
силового взаимодействия твердого тела с жидкостью, в которой 
оно перемещается.

Воздействие жидкости на тело сводится к силам, непрерывно 
распределенным по поверхности тела. Поверхностные гидродина
мические силы могут быть охарактеризованы величинами нормаль
ного р и касательного т напряжений в каждой точке поверхности. 
Равнодействующая гидродинамических сил R приложена в точке, 
которую называют ц е н т р о м  д а в л е н и я  (обозначена D на 
рис. 35.3). Обычно центр давления не совпадает с центром массы

тела, например подводного снаряда, ракеты и т. д. При приведе
нии равнодействующей гидродинамических сил к центру массы 
тела, который не лежит на линии действия R, получим присоеди
ненную пару, момент которой будет М. Силу R' = R, приложенную 
в центре массы подводного снаряда, называют г л а в н ы м  в е к 
т о р о м  г и д р о д и н а м и ч е с к и х  сил,  а м о м е н т  М — 
г л а в н ы м  м о м е н т о м  г и д р о д и н а м и ч е с к и х  сил.  Глав
ный вектор R' в общем случае направлен под некоторым углом к 
скорости. Составляющая главного вектора гидродинамических сил, 
направленная по нормали к скорости, называется п о д ъ е м н о й  
с и л о й  Ry. Составляющая, направленная в сторону, противопо
ложную скорости v, называется с и л о й  с о п р о т и в л е н и я  Rx.

При вычислениях и экспериментах обычно приходится иметь 
дело не с векторами R' и М, а с их составляющими в той или иной 
системе координат. Наиболее часто в гидромеханике используются 
кроме условно неподвижной следующие две системы координат: 
с к о р о с т н а я  и с в я з а н н а я .  В с к о р о с т н о й  системе ко
ординат с началом в центре масс ось сх направлена по скорости
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движения центра масс, ось су направлена перпендикулярно вверх 
и лежит в плоскости симметрии тела, ось сг направлена так, чтобы 
система cxyz была правой прямоугольной системой координат.

В с в я з а н н о й  системе коор
динат, жестко скрепленной с те
лом и началом в центре масс с, 
ось сх 1 направлена по продоль
ной оси тела, ось су\ лежит в пло
скости его симметрии и направ
лена вверх, ось cz\ направлена 
так, чтобы система сх\ухг х была 
правой прямоугольной системой 
координат. Оси связанной систе
мы координат совпадают с глав
ными центральными осями инер
ции тела. Взаимное положение 
осей связанной и скоростной си
стем координат определяются 
Двумя углами: углом атаки а и 

углом_дреифа р (рис. 35.4). Угол атаки — это угол между проек
цией v на плоскость симметрии и осью сх\, а угол дрейфа — угол 
между » и ее проекцией на плоскость симметрии ххсу\ тела.

§ 189. СОСТАВЛЯЮЩИЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ СИЛ В СКОРОСТНОЙ
СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Представим себе тело (подводный снаряд), движущееся равно
мерно в вязкой жидкости со скоростью V (рис. 35.5). Выделим

на его поверхности 5 элементарную площадку dS. На площад
ку dS со стороны жидкости действуют элементарные силы: каса
тельная сила (сила трения) dPr и нормальная сила (сила давле
ния) dPn:

d P  =  dT \  + d P n,
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где _
dPz =  dPr, dPn =  dPnrv, n и т — орты, a dPz =  xdS  и dPn =  

=  pdS — соответсвенно элементарные силы трения и давления.
Проектируя эти силы на оси скоростной системы координат и 

затем интегрируя полученные проекции по всей смоченной поверх
ности тела S, найдем проекции главного вектора гидродинами
ческих сил на оси скоростной системы кординат:

pcos( i ,  я ) -f т cos (7, т)|д?5;

Яу=  J ] b c o s  (у, п) -р т cos (у, т) I dS ;} (35.19)

# * = J  I \р cos (&, n) +  tcos (k, 
s'

Составляющие главного вектора гидродинамических сил R на
зываются:
R x — сила лобового сопротивления;
Ry— подъемная сила;
R z — боковая сила.

Обычно формулу (35.19) приводят к безразмерному виду. Для 
этого подынтегральные выражения умножают и делят на постоян
ную, равную S. Тогда, например, величина силы лобового со
противления будет

^ г  cos (i, п) +  cos (i, х) 
~  ~

dS
S ■ (35.20)

Обозначим интеграл в правой части уравнения (35.20) через Сх. 
Тогда

Аналогично могут быть получены и другие составляющие. За
пишем выражения для Rx, Ry, Rz:

R x = c x S-, j

Ry =  Cy S ; \ (35.21)

Безразмерные величины Cx, Cy, Cz называются соответственно 
коэффициентами л о б о в о г о  с о п р о т и в л е н и я ,  п о д ъ е м н о й  
и б о к о в о й  сил,  р — плотность жидкости, S — характерная пло
щадь тела.
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или

где

Главный вектор гидродинамических сил по величине равен
Р =  У RI + Щ + Ri (35.22)

п _п  оА — ^ R ~~2~- О, (35.23)

Q  =  K q  +  q  +  q . (35.24)

Таким образом, величина главного вектора гидродинамических 
сил пропорциональна квадрату скорости, массовой плотности жид
кости, квадрату линейных размеров тела и некоторому безраз
мерному коэффициенту Сд, зависящему от формы тела и условий 
его обтекания.

Элементарная сила dR создает момент относительно начала 
координат, равный

i j  k
dMc =  r X d P  = x  у z 

dPx dPydP2
(35.25)

Опуская вывод, запишем проекции главного момента гидроди
намических сил на скоростные оси координат в виде:

Мх =  тх - у -  SL;

Му =  ту SL;

M z =  t n 2 ^ ~ S L ,

(35.26)

где М  — момент крена;
Му — момент рыскания;
Мг — продольный момент (момент тангажа); 

тх, ту, mz — безразмерные коэффициенты.
Величина главного момента гидродинамических сил будет

М  =  УМ* + М* + М* (35.27)
или

М — т SL, (35.28)
где

т =  V  т\  +  пру +  т\ (35.29)
и L"— характерная длина тела. Таким образом, гидродинамиче
ский момент пропорционален квадрату скорости v, массовой плот
ности жидкости р, кубу линейных размеров тела SL и зависит от 
некоторого безразмерного коэффициента момента т, характерного 
для формы данного тела и условий его обтекания.
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Из рассмотренного следует, что задача об определении сило
вого воздействия жидкости на тело (подводный снаряд) сводится 
к нахождению шести коэффициентов Сх\ Су\ С2\ тх\ ту\ тг, кото
рые определяются экспериментальным путем по результатам испы
таний моделей в аэродинамических трубах и опытовых бассейнах 
при обязательном соблюдении условий подобия. Отдельные коэф
фициенты могут быть определены расчетным путем.

Пример. Определить силу сопротивления воды движению торпеды, если пло
щадь ее поверхности S n — 11,1 м2, скорость поступательного движения у =  20 м/с 
и коэффициент С* =  0,002.

Р е ш е н и е .  Сила сопротивления воды движению торпеды определяется по 
рг>2

формуле R r =  С,
2 S.

Подставляя числовые значения, получаем
г> л „ п„ 1020-400-11.1 ir in „  ,R x — 0,002 --------------------- =  4540 Н ( — 460 кгс),

где р= 1020 кг/м3.

§ 190. СИЛА СОПРОТИВЛЕНИЯ ЖИДКОСТИ ДВИЖЕНИЮ ТЕЛА 
И ЕЕ СОСТАВЛЯЮЩИЕ

Силой сопротивления называется проекция главного вектора 
нормальных и касательных сил, действующих на поверхность тела, 
на направление скорости.

Она всегда направлена в сторону, противоположную скорости 
движения тела. Величина силы сопротивления равна

Rx =  Rco s (# ,A®). (35.30)
В соответствии с формулой (35.19) величина силы сопротивле

ния жидкости может быть записана в виде

Rx =  I” [т cos (i, т) -f pcos(i, n)]dS.  (35.31)

Следовательно, величину силы сопротивления можно предста
вить в виде суммы двух составляющих

Rx =  Rf + Rp, 
где

Rf =  (*хcos (7, х) dS\ Rp= ^ p cos (i, n) dS . (35.32)
S s

Составляющая Rf называется с о п р о т и в л е н и е м  т р е н и я ,  
a Rp — с о п р о т и в л е н и е м  д а в л е н и я .

Сопротивление трения зависит главным образом от режима 
движения жидкости в пограничном слое, а также от состояния по
верхности тела и в свою очередь может быть представлено в виде 
следующих составляющих:

R/ — Rr ~h ^ 0ш +  ^мш1 (35.33)
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где R r — сила сопротивления трения технически гладкой поверх
ности;

Rom— сила сопротивления от общей шероховатости;
RMm— сила сопротивления от местной шероховатости.

Vсо
Ламинарный
у ч а с то к  и

Переходный участок Турбулентный 
г  у ч а с то к

Рис. 35.6.

Отношение коэффициентов трения при различных режимах об
текания плоской пластины (что справедливо и для подводных сна
рядов) равно

£ l?22± =  0,054/fcf. (35.34)
лам

Из этой формулы видно, что при ReL—\A №  сопротивление 
трения при турбулентном режиме в пограничном слое превышает 
сопротивление трения при ламинарном режиме в 0,054 • (106) °’3 =  
=  3,26 раза, а при Reb — 1 • 107 — в 6,55 раза.

Примерное распределение касательных напряжений по длине 
тонкого симметрично обтекаемого тела приведено на рис. 35.6.

Аналогично сопротивление давления
Rp — R$ +  Ri + RB + Rhi (35.35)

где Rф— сила сопротивления формы или вихревое сопротивле
ние;

Ri — сила индуктивного сопротивления;
RB — сила волнового сопротивления;
RK — составляющая силы инерционного сопротивления.

С и л а  в и х р е в о г о  с о п р о т и в л е н и я  возникает вследст
вие перераспределения давления вдоль поверхности твердого тела 
из-за наличия пограничного слоя. Величина этой силы зависит от 
характера течения в пограничном слое. Если наблюдается отрыв 
пограничного слоя, то эта сила резко возрастает. Поэтому разли
чают вихревое сопротивление при безотрывном обтекании и вихре
вое сопротивление при отрывном обтекании.

С и л а  и н д у к т и в н о г о  с о п р о т и в л е н и я  возникает 
вследствие конечного размаха тела и является проекцией силы 
Жуковского на направление скорости.
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С и л а  в о л н о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  возникает при дви
жении твердого тела по свободной поверхности жидкости или 
вблизи нее. Образование этой силы связано с затратой энергии на 
образование волн на свободной поверхности, которые возникают 
при движении твердого тела в вязкой жидкости.

100 % U0°/o 20 7° (Ь-5) °/о
Рис. 35.7.

С и л а  и н е р ц и о н н о г о  с о п р о т и в л е н и я  возникает при 
неравномерном движении тела, учитывается введением в рассмот
рение присоединенных масс и моментов инерции присоединенных 
масс (§ 183).

Сопротивление давления в значительной степени зависит от 
ф о р м ы  т е л а  и обусловлено главным образом в и х р е о б р а 
з о в а н  и я м и  в к о р м о в о й  ч а с т и  движущегося тела, а 
также перепадом давлений по длине пограничного слоя. Поэтому 
его нередко называют также с о п р о т и в л е н и е м  ф о р м ы  и л и  
в и х р е в ы м  с о п р о т и в л е н и е м .  Влияние формы тела на ве
личину силы сопротивления для тел одного диаметра и при оди
наковых скоростях обтекания показано на рис. 35.7.

Коэффициент сопротивления Сх состоит из двух частей — коэф
фициента трения и коэффициента сопротивления давления (фор
мы)

Cx =  Cf + Ср. (35.36)

Коэффициент трения С/ определяется по приближенной фор
муле Прандтля — Шлихтинга

0,455
( I g ^ J 2-58

(35.37)

Формула (35.37) получена для плоских идеально гладких пла
стин и справедлива при числах ^Cj,= 5-107 и выше. Обтекание 
торпед, ракет, мин из-за кривизны поверхности корпуса не соответ
ствует обтеканию пластин, однако это различие незначительно и 
поэтому на практике формулой (35.37) пользуются для определе
ния Cf для торпед.

Для приближенного определения величины коэффициента со
противления формы Ср пользуются формулой Пампеля, которая 
получена опытным путем:

С„ =  0,09 Ь - 1/Т , (35.38) 
и
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где SM, S „ ~  площади миделевого сечения и смоченной поверх- 
_  ности неоперенного корпуса подводного снаряда;
/ — коэффициент кормового заострения, определяемый

по формуле / =   ̂ , где I — длина конической
части подводного снаряда.

§ 191. МЕТОДЫ УМЕНЬШЕНИЯ СОПРОТИВЛЕНИЯ ж и д к о с т и  
ДВИЖЕНИЮ ТОРПЕД, МИН, РАКЕТ

Задача гидромеханики заключается не только в том, чтобы 
установить причины возникновения и величину сил сопротивления 
подводного снаряда в жидкости, но также и в том, чтобы разра
ботать методы, позволяющие уменьшить величину силы сопротив
ления. Ведь чем меньше будет сопротивление движению снаряда 
в жидкости, тем меньше потребуется затратить энергии для дви
жения снаряда с заданной скоростью, т. е. при заданном запасе 
топлива получить большую дальность стрельбы или увеличить 
скорость.

Чтобы уменьшить суммарную силу сопротивления движению 
снаряда в вязкой жидкости, надо уменьшить составляющие этой 
силы. Но каждая из составляющих силы сопротивления зависит 
от различных факторов. Поэтому и методы уменьшения состав
ляющих силы сопротивления должны быть различными. Так как 
эти методы могут быть взаимно исключающими, то в практических 
задачах применяются такие из них, которые позволяют сни
зить величину наибольшей составляющей силы сопротив
ления.

Существующие методы уменьшения сопротивления воды дви
жению торпед, мин, ракет основаны на направленном воздействии 
на движение жидкости в пограничном слое.

Можно указать две основные задачи управления пограничным 
слоем. Одна из этих задач состоит в предотвращении или по воз
можности в затягивании отрыва пограничного слоя. Другая из 
этих задач состоит в предотвращении или в возможном перемеще
нии к корме снаряда точки перехода ламинарного пограничного 
слоя в турбулентный.

Управление пограничным слоем можно осуществить следующи
ми методами:

— щелевой отсос жидкости из пограничного слоя;
— газонасыщение пограничного слоя;
— применение демпфирующих покрытий и вибрирующих обо

лочек.
Подробные сведения по этим методам можно найти в специаль

ной литературе и в специальных курсах.



Г Л А В А  36

ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ В ТРУБОПРОВОДАХ 
И ИСТЕЧЕНИЕ ЕЕ ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЯ

§ 192. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ ДЛЯ ПОТОКА

Уравнение Бернулли для линии тока (струйки жидкости) мо
жет быть распространено на поток реальной жидкости только в 
том случае, если движение жидкости в потоке будет плавноизме- 
няющимся. П л а в н о и з м е н я ю щ и м с я  движением называется 
такое неравномерное движение жидкости, при котором:

— средняя скорость потока по длине изменяется незначитель
но и кривизна линий тока мала; это позволяет пренебречь уско
рениями частиц и не учитывать инерционные силы;

— угол расхождения между линиями тока мал и поперечные 
составляющие скорости отсутствуют;

— для всех точек данного живого сечения удельная потен
циальная энергия одинакова, т. е. давление в данном сечении из
меняется по гидростатическому закону:

z  -|— ~  — const. (36.1)

Для струйки жидкости скорость принималась постоянной по 
сечению. Для реального потока вязкой жидкости скорость по се
чению изменяется. С р е д н е й с к о р о с т ь ю  п о т о к а называется 
скорость, с которой должны двигаться частицы жидкости через 
данное живое сечение, чтобы сохранился расход, соответствующий 
действительному распределению скоростей в рассматриваемом се
чении. В соответствии с определением

Q =  v ( S )  =  \ vdS,
(j)

откуда
fi/rfS

h ___
v ~  (S) (S) ’

где (S) — площадь живого сечения; 
Q — объемный расход.

(36.2)
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Однако действительная удельная кинетическая энергия в дан
ном сечении потока оказывается большей, чем определенная по 
средней скорости. Это расхождение учитывается с помощью по
правочного коэффициента кинетической энергии или коэффициен
та Кориолиса а, равного отношению действительной кинетической 
энергии Т в данном сечении к кинетической энергии Гер, вычислен
ной по средней скорости в этом же сечении:

а — (36.3)

Значение а определяется теоретически или экспериментально и 
изменяется в пределах 1,03—2,0. Большие значения относятся к 
ламинарным потокам и потокам с ярко выраженной неравномер
ностью скорости.

Уравнение Бернулли для двух сечений плавноизменяющегося 
потока реальной жидкости может быть записано так:

*1 +  А  +1 ъ
a,vВЦ

=  *2 +  ^  +ь 2g "Ь £̂1-2> (36.4)

где z x и z2— расстояния от плоскости сравнения до соответст
вующих точек, взятых в сечениях 1—1 и 2—2;

Pi и р 2— давления в тех же точках, для которых определя
ются Z\ и z2\

и v2 — средние скорости в рассматриваемых живых сече
ниях;

hu _2 — потерянная удельная энергия потока на участ
ке 1—2.

Т-, , Р  , a v 2Величина, равная сумме z x +  —  -f является удельной ме
ханической энергией потока в живом сечении его. Для осредненного 
установившегося турбулентного потока при плавноизменяющемся 
движении уравнение Бернулли имеет вид

«1 +  +
«1 V1 
~ w =  *2 +  ^  + 2g +  hn -£1—2 » (36.4а)

где р и v — осредненные значения скорости и давления (стр. 588).

§ 193. ПОТЕРИ ЭНЕРГИИ ПОТОКА НА ТРЕНИЕ И МЕСТНЫЕ 
СОПРОТИВЛЕНИЯ

Задача определения потерь энергии потока является достаточ
но сложной. Проведенные исследования показали, что потерянную 
удельную механическую энергию, входящую в уравнение Бер
нулли, целесообразно разделить на две части:

— потерянную на сопротивление (трение) по длине hf,
— потерянную на преодоление местных сопротивлений hj.

/г£ ! -? =  hf +  ht  (36 .5 )
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Движение жидкости по трубам относится к разделу гидромеха
ники, называемому гидравликой.

Гидравлические потери выражают в долях кинетической энер
гии потока, при этом общая формула потерь записывается в виде

А== С1£Г» (36.6)

где £— безразмерный коэффициент сопротивления.
С о п р о т и в л е н и е м  по д л и н е  (на трение) называется со

противление движению потока, вызываемое вязкостью и турбу
лентностью жидкости на участке рассматриваемой длины, без 
учета влияния местных сопротивлений.

Для круглых цилиндрических труб коэффициент

С =  Х4 - ’ (36.7)

где X— безразмерный коэффициент трения, который зависит от 
режима движения жидкости (числа Re) и относитель
ной шероховатости; значения X выбираются из таблиц; 

/, d  — длина и соответственно диаметр трубопровода.
Тогда формула для потерь на сопротивление по длине (тре

ние) будет

h — X —  v' Hf — k d -2 g • (36.8)

М е с т н ы м  с о п р о т и в л е н и е м  называется сопротивление 
движению потока, вызываемое каким-либо местным препятствием 
(сужением или расширением живого сечения задвижкой, клапана
ми, сеткой, коленом и т. п.). Потерянная энергия на преодоление 
местных сопротивлений выражается формулой

Ау =  C-gr, (36.9)

где £ — безразмерный коэффициент местного сопротивления, кото
рый определяется из таблиц.

Часто при определении потерь энергии потока на местные со
противления оказывается удобным ввести так называемую э к в и 
в а л е н т н у ю  д л и н у  детали трубопровода. Эквивалентной дли
ной данного местного сопротивления называют такую длину пря
мого отрезка трубы, которая создает сопротивление, равное (экви
валентное) местному сопротивлению детали трубопровода:

h f  —  X - j r  =  С ./ d 2g 2 g (36.10)

Из условия эквивалентности получаем
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откуда

l3 — -j-d.  (36.11)

Таким образом, эквивалентная длина местного сопротивления 
выражается через диаметр трубы.

Пусть требуется определить потерю энергии (напора) в трубо
проводе, состоящем из прямых отрезков труб, соединенных между 
собой с помощью всевозможных фасонных частей, с включением 
различного рода задвижек, вентилей, клапанов и тому подобных 
устройств. Эту задачу можно решать, определяя по формулам и 
таблицам коэффициенты местных сопротивлений £2> • . £п или 
вычислив предварительно эквивалентные длины местных сопротив
лений. В первом случае суммарная потеря напора может быть 
определена по формуле

*«<.-»=хФ-£+-£ S'- <3(Ш>/—1

а во втором случае по формуле
П

I + 2  ?з1
**(1-2, =  *— 9 ----- ■ £ ’ (36ЛЗ)

где п — число местных сопротивлений.

§ 194. ПОНЯТИЕ О ГИДРАВЛИЧЕСКОМ РАСЧЕТЕ СИСТЕМ 
ТРУБОПРОВОДОВ

При проведении гидравлического расчета все системы трубо
проводов могут быть сведены к двум типам: длинным и коротким. 
При этом длинными системами трубопроводов называются такие, 
местные потери напора в которых составляют не более 5—10% 
от общих потерь напора. Поэтому при расчете их местными поте
рями напора либо вовсе пренебрегают, либо учитывают их в виде 
соответствующей добавки к потерям напора на сопротивление по 
длине. Короткими системами называют такие, в которых местные 
потери напора и потери напора на трение по своей величине имеют 
одинаковый порядок.

При расчете трубопроводов для у с т а н о в и в ш е г о с я  д в и 
ж е н и я  жидкости используются следующие равенства:

— уравнение Бернулли для потока

«1 +  -Т- +
Ujt'j

ж
=  Zo +  +- т

U2L'2
+  hг (1- 2)’ (36.14)
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— формулы, определяющие потери напора на трение и мест
ные сопротивления:

hf =  Xl T W ’ (36.15)

(36.16)

— формулы или таблицы коэффициентов трения (X) и местных 
сопротивлений (£);

уравнения баланса расхода в системе трубопроводов или 
равенства расходов в отдельных частях системы;

формула, определяющая величину средней скорости через 
объемный расход жидкости Q м3/с:

® =  (36-17)

где d — внутренний диаметр трубопровода.
При расчете длинных систем трубопроводов формулу (36.15) 

удобнее представить в другом виде, используя выражение (36.17):

hf =  \ 2g
О2

(36Л8)

Обозначая k =  -g- rf5̂2, где — коэффициент сопротивле
ния, получим

hf =
Q4
К1 (36.19)

В формуле (36.19) k называют м о д у л е м  р а с х о д а .  Отме
тим, что равенство, определяющее потерю напора в формуле (36.19), 
удобно тем, что позволяет заранее для стандартных диаметров 
труб составить специальные таблицы для k и тем самым сущест
венно облегчить технику расчета по указанной формуле. Рассмо
трим пример расчета трубопровода, схема которого приведена на 
рис. 36.1, на котором изображены два бака, соединенные одной 
трубой длиной / и диаметром d. Уровень воды в первом баке рас
полагается выше уровня воды во втором баке. С течением вре
мени уровни жидкости не изменяются. Давление на поверхности 
воды в баках одинаково и равно атмосферному. Движение воды 
происходит но трубе диаметром d и длиной I из бака / в бак II. 
Для гидравлического расчета такого трубопровода составим 
прежде всего уравнение Бернулли для сечений потока 1—1 и 2—2, 
которые можно считать совпадающими со свободными поверхно
стями воды в баках и значительно большими по площади по срав
нению с площадью сечения трубы.

Поэтому скоростные напоры в выбранных сечениях будут малы, 
ими можно пренебречь. П л о с к о с т ь  с р а в н е н и я  располагается
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на свободной поверхности воды в баке Я. Тогда получаем следую
щие значения членов, входящих в уравнение Бернулли (36.14):

ащ? cc2vl
%1— Ну =  0, P i — P 2 ~ P a y  2g  ‘2g ~  (36,20)

С учетом (36.20) уравнение Бернулли для потока примет вид
Н  — h j .

Подставляя сюда значение hj из формулы (36.19), получаем

H  =  (36.21)

Это уравнение связывает между собой все параметры, определяю
щие движение жидкости в трубопроводе. Величина Я в этой фор
муле называется н а п о р о м  п р о с т о г о  т р у б о п р о в о д а  
и измеряется в метрах.

Для трубопровода, состоящего из последовательно соединен
ных участков труб различных длин и диаметров:

Н (36.22)

Для короткого трубопровода постоянного диаметра, в котором 
следует учесть и местные сопротивления:

Н - (36 .23)
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Обозначим
п

+  2 с ,  =  :С)
i=i

(36.24)

где £с называют коэффициентом сопротивления системы. Тогда

н  =  (36.25)

Из равенства (36.25) может быть определена средняя скорость 
потока в трубе

к У Ш
Объемный расход жидкости в любом сечении рассматриваемой 

трубы будет
Q =  vF, (36.26)

Ttd\
где г —-площадь поперечного сечения трубы dx — вну
тренний диаметр трубы).

§ 195. ИСТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЯ И НАСАДКИ

В практической деятельности часто приходится сталкиваться 
с многообразными случаями истечения жидкости из отверстий и 
через короткие патрубки, называемые н а- 
с а д к а м и .

При протекании жидкости через малое 
отверстие в тонкой стенке (рис. 36.2) на
блюдается сжатие струи, которое характе
ризуется коэффициентом сжатия е:

Sc
S

(36.27)

где S — площадь отверстия, a Sc — пло
щадь сжатого сечения струи, которая будет 
на расстоянии (0,5—0,7)d от плоскости 
стенки. Применим уравнение Бернулли для 
двух сечений 0—0 и С—С (рис. 36.2):

*о +  —  +  + Т +  2g ' il—2"

Учитывая, что S0^>Sc, Ро=Рс=Рй — zc =  0; =  С -
^0 =  0, получим

2^ '
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откуда
1

Vr. v« + У 2 gH.

Обозначим коэффициент
1

V a + ~r*
=  9,

который называется коэффициентом скорости. Тогда

vc =  9 V2^H. (36.28)

Расход жидкости, протекающей через отверстие в тонкой стен
ке, может быть выражен так:

Q =  s cvc =  е5ср V W F  (36.29)
или

Q=*pSV2gH,  (36.30)

где р. =  еср— коэффициент расхода, который определяется обычно 
опытным путем.

Для малых круглых и квадратных отверстий в тонкой стенке 
коэффициент расхода отверстия при совершенном сжатии р =  0,62.

Для этого же случая £ =  0,054-0,06; 
9 =  0,974-0,98; е =  0,64.

Н а с а д к о м  называется корот
кая труба, присоединенная к отвер
стию. Насадки имеют широкое при
менение потому, что при известных 
условиях они без увеличения напо
ра позволяют с у щ е с т в е н н о  
у в е л и ч и т ь  р а с х о д  ж и д к о 

с т и  по сравнению с расходом через отверстие, форма и площадь 
которого совершенно такие же, как и выходного сечения насадка.

Наиболее распространенные виды насадков приведены на 
рис. 36.3, которые называются: 
а — внешний цилиндрический; 
б — внутренний цилиндрический; 
в — конический сходящийся; 
г — конический расходящийся; 
д — коноидальный.

Широкое распространение имеет внешний цилиндрический на
садок благодаря простоте его изготовления и довольно большой 
пропускной способности (при выполнении условий для нормальной 
работы такого насадка). Рассмотрим истечение жидкости через та
кой насадок, учитывая, что приводимые при этом рассуждения в 
общем справедливы и для других видов насадков.

При истечении жидкости через внешний цилиндрический наса
док (рис. 36.4), так же как и в случае истечения через отверстие,
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струя в самом насадке в сечении С—С претерпевает сжатие, од
нако в отличие от истечения жидкости через отверстие после сжа
тия наблюдается при достаточной длине насадка расширение 
струи. Очертания струи имеют характер, показанный на рис. 36.4, 
и с течением времени при установившемся режиме не изменяются. 
Сжатие при выходе струи из насадка не наблюдается, так как она 
направлена к стенкам насадка. Рассматривая движение жидкости 
в сжатом сечении С—С струи и в сечении ее b—b и исходя из усло
вия неразрывности движения 
жидкости, получаем, что сред
няя по сечению С—С скорость 
движения не больше средней 
скорости по сечению b—Ь. Из 
уравнения Бернулли тогда сле
дует, что давление в сечении 
С—С меньше, чем в сечении 
b—Ь. Но в рассматриваемом 
случае в сечении b—Ь имеет 
место атмосферное давление.
Следовательно, в сжатом сече
нии струи давления меньше ат
мосферного, т. е. в нем имеет 
место разрежение (вакуум).

Ввиду наличия разрежения 
на участке, где- струя сжата, 
происходит подсасывание жид
кости из резервуара и ско
рость притекания жидкости к отверстию возрастает. Это вызывает 
увеличение расхода жидкости через насадок.

Скорость v и расход Q при протекании жидкости через насадки 
определяются по тем же формулам, что и для отверстий в тонкой 
стенке, но с другими величинами коэффициентов скорости и рас
хода.

Для внешнего цилиндрического насадка рассмотренные коэф
фициенты имеют следующие средние значения:

в = 1 ,0 ; ср =  0,82; ц =  0,82; С =  0,5.
Пример. Определить расход воды из круглого отверстия диаметром d — 

=  0,1 м =10 см и установить, как он изменится, если к этому отверстию присо
единить цилиндрический насадок. Напор в центре отверстия Н = 3 м.

Р е ш е н и е. Определяем расход воды, вытекающей из отверстия, по фор
муле (36.30), т. е.

Q = pS V 2 g H  =  0,62 • .гс'в.'— 1/~2 - 9,81 - 3 =  0,0373 м3/с =  37,3 л/с.

Расход через цилиндрический насадок определяется также по формуле 
(36.30). Тогда при р=0,82

О = 0,82 

т. е. увеличивается на

л-0,12 
4

«32%.

]/"2 -9,81 -3 =  0,0494 ыфс =  49,4 л/с,



Г Л А В А  37

ОСНОВЫ ГАЗОДИНАМИКИ

§ 196. СКОРОСТЬ ЗВУКА

Газовая динамика — раздел механики, в котором рассматривает
ся движение сжимаемой среды. Установлено, что сжимаемость 
д в и ж у щ е й с я  среды зависит от отношения величины скорости v 
потока к скорости распространения звука а. Напомним, что если 
в какой-либо точке сжимаемой среды произвести возмущение, то 
оно будет передаваться с некоторой скоростью, называемой с к о 
р о с т ь ю  з в у к а ,  равной

а2 = Нш
Др>0

Др   dp
Др dр ‘ (37.1)

Из равенства (37.1) следует, что скорость звука показывает, 
насколько следует увеличить давление, чтобы плотность увеличи
лась на единицу измерения, т. е. а является характеристикой 
сжимаемости п о к о я щ е й с я  с р е д ы .

Для д в и ж у щ е й с я  жидкости характеристика сжимаемости 
будет

М =  (37.2)

где v и а — скорость потока и соответственно скорость звука в дан
ной точке потока. —  •— называется числом «эм». Установлено, чтоа
при М <  0,4-^0,5 с достаточной для практики степенью точности 
сжимаемостью среды можно пренебречь.

В газовой динамике рассматривается движение при 0,5. 
Из физики известно, что уравнение состояния газа имеет вид

~y =  RT, (37.3)

где Т — абсолютная температура;
R — газовая постоянная (для воздуха R — 287,04 дж/кг-град, 

для водорода /? =  4150 дж/кг-град, для кислорода R = 
=  260 дж/кг-град и т. д.).
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Адиабатическим процессом изменения состояния называется 
такой, который характеризуется отсутствием теплообмена с окру
жающей средой и выражается уравнением

—r  =  C =  const или р — Срк, (37.4)

где & =  — показатель адиабаты.А-* Z)
Тогда из (37.1) следует, что

_  А  
d? ~

9 dP а2 — d? (cP*) = cv- = *f
или с учетом (37.3)

а2 =  kRT. (37.5)

Таким образом, скорость звука зависит от температуры среды 
(Т° К) и состава газа (k и R).

§ 197. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ ДЛЯ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Уравнение Бернулли в дифференциальной форме, пригодное 
как для сжимаемой, так и для несжимаемой жидкости, получен
ное в (34.9), имело вид

- а > + - ^ - м ( - £ )  =  о.

Для его решения требуется определить интеграл

М и г .

(37.6)

(37.7)

который зависит от характера процесса изменения состояния газа.
При адиабатическом изменении состояния dp = Cd(ph) и, следо

вательно,

Р = $ - y d  (Cpft) =  Ck J p*-2 d? =  C p * - 1 (37.8)

или с учетом (37.4)
fc-i

^  т  k - i ?  k — i p (37.9)

Уравнение Бернулли в интегральной форме для сжимаемой среды 
при установившемся движении с учетом (37.9) будет иметь вид

или
* +  А -1  т +  i ~ COnSt (37.10)

zg +  1 Z T 7  +  -f- =  к  =  const (37.10а)
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во всех точках на данной линии тока, где /0 — полная удельная 
энергия.

Для двух любых точек, взятых на одной и той же линии тока, 
уравнение Бернулли будет

~ , * А . 1,1 — 2 .
Z' +  T = T  1Г+  2g + I I  л . —  

Ь ^  2g ■ (37.11)

Уравнение (37.11) 
писать' в виде

после простейших преобразований

h + £  + 2g + к — 1
Р\ _  
Ъ =  * 2 + ^  +12 2g + ft— 1

можно за- 

(37.12)<2

или

е\ +
1

ft — 1
В.
ъ =  £2 + 1 Pi 

k— \ t2 ’ (37.13)

где e — удельная механическая энергия частицы газа.
Из уравнения (37.13) следует, что при адиабатическом про

цессе удельная механическая энергия в различных точках данной 
линии тока неодинакова. Следовательно, при движении сжимае
мой среды в условиях отсутствия теплообмена с окружающей сре
дой удельная м е х а н и ч е с к а я  энергия частицы изменяется, т. е. 
при ее движении происходит превращение части механической 
энергии в тепловую или, наоборот, превращение части тепловой 
энергии в механическую.

Уравнению Бернулли для сжимаемой жидкости можно придать 
различные формы, если использовать уравнение состояния
(37.3), понятие «скорость звука» (37.5) и принять, что = в ра
венстве (37.11), т. е. пренебречь весом газа. Так, равенство (37.10а) 
можно записать в следующем виде:
V2 . k
Т +  f t - i

р  V1 k RT =  -у- +  - j& T  =  i0 =  const. (37.14)

Используя понятие числа М (37.2), уравнению Бернулли 
(37.14) можно придать и такие формы:

и л и

h  —
a2 ( k — 1 

к — Н  2

■f ( '  +  Д т 1 р ) “ С0П5'

=  * = т 0  +  Д г Л Г )  =  const.

(37.15)

Если в потоке скорость какой-либо точки равна нулю, то такая 
точка называется т о ч к о й  т о р м о ж е н и я .  Обозначим р0, ро, Т0 
параметры заторможенного потока газа в этой точке. Тогда из 
(37.14) следует

2о
ft — 1
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Если в струйке скорость равна местной скорости звука, то та
кой режим течения называется к р и т и ч е с к и м .  Тогда из урав
нения Бернулли (37.14) следует

•иг
т + k — 1

__ Кр .
2 +

кр к + 1 кР

2 (37.17)

где v — aKр — критическая скорость.
Допустим, что при истечении из трубки тока газ попадает в 

вакуум (р = 0), тогда скорость достигает максимальной’величины, 
а вся потенциальная энергия переходит в кинетическую

In — (37.18)

Сопоставляя равенства (37.16) и (37.17) и (37.18), видим, что
к + 1

к— 1
кр

~2~ (37.19)

При изотермическом процессе уравнение Бернулли имеет вид 

г +  RT Inр +  =  const (37.20)

во всех точках на данной линии тока.
После преобразований с целью выяснения энергетического 

смысла уравнения (37.20) получим
v\ vi

z x +  RT In Pi + 2̂  =  22 -f RT In P2 +  2̂ -

или
ex =  e2 + RT\ n j ± .  (37.21)

Это значит, что и при изотермическом процессе удельная ме
ханическая энергия у частиц газа, которые расположены на одной 
и той же линии тока, неодинакова. Такое изменение удельной 
механической энергии обусловлено тем, что во время движения в 
условиях изотермического процесса происходит непрерывный теп
лообмен с внешней средой и частица газа по пути движения либо 
непрерывно отдает часть своего тепла во внешнюю среду, либо, 
наоборот, получает из внешней среды тепло.

§ 198. ИСТЕЧЕНИЕ ГАЗА ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЯ И СОПЛА

Рассмотрим установившееся течение сжимаемой среды (газа) в 
струе переменного поперечного сечения (F=var), уравнение не
разрывности для которого будет pvF = const. Логарифмируя, а за
тем дифференцируя уравнение неразрывности, получим

cir
F =  0,
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откуда

(37.22)

Из уравнения Бернулли (37.6) при с/ы =  0 следует,* что
d p   d  (v2)
Т ~  т~

Последнее равенство можно записать в виде

откуда с учетом (37.1)

u v  u p  и~
V tfp

(37.23)

Подставляя в (37.22), получим

(37.24)

Рассмотрим три основных движения сжимаемой среды в струе 
переменного сечения, пользуясь уравнением (37.24).

1) v<a(M<  1), тогда ^р- и имеют разные знаки, т. е. от-
dv  „носительное приращение величины скорости -р- имеет знак, об

ратный относительному приращению площади поперечного сече- 
ния — . Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  д о з в у к о в ы х  с к о р о с т я х
у в е л и ч е н и е  п л о щ а д и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я  с т р у и  
п р и в о д и т  к у м е н ь ш е н и ю  с к о р о с т и  и п о в ы ш е н и ю  
д а в л е н и я .  Следовательно, для увеличения скорости дозвукового 
течения необходимо уменьшать поперечное сечение. Наименьшему 
поперечному сечению соответствует наибольшая дозвуковая ско
рость и наименьшее давление, т. е. сжимаемая среда в этом слу
чае ведет себя так же, как несжимаемая.

dF2) v — a(M= 1), тогда (1 — М2)=0  и, следовательно, —  =  О,
что может быть, если F =  const или F имеет экстремальное значе
ние. Так как при дозвуковых скоростях по мере уменьшения пло
щади поперечного сечения струи скорость увеличивается, то ско
рость течения может достигнуть скорости звука только в месте 
наименьшего поперечного сечения.

3) п>а(М >1),тогда (1 — М2) отрицательна. Относительная
dv dFскорость —  и относительная площадь -р- поперечного сечения
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имеют одинаковые знаки. Таким образом, при с в е р х з в у к о 
в ом т е ч е н и и  с к о р о с т ь  у в е л и ч и в а е т с я  л и ш ь  при 
у в е л и ч е н и и  п л о щ а д и  п о п е р е ч н о г о  с е ч е н и я .  При 
этом газ расширяется так, что скорость течения возрастает при 
одновременном уменьшении плотности. Уменьшение площади по
перечного сечения приводит к уменьшению скорости течения и по
вышению давления и плотности.

Из этого следует, что в дозвуковом и сверхзвуковом потоках 
зависимость величины скорости течения от формы струи принци
пиально различна. Следовательно, для получения сверхзвуковой

скорости течения необходимо, чтобы струя газа вначале сужалась 
до достижения v = a, затем расширялась до получения требуемой 
сверхзвуковой скорости. Для получения сверхзвуковых скоростей 
газа в трубах применяются специальные насадки, которые носят 
название с в е р х з в у к о в ы х  с о п л .  Впервые форма сверх
звукового сопла была предложена инженером Лавалем и носит его 
имя. Вид сопла Лаваля показан на рис. 37.1.

При обтекании твердых тел сверхзвуковым потоком или при 
движении твердого тела со сверхзвуковой скоростью в неподвиж
ной сжимаемой среде возникают области, в которых параметры 
газа (плотность, давление, температура) резко (скачкообразно) 
изменяются. В таких областях параметры газа не являются не
прерывной функцией координат точек пространства, заполненного 
сжимаемой средой. Места резкого изменения р, р, Т называются 
с к а ч к а м и  у п л о т н е н и я  и л и  у д а р н ы м и  в о л н а м и .

а

Рис. 37.1.

§ 199. ПОНЯТИЕ ОБ УДАРНОЙ ВОЛНЕ
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Пусть источником возмущения в неподвижной среде является 
материальная точка А (рис. 37.2, а). Тогда возмущение в виде, на
пример, волны повышенного давления распространяется в виде 
концентрических кругов во все стороны со скоростью, равной ско
рости звука а. Рассмотрим три случая, когда среда, совершая пло
скопараллельное движение, набегает на материальную точку А со 
скоростью v <!о.

1) v<a  — дозвуковой поток. Тогда абсолютная скорость рас
пространения возмущения будет а + и и спектр возмущений будет 
иметь вид, представленный на рис. 37.2, б.

2) v — a — звуковой поток. Спектр возмущений представлен на 
рис. 37.2, в. При этом образуются фронты волн, которые не могут 
отделиться от источника.

3) v~>a — сверхзвуковой поток. В этом случае волны возму
щений распространяются только в одну сторону — назад и запол
няют сзади источника некоторую часть пространства, имеющую 
форму конуса с образующей (граничной) волной слабых возму
щений. За время t точка потока пройдет расстояние vt и будет 
в точке В, а возмущение, возникающее в точке А ,— расстояние at. 
Опишем из точки В как центра окружность радиусом at. Тогда об
разующая конуса будет касательной, проведенной из Л к окруж
ностям с центрами в точках В и В2 и т. д. Образующая конуса 
называется линией Маха и составляет угол <р с осью. При этом

at а. 1
sln<P =  =  7Й> (37-25)

тогда

<P =  arcsin -^-. (37.26)

Из формулы (37.26) следует, что при увеличении числа М угол 
возмущений уменьшается, при уменьшении М — увеличивается,
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При М = \ — конус развертывается в плоскость. Напомним,
что па линии слабых возмущений все параметры газа изменяются 
на бесконечно малые величины, поэтому линия слабых возмущений 
не является скачком уплотнения. Скачки уплотнения образуются 
при движении со сверхзвуковой скоростью тела, поверхность кото
рого можно считать состоя-

(  Скачок уплотнения
v>a

v  Струйка 
Изменение скорости

6  Т

-Too

р> ?

Изменение температурь/

I

щей из бесконечно большо
го количества материаль
ных точек, каждая из кото
рых является источником а 
слабых возмущений. Поэто
му в отдельных областях 
пространства около тела 
происходит многократное 
суммирование бесконечно 
большого количества сла
бых возмущений. Парамет
ры газа в этих областях те
перь уже изменяются не на 
бесконечно малые величи
ны, а на конечные. Эти об
ласти и являются скачками
уплотнения, зонами резкого Рис. 37.3.
(скачкообразного) увеличе
ния плотности, давления и температуры газа. Изменение параме
тров потока в скачке уплотнения показано на рис. 37.3.

Скачки уплотнения могут быть п р я м ы м и  и кос  ы м и. Пря
мым скачком уплотнения называют поверхность, отделяющую не
возмущенный поток от области возмущений, расположенную под 
прямым углом к направлению набегающего потока (рис. 37.4,а).

Изменение давления 
и плотности

Рис. 37.4.

За прямым скачком происходит наибольшее увеличение плот
ности воздуха, поэтому сверхзвуковая скорость потока при про
хождении им прямого скачка обязательно становится дозвуковой. 
Прямой скачок создает наибольшее по величине волновое сопро
тивление.

Косым скачком уплотнения называют поверхность, отделяю
щую невозмущенный поток от области возмущений, наклоненную 
под острым углом к направлению набегающего потока (рис. 37.4, б) .
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Косой скачок вызывает менее резкое, чем прямой скачок, измене
ние параметров потока.

По расположению относительно тела различают:
— присоединенный скачок, когда скачок уплотнения касается 

тела или заканчивается внутри пограничного слоя на границе раз
дела областей сверхзвуковых и дозвуковых скоростей;

— отсоединенный скачок, когда скачок уплотнения находится 
вне пограничного слоя; на рис. 37.5 показан характер изменения 
скачка уплотнения при обтекании сверхзвуковым потоком затуп

ленных тел; по мере удаления от тела прямой скачок становится 
косым скачком и затем вырождается в волну возмущения, которая 
представляет собой слабый скачок.

Подобно тому как необратимые потери механической энергии 
на тепло в пограничном слое являются источником сопротивления 
трения, так и необратимые потери механической энергии тела, 
переходящие в тепло на скачке уплотнения, являются источником 
особого рода сопротивления, свойственного только сверхзвуковым 
потокам волнового сопротивления Rv. Величина волнового сопро
тивления при данном значении числа М зависит от формы скачка 
уплотнения, а последняя зависит от формы и скорости тела. Таким 
образом, при v>a

Rx =  Rf +  Rp + Rv. (37.27)
Более подробные сведения о скачках уплотнения можно найти 

в специальной литературе.
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ЛИСТ ИСПРАВЛЕНИЙ

Стр. Строка Напечатано Должно быть

49 1 снизу (рис. 4.3) (рис. 4.5)

54 17 сверху Q
2

Q
2

100 5 сверху формула (8.5) выражает формулы (8.4) и (8.5) 
выражают

15 сверху =  5 см2 =  5.8 см2
12 снизу 5-10—4 5.8-10-4

166 2 сверху 70 ы 2 7 „ — кН -м2 =  — тс -м2 3 Е1г 3 Е1г
70кН-м2 7 тс-м2 

3 Е1г ~  ЗЕ1г

8 сверху 100кН-м2 10тс-м2 100 кН -м3 _ 10тс -м3
Ш г ~  Ш г 3 Е1г ~  ЪЕ1г

И сверху 70-Ю -3 70-Ю -3
2-106-3460-10 ~8 _ 3-2-10-5-3460-10-8 ~

=  — 0,33-10"* рад («0.58°); = —0.33-10—2 рад («  —0.19°);

12 сверху 100-Ю—8 100-10 -3
2-166-3460-10"8 3-2-106-3460-10—8

171 7 сверху СВЯЗЬ угловую связь
173 рис. 11.21 в © ©
177 3 сверху Jy, Jz /У; h

1 снизу Jy, JZ ly\ !Z

178 6 сверху Рг Р РуР 
ШГг Ш у

РгР Pvl3 
ШГу ШТ2

214 8 снизу •+А11 у  =  4£2
277 14 сверху (18.4) (18.5)
317 14 снизу (19.7) (19.6)

333 3 снизу V  d*?«^ d t * m K
a=i

п

▼ --7ТТ—
dt. k=\

351 9 снизу движется прямолинейно движется прямолинейно 
и вертикально вверх

419 14 сверху (25.9) (25.8)



Стр. Строка Напечатано Должно быть

426 22 сверху 8 (yi -у2) =  8 y i-8у2 +  У1-8у2 8 ( y i-y 2) =  8yi -y2 +  y i-8 j2
449 21 сверху на стр. 398 на стр. 423

466 12 снизу к гс -м К rc-CM

479 12 снизу — (29.4)
13 снизу (29.3) и (29.4) (29.2) и (29.3)

480 6 сверху (29.3) и (29.4) (29.2) и (29.3)

489 5 снизу Dei =dl + 2h D6i =  d\ +  2 h*
4 снизу =  d2 + 2h -f* 2 hr>

3 3

494 ф. 30.9 1 / 2Л47 m >  1 /  2A1'
^  * У '  УФт^Ми

499 7 сверху De< =  di + 2ms (2, +  2) De> -  m s (2j +  2)

ф. 30.15 =  d 2 +  2ms (z2 +  2) =  m s (z2 +  2)

547 4 снизу рис. 32.5 рис. 32.4
flx d2x dx d2x

555 16 снизу v * = -df; Wx = w V x ~  ж  ■ Wx ~~ Ж

dvx t)vx
556 1 снизу dt dt

dvv dvy
557 5 сверху dt Ж

573 2 снизу ^max =  0 .9 8 u „ wmax =  0 . 9 9 » .

Зак. 7С5. Изд. № 9/5990
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